Quantentheorie 1
(© Carsten Timm 2019

Sommersemester 2019 Technische Universitat Dresden Institut fiir Theoretische Physik



Version: 19. Juli 2019
TEX & Abbildungen: G. Bérner und C. Timm



Inhaltsverzeichnis

1 Einfiihrung

1.1 Ziele und Arbeitsweise der Quantentheorie . . . . . . . . . . . . .. ...
1.2 Uberblick . . . ...
1.3 Lehrbiicher . . . . . . . . e e e
2 Grenzen der klassischen Physik
2.1 Das goldene Zeitalter der klassischen Physik . . . . . . . . ... ... . o oo
2.2 Der schwarze KOrper . . . . . . . . . o e
2.3 Der Photoeffekt . . . . . . . . . e e
2.4 Der Compton-Effekt . . . . . . . . ..
2.5 Welle oder Teilchen? . . . . . . . . . .
2.5.1 Welle-Teilchen-Dualitat des Lichts . . . . . .. . .. . . 0o L.
2.5.2  Welle-Teilchen-Dualitédt der Materie . . . . . . . . . . .. .. .
2.6 Das Versagen des Rutherfordschen Atommodells . . . . . . .. ... .. ... ... ... ......
2.6.1 Stabilitit der Atome . . . . ... L e
2.6.2 Atomspektren . . . . ...
2.6.3 Der Zeeman-Effekt . . . . . . . Lo
2.6.4 Der Franck-Hertz-Versuch . . . . . . . . . . . .
2.7 Der Stern-Gerlach-Versuch . . . . . . . . . . e
3 Die dltere Quantentheorie
3.1 Die Bohrschen Postulate . . . . . . . . . . . . . e
3.2 Die Quantisierungsregeln von Bohr und Sommerfeld . . . . ... . ... ... ... L.
3.2.1 Das Wasserstoffatom . . . . . . . ...
3.2.2  Phasenraumquantisierung . . . . . .. ... oL oL o e
3.2.3 Das Korrespondenzprinzip . . . . . . . . . ... Lo e
3.3 Schwierigkeiten der dlteren Quantentheorie . . . . . . . . . .. .. ... ... ..
4 Urspriinge der Wellenmechanik
4.1 Materiewellen . . . . . . ... e e s
4.2 Induktive Begriindung der Schrodinger-Gleichung: Wellenpakete . . . . . . . . . ... ... ... ..
4.3 Induktive Begriindung der Schrodinger-Gleichung: Hamilton-Jacobi-Theorie . . . . . . . . . .. ..
4.3.1 Die Eikonal-Gleichung . . . . . . . . . .. L
4.3.2 Erinnerung an die Hamilton-Jacobi-Theorie . . . . . . . .. ... ... ... ...
4.3.3 Die Wellengleichung der Quantenmechanik . . . . . . . .. ... . ... .. ...
4.4  Weitere Bemerkungen zu Schrodinger-Gleichung . . . . . . . . . . .. ... L
5 Die Schrédingersche Wellenmechanik
5.1 Operatoren . . . . . . e e e
5.2 Die Schrodinger-Gleichung als partielle Differentialgleichung . . . . . . . ... ... ... ... ...
5.3  Wahrscheinlichkeitswellen . . . . . . . . . . . . e e



5.3.1 Der Hilbert-Raum der quadratintegrablen Funktionen . . . .. .. ... .. ... .. .... 49

5.3.2  Entwicklung nach Basisfunktionen . . . . . .. .. ... o oo 52
5.3.3 Uneigentliche (Dirac-) Zustdnde . . . . . . ... L L 53
5.3.4 Lokale Erhaltung der Wahrscheinlichkeit . . . . . . ... ... . oo o000 54
5.3.5 Die Impulsdarstellung . . . . . . . . .. L L 55
5.4 FErwartungswerte und Schwankungen . . . . . . . . ... oL oL o 56
5.4.1 Hermitizitdt . . . . . . . . . e e e e 57
5.4.2 Schwankungen . . . . . . . .. e e 58
5.5  Orts-Impuls-Unschérferelation . . . . . . . . .. .. 0 59
5.6 Messungen L. . . . . . oL 61
5.7 Die zeitunabhéingige Schrodinger-Gleichung . . . . . . . . . .. ... oL o 64
Quantensysteme in einer Dimension 68
6.1 Allgemeine Eigenschaften . . . . . . . . . . 68
6.1.1 Klassisch verbotene und erlaubte Bereiche . . . . . . . . .. .. oo oL 69
6.1.2 Das Spektrum . . . . . . . L. 70
6.2 Rechteckpotentiale . . . . . . . . . .. 74
6.2.1 Kasten endlicher Tiefe . . . . . . . . . . . L 75
6.2.2 Kasten mit unendlich hohen Wénden . . . . . .. . .. .. . Lo oo 78
6.2.3 Rechteckige Potentialbarriere: Tunneleffekt . . . . . . . .. ... .. 0. 80
6.3 Der harmonische Oszillator . . . . . . . . . . e 84
6.4 Paritdt und Knotenzahl . . . . . . . . . . . 88
6.4.1 Knotenzahl . . . . . . . . e 89
6.4.2 Paritdt . . . . . . .. e e 91
Dirac-Formalismus 93
7.1 Zustdnde . . .. Lo e 93
7.1.1 Quantenmechanische Zustdnde . . . . . . . . . . . Lo L 93
7.1.2  Der Hilbert-Raum . . . . . . . . . o e 93
7.1.3 Produktrdume . . . . . . . L e 94
7.1.4 Der Dirac-Raum . . . . . . . . . e 94
7.2 Lineare Operatoren . . . . . . . . . . . . L e e 95
7.2.1 Hermitesche und selbstadjungierte Operatoren . . . . . . . . .. ... ... ... .... 96
7.2.2  Unitdre Operatoren . . . . . . . . . . e 100
7.3 Zeitentwicklung . . . . ... oL e 100
7.3.1 Zeitentwicklung fiir zeitabhéingige Hamiltonians . . . . . . . . . ... ... .00 102
7.3.2 Heisenberg-Bild . . . . . . . .. 106
7.3.3 Wechselwirkungs- oder Dirac-Bild . . . . . .. . ... .. o oo 107
7.4 Messungen II . . . . . oL 108
7.5 Postulate der Quantenmechanik . . . . . ..o Lo 109
7.6 Vertragliche und nicht vertriagliche Observable . . . . . . .. . ... ... ... ... ........ 110
7.6.1 Schwankungen . . . . . . . . . L e e 110
7.6.2 Allgemeine Unschérferelation . . . . . . . . ... o o 111
7.7 Ehrenfestsches Theorem . . . . . . . . . . . . e 112
7.7.1 Energie-Zeit-Unschérferelation . . . . . . . . . .. o o 113
7.8 Orts- und Impulsdarstellung . . . . . . . . . . . . . . e 114
7.9 Der harmonische Oszillator . . . . . . . . . . . . . e 115



8 Quantentheorie des Drehimpulses
8.1 Korrespondenzprinzip fiir den Bahndrehimpuls . . . . . . . . ... ... L.
8.2 Die Drehimpulsalgebra . . . . . . . . .. e
8.2.1 Matrixdarstellung . . . . . . . L.
8.2.2 Spin 1/2 . . . . L
8.2.3 Die Bloch-Kugel . . . . . . . . . e
8.3 Drehoperatoren . . . . . .. L e e
8.4 Addition von Drehimpulsen . . . . . . . . . ..
8.4.1 Abzdhlung der Zustdnde . . . . . . ..o
8.4.2 Clebsch-Gordan-Koeffizienten . . . . . . . . .. ... Lo
9 Symmetrien
9.1 Unitére Transformationen . . . . . . . . . . .. L
9.1.1 Transformationsgruppen . . . . . . . . . ..o
9.1.2  Symmetrien . . . . ..o e e
9.2 Zeitumkehr . . . . Lo e e
9.2.1 Zeitumkehr, Drehimpulse und das Kramers-Theorem . . . . . . . ... .. ... .. .....
10 Zentralpotentiale
10.1 Allgemeines Zentralpotential . . . . . . . . . . L oL
10.2 Anwendung auf das Wasserstoff-Atom . . . . . . . . ...
11 Ndherungsmethoden
11.1 Variationsverfahren . . . . . . . . . . . . L
11.1.1 Das Variationsprinzip fiir Eigenvektoren . . . . . . . . . . ... ... 0oL,
11.1.2 Ritzsches Variationsverfahren . . . . . . . . . .. .. L L Lo
11.2 Zeitunabhiingige Storungstheorie . . . . . . . . . . . Lo
11.2.1 Storungstheorie fiir nichtentartete Energieniveaus . . . . . . . . . . . ... ... ... ....
11.2.2 Storungstheorie fiir entartete Energieniveaus . . . . . . . . ... Lo 0oL
11.3 Die quasiklassische Ndherung . . . . . . . . . . ..
11.3.1 Entwicklung der Wirkungnach & . . . . . . . . . ... oo
11.3.2 Die WKB-Naherung . . . . . . . . . . . o e

12 Der Dichteoperator

12.1

12.2

Projektionsoperatoren und Dichteoperatoren fiir reine

Zustinde . ... Lo e e e
Gemischte Zustdnde . . . . . . . Lo
12.2.1 Messung und Projektionspostulat . . . . . . . . .. .o L oo
12.2.2 Teilspur und Zustand in Faktorrdumen . . . . . . . . . . ... ... Lo

13 Konsequenzen und Deutungen der Quantenmechanik

13.1

13.2

13.3
13.4
13.5

13.6

Verschrinkung und verborgene Variable . . . . . . . . . .. ... L oo
13.1.1 Das Einstein-Podolsky-Rosen-Paradoxon . . . . . . . .. . ... ... . L.
13.1.2 Bellsches Theorem und Bellsche Ungleichung . . . . . ... ... ... ... .. .......
Schrodingers Katze . . . . . . . o 0 L e
13.2.1 Wigners Freund: Bewusstsein erzeugt Kollaps . . . . . . . .. ... ... ... ... .
13.2.2 Stern-Gerlach-Experimente als Prototyp des Messprozesses . . . . . . . ... ... ... ..
Das No-Cloning-Theorem . . . . . . . . .. . L e
Ensemble-Interpretation . . . . . . . . ..o
Kopenhagener Deutung . . . . . . . . . . e e e
13.5.1 Bohrs Interpretation . . . . . . . .. oL
13.5.2 Heisenbergs Interpretation . . . . . . . . . . . . . e
Dekohéirenz . . . . . . . . L e

119
119
122
124
125
126
127
129
129
132

134
134
135
136
137
140

143
143
147

152
153
153
154
157
157
161
164
165
167

172

172
173
177
178



13.7 Kein Kollaps: Viele-Welten-Interpretation

13.8 Weitere Interpretationen . . . . . . . ..
13.8.1 De Broglie-Bohm-Fiihrungswellen
13.8.2 GRW-Interpretation: Realistischer

Kollaps. . . . . . . . . .



Kapitel 1
Einfiihrung

Es ist sicherlich nicht tibertrieben, die Vorlesung Quantentheorie 1 als zentralen Baustein des Physikstudiums
zu betrachten. Hier wird zum ersten Mal systematisch die moderne quantentheoretische Beschreibung von Pro-
zessen besprochen, und zwar zunéchst angewandt auf mechanische Systeme. Diese Beschreibung unterscheidet
sich fundamental von der aus der klassischen theoretischen Physik gewohnten. Das bezieht sich nicht in erster
Linie auf die mathematische Methodik, sondern auf die Verkniipfung der formalen Objekte mit der realen Welt.
Voraussagen in der Quantentheorie sind i. A. probabilistisch, d. h. Wahrscheinlichkeitsaussagen, im Gegensatz zu
den deterministischen Aussagen der klassischen Physik. Dieser fundamentale Unterschied provoziert Fragen nach
der Deutung der Quantentheorie.

1.1 Ziele und Arbeitsweise der Quantentheorie

Die Quantentheorie ist sicherlich einer der weniger anschaulichen Zweige der Physik. Wir haben zunéchst keine
Intuition fiir Konzepte wie Wellenfunktionen, Operatoren und den Hilbert-Raum. In der klassischen Mechanik
ist das anders, z.B. beim schrigen Wurf: Wir kénnen einen geworfenen Ball fangen, ohne jemals etwas iiber
Physik gelernt zu haben. Das Verstdndnis der Flugbahn ist intuitiv. Es ist aber nicht verwunderlich, dass wir
fiir Prozesse, bei denen die Quantentheorie eine entscheidende Rolle spielt, keine solche Intuition besitzen. Im
Laufe der Evolution haben wir geistige Fihigkeiten entwickelt, die fiir das Uberleben in der gegebenen Umwelt
niitzlich waren. Quantenprozesse sind aber auf den unmittelbar beobachtbaren Lingen- und Zeitskalen weitgehend
unsichtbar. Es gab daher keinen Selektionsdruck, solche Prozesse in demselben Sinn voraussehen zu kénnen, wie
wir es fiir die Flugbahn eines makroskopischen Objekts kénnen. Zur Beruhigung: Die Erfahrung zeigt, dass der
Mensch in der Lage ist, auch fiir zunéchst unanschauliche Konzepte wie die der Quantenmechanik eine Intuition
zu entwickeln.

Das heif3t natiirlich nicht, dass Quantenprozesse fiir unser Leben unwichtig sind. In einem rein klassischen
Universum ginge gar nichts, zum Beispiel gébe es keine Energieproduktion in der Sonne. Selbst wenn die Sonne
dennoch schiene, wiirde auf der Erde keine Photosynthese stattfinden, so dass die Strahlungsenergie nicht von
Lebewesen genutzt werden konnte. Tatsdchlich gibe es gar keine Erde, geschweige denn Lebewesen, weil keine
stabilen Atome existieren wiirden. Auch fiir technische Anwendungen ist die Quantenmechanik von iiberragender
Bedeutung. Ohne Quantenmechanik kann man die Funktion von elektronischen Bauelementen wie Transistoren
nicht verstehen, um nur ein Beispiel zu nennen. Auflerdem ist die gesamte Chemie angewandte Quantenmechanik.

Die Quantenmechanik ist die Theorie der Dynamik von Teilchen. Sie betrifft damit im Prinzip dieselben
Systeme wie die klassische Mechanik, ist aber die umfassendere Theorie — die Quantenmechanik enthilt die klas-
sische Mechanik als Grenzfall. Das ist der Inhalt des wichtigen Korrespondenzprinzips. In dieser Vorlesung werden
wir uns ausschliefilich mit der nichtrelativistischen Quantenmechanik beschéftigen. Diese beschreibt Teilchen mit
(Relativ-) Geschwindigkeiten v, die klein im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit ¢ sind. Die nichtrelativistische
Quantenmechanik ist die Ndherung fiir v < ¢ einer relativistischen Quantenmechanik. Diese ist ihrerseits in der
Quantenfeldtheorie enthalten. Auch die Quantenfeldtheorie und ihre Anwendung auf elementare Teilchen und
Felder, also das Standardmodell, liefert noch keine vollstéindige Beschreibung der Welt. Dazu muss zusétzlich die



Gravitation beschrieben werden, was die Integration der Quantenfeldtheorie mit der (bisher klassischen) Allge-
meinen Relativitdtstheorie erfordert. Es ist noch nicht klar, wie dies gelingen kann. Die String-Theorie ist z. Zt.
der am meisten diskutierte Rahmen fiir eine solche Vereinheitlichung.

Ein Ziel der Quantenmechanik ist die quantitative Beschreibung von physikalischen Vorgéingen. Die Arbeits-
weise der Theoretischen Physik besteht in der Formulierung von Theorien, d. h. Beschreibungen von allgemeinen
Gesetzméafigkeiten. Aus einer brauchbaren Theorie lassen sich Voraussagen fiir Experimente herleiten, die es ge-
statten, die Theorie zu iiberpriifen. Wie der Naturphilosoph Sir Karl Popper sagte, kann man eine Theorie niemals
beweisen, aber im Prinzip leicht widerlegen (falsifizieren). Experimente, die mit den Vorhersagen einer Theorie
iibereinstimmen, stitzen diese, beweisen sie aber nicht. Fiir die Widerlegung reicht dagegen eine Beobachtung
aus, die der Theorie widerspricht. Das Experiment ist immer die letzte Instanz in der Physik. Wir kénnen uns
also auf den Standpunkt stellen, dass die Quantenmechanik so ist wie sie ist, weil umfangreiche Experimente
diese Theorie stiitzen und nicht irgendeine alternative Theorie. Manche Autoren belassen es dabei und halten
weitergehende Frage nach der Deutung der Quantenmechanik fiir wenig produktiv. Diese Haltung wurde mit dem
Aphorismus , shut up and calculate“ charakterisiert, der offenbar auf N. D. Mermin zuriickgeht, der diese Haltung
im Ubrigen nicht teilt.

Einige weitere Bemerkungen in diesem Zusammenhang: 1. Man muss sich klarmachen, was Popper mit ,,be-
weisen® meinte: Man kann eine Theorie iiber die reale Welt nicht in mathematischer Strenge beweisen, aber viele
physikalische Theorien sind im ,juristischen“ Sinne bewiesen, sie sind ndmlich ,nach menschlichem Ermessen*
wahr. Die englische Formulierung ,,without reasonable doubt* ist noch treffender. 2. Die strikte Widerlegung einer
Theorie durch ein Experiment im Sinne Poppers ist auch eine idealisierte Vorstellung, da man nie absolut sicher
ist, dass ein Experiment wirklich zeigt, was man denkt, dass es zeigt. 3. Viele Theorien sind im Sinne Poppers
falsifiziert. Wie schon erwéhnt, versagt die nichtrelativistische Quantenmechanik bei hohen Teilchengeschwindig-
keiten nahe c. Das bedeutet nicht, dass diese Theorie nutzlos oder nur von historischem Interesse wire. Es ist gut
verstanden, unter welchen Bedingungen sie préizise Voraussagen macht. In diesen Fillen wére es unsinnig, die viel
kompliziertere Quantenfeldtheorie zu verwenden.

Die Theoretische Physik formuliert die zu Grunde liegenden GesetzméBigkeiten in der Sprache der Mathematik,
weil diese fiir die Beschreibung quantitativer Zusammenhénge am besten geeignet ist. Wir werden daher zahlreiche
mathematische Methoden verwenden. Die Formulierung verwendet meist Begriffe der Analysis und der Linearen
Algebra, nicht selten aber auch solche der Gruppentheorie und Geometrie. Die in dieser Vorlesung notwendigen
mathematischen Hilfsmittel werden in der Vorlesung entwickelt oder wiederholt, soweit dies notwendig erscheint.

Die Quantentheorie, die in den letzten etwa hundert Jahren entwickelt wurde und sich gut bewé&hrt hat,
unterscheidet sich wie gesagt in der Natur ihrer Vorhersagen fundamental von der klassischen theoretischen
Physik. Die Quantentheorie macht oft Wahrscheinlichkeitsaussagen der Art ,Ein Atomkern eines bestimmten
Isotops zerfillt mit einer Wahrscheinlichkeit von 83% innerhalb einer Sekunde®, selbst wenn der Ausgangszustand
des Systems vollstédndig bekannt ist. Nach der klassischen Theorie ist der Ausgang in einem solchen Fall dagegen
determiniert. Dieser fundamentale Unterschied ruft geradezu nach einer philosophischen Diskussion der Deutung
der Quantentheorie, die daher von Anfang an parallel zur methodologischen Entwicklung und Anwendung der
Quantentheorie gefithrt wurde.

1.2 Uberblick

Die Reihenfolge der Themen in dieser Vorlesung orientiert sich teilweise an der historischen Entwicklung. Dies
gestattet uns, den Prozess der Konstruktion der Quantentheorie zu verfolgen. Uns interessiert nicht nur, was
die moderne Quantentheorie aussagt, sondern auch, wie man darauf gekommen ist. Es ist ja nicht nur unsere
Aufgabe in der Wissenschaft, existierende Theorien zu bewahren, anzuwenden und weiterzugeben, sondern auch,
sie zu verbessern und letztlich zu iiberwinden. Die folgenden Themen sollen in der Vorlesung Quantentheorie 1
behandelt werden:

e Grenzen der klassischen Physik
e Die dltere Quantentheorie

e Die Schrodingersche Wellenmechanik



Anwendungen auf eindimensionale Systeme

Dirac-Formalismus

Quantentheorie des Drehimpulses

Zentralpotentiale

Naherungsmethoden
e Der Dichteoperator
e Konsequenzen und Deutungen der Quantenmechanik
Als Ausblick seien hier die typischen Themen der Vorlesung Quantentheorie 2 genannt:
e Ununterscheidbare Teilchen und zweite Quantisierung
e Relativistische Quantentheorie

e Streutheorie

1.3 Lehrbiicher

Es existiert eine grofe Auswahl von Lehrbiichern zur Quantenmechanik. Wegen der zentralen Bedeutung des
Themas ist es eine gute Idee, zumindest ein Buch zu besitzen. Hier ist eine unvollstindige Auswahl:

e W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik, Band 5/1: Quantenmechanik — Grundlagen, 7. Aufl. (Springer-
Verlag, 2009) und Band 5/2: Quantenmechanik — Methoden und Anwendungen, 6. Aufl. (Springer-Verlag,
2006): Die gesamte Reihe von Lehrbiichern ist empfehlenswert. Beide Bénde werden fiir diese Vorlesung
benotigt. Nolting legt relativ grofies Gewicht auf das Einiiben der Formalismen und entsprechend weniger
auf die ausfiihrliche Diskussion des physikalischen Gehalts. Er fithrt Herleitungen oft im Detail vor, wo
andere Autoren nur das Ergebnis angeben. Die Darstellung ist fast immer klar. Die Biicher enthalten viele
gute Ubungsaufgaben mit Losungen und sehr hilfreiche Kontrollfragen.

e A. Messiah, Quantenmechanik, Band 1, 2. Aufl. (de Gruyter, 1991) und Band 2, 3. Aufl. (de Gruyter, 1990):
Ein empfehlenswertes klassisches Lehrbuch in zwei Banden. Umfasst den wesentlichen Stoff der Vorlesungen
Quantentheorie 1 und 2 und mehr, das Material wird aber in anderer Reihenfolge diskutiert und tw. etwas
verwirrend iiber verschiedene Kapitel verteilt. Mathematisch recht ausfiihrlich. Deutlich mehr Diskussion
als in Noltings Biichern, aber manchmal etwas wortreich und sprachlich nicht immer ganz exakt, evtl.
aufgrund der Ubersetzung ins Deutsche. Die Darstellung der Interpretation ist nicht ganz modern. Die
Bénde enthalten Ubungsaufgaben ohne Lisungen.

e D. J. Griffiths und D. F. Schroeter, Introduction to Quantum Mechanics, 3. Aufl. (Cambridge University
Press, 2018) [2. Aufl.: D. J. Griffiths (Pearson Prentice Hall, 2005)]: Urspriinglich amerikanisches Standard-
lehrbuch fiir undergraduate quantum mechanics. Eine deutsche Ubersetzung der zweiten Auflage existiert
ebenfalls bei Pearson Prentice Hall. Didaktisch und in Form und Sprache ansprechend (zumindest in der
englischen Ausgabe). Eher knapp in der Stoffauswahl, niedrigeres Niveau als Noltings und Messiahs Biicher,
deckt diese Vorlesung nicht vollstdndig ab und ist nicht sehr systematisch. Erwahnt den Dirac-Formalismus
nur am Rande. Sorgfiltige und klare Diskussion der Punkte, die iiberhaupt diskutiert werden. Viele Ubungs-
aufgaben ohne Losungen.

e R. L. Liboff, Introductory Quantum Mechanics, 4. Aufl. (Addison Wesley, 2003): Ein anderes amerikanisches
undergraduate Lehrbuch. Hat Ahnlichkeiten im Stil mit Griffiths Buch, ist aber umfangreicher, enthélt z. B.
eine Darstellung der grundlegenden Experimente, eine kurze Einfithrung zum Pfadintegral und Kapitel zu
Anwendungen in der Atom-, Molekiil-, Kern- und Festkorperphysik. Deckt auch viel Material aus Quan-
tentheorie 2 ab. Diskussionen sind eher knapper als bei Griffiths und vergleichbar mit Nolting. Enthélt



mehr zu modernen Themen wie Bellscher Ungleichung und Quanteninformation (ein ganzes Kapitel zu
Quantum Computin"g!) als andere Biicher, aber teilweise veraltete Bemerkungen zur Deutung (,,subjective
probability“). Viele Ubungsaufgaben, z. T. mit Losungen.

e S. Weinberg, Lectures on Quantum Mechanics, 2. Aufl. (Cambridge University Press, 2015): Lehrbuch
fiir graduate students (Master-Niveau) vom Nobelpreistriger Steven Weinberg. Fiihrt extrem ziigig in die
Quantenmechanik ein, die Untersuchung des Zentralpotentials beginnt auf S. 32. Viele Themen werden
nicht oder im Voriibergehen behandelt, dafiir einige Themen aus der Quantentheorie 2. Keine Abbildungen!
Die Stiarke des Buches ist eine recht ausfiihrliche Einfithrung in die Interpretationsdebatte. Einige wenige
Ubungsaufgaben ohne Losungen.

e L. D. Landau und E. M. Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik, Band 3: Quantenmechanik, 9. Aufl.
(Verlag Harri Deutsch, 1992): Teil der klassischen Reihe von russischen Lehrbiichern. Inzwischen altmodisch
in der Stoffauswahl und Darstellung. Eher knapp und anspruchsvoll. Zwischenschritte werden selten ange-
geben. Kann zum Nachschlagen niitzlich sein, wenn andere Biicher nicht weiter helfen. Die Biicher enthalten
recht schwierige Ubungsaufgaben ohne Losungen.

e C. Cohen-Tannoudji, B. Diu und F. Laloé, Quantenmechanik, Band 1 und 2, 4. Aufl. (de Gruyter, 2010):
Ein sehr gutes klassisches Lehrbuch, umfangreich in der Stoffauswahl, die iiber die Quantentheorie 1 hinaus
geht, aber nicht die gesamte Quantentheorie 2 umfasst, und recht ausfiihrlich hinsichtlich der Herleitungen.
Fiir diese Vorlesung werden beiden Binde benstigt. Mit Ubungsaufgaben.

e R. Shankar, Principles of Quantum Mechanics, 2. Aufl., 3. Nachdruck (Springer-Verlag, 2008): Amerika-
nisches Lehrbuch fiir fortgeschrittene undergraduate Kurse und fiir graduate Studenten. Im Umfang geht
Shankars Buch deutlich iiber das von Griffiths hinaus und dhnelt eher Messiahs zwei Béanden, enthélt aber
zusétzlich eine Einfithrung zum Pfadintegral. Der Sprachstil ist informell, mehr noch als bei Griffiths, was
man moégen muss. Enthilt Ubungsaufgaben.

Folgende Biicher enthalten moderne Darstellungen zur Interpretation der Quantenmechanik:

e G. Auletta, Foundations and Interpretations of Quantum Mechanics (World Scientific, 2001): Beginnt mit
einer recht ausfiihrlichen, lehrbuchméfiigen Einfiihrung in die Quantenmechanik. Der Stil des gesamten
Buches dhnelt eher mathematischen Lehrbiichern, mit Definitionen und Satzen. Sehr umfangreiche Darstel-
lung der informationstheoretischen Grundlagen, der Deutungsdebatte der Quantenmechanik und neuerer
Ergebnisse (Bellsche Ungleichungen, Quanteninformation) mit zahlreichen Referenzen. Gut gegliedert, aber
teilweise in iiberraschender Reihenfolge. Sprache und Gestaltung etwas unprofessionell (kein Lektorat?).

e C. Friebe et al., Philosophie der Quantenphysik (Springer 2015): Erfolgreiches Ergebnis des Versuchs, ein
Lehrbuch der Philosophie der Quantenphysik zu schaffen. Mehrere bekannte deutschsprachige Physikphilo-
sophen haben Kapitel beigetragen. Gut versténdlich. Die Kapitel sind relativ unabhéngig voneinander. Die
Konzepte der Quantentheorie, die philosophisch durchleuchtet werden sollen, werden zunéchst sorgfiltig
eingefiihrt. Aber auch in diesen einfithrenden Teilen ist das Buch erstaunlich textlastig.

e M. Esfeld (Hrsg.), Philosophie der Physik, 3. Aufl. (Suhrkamp, 2012): ein weiteres Sammelwerk, mit noch
mehr Kapiteln von mehr Autoren als das Buch von Friebe et al. Breiter in der Thematik, daher weniger
ausfiihrlich in Bezug auf die Quantentheorie.

e J. Bub, Interpreting the Quantum Word (Cambridge University Press, 1997): Kein Lehrbuch, sondern ei-
ne Monographie, die einen Vorschlag zur Interpretation vorstellt. Dieser scheint in der Tradition der de
Broglie-Fiithrungswellen zu stehen und moderne informationstheoretische Ideen zu verarbeiten. Interessant
fiir die Vorlesung ist v. a. der Uberblick iiber andere Interpretation aus Sicht eines nicht deutschen Physik-
philosophen (in der Philosophie macht die nationale und sprachliche Tradition einen Unterschied). Deutlich
mehr mathematisches Material und auch Abbildungen als in den deutschen Biichern.



Kapitel 2

Grenzen der klassischen Physik

In diesem Kapitel werden wir diskutieren, welche Experimente eine Erweiterung der Physik in der Richtung der
Quantentheorie notwendig gemacht haben. Dazu werden wir zunéchst den Stand der Physik gegen Ende des 19.
Jahrhunderts umreifen.

2.1 Das goldene Zeitalter der klassischen Physik

Gegen Ende des 19. Jahrhunderts schien die Physik im Wesentlichen verstanden und vollstandig. Es gab zwar noch
offene Fragen, aber diese meinte man der mathematischen Schwierigkeit der Losung der Gleichungen zuschreiben
zu konnen. So riet der Miinchner Physik-Professor Philipp von Jolly bekanntlich Max Planck 1874 davon ab,
Physik zu studieren, weil nur noch Detailfragen zu kldren wéren.

Die damalige Physik unterschied zwei Kategorien von Objekten, ndmlich Materie (Teilchen) und Strahlung
(Felder):

Materie Strahlung

e besteht aus Teilchen, die zu jeder Zeit durch e besteht nicht aus lokalisierten Teilchen, son-
ihren Ort 7 und ihren Impuls p charakterisiert dern zeigt wellenartiges Verhalten

sind

e gehorcht den Gesetzen der klassischen Me- e gehorcht den Maxwellschen Gleichungen

chanik (Newton, Lagrange, Hamilton)

Die Atomstruktur der Materie konnte zwar noch nicht direkt nachgewiesen werden, war aber indirekt sehr
gut bestiitigt. Da typische Koérper offenbar aus sehr vielen Teilchen bestanden (1mol aus N = 6,022 - 1023
Teilchen), konnte man die Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik nicht direkt 16sen. Aulerdem war die
individuelle Bewegung der Teilchen gar nicht interessant, da im Allgemeinen nicht beobachtbar, sondern es galt,
die gemittelten, makroskopischen Eigenschaften der Materie zu verstehen. Aus diesen Griinden entwickelten sich
die Thermodynamik und die Statistische Physik, die aber konzeptionell die klassische Physik noch nicht in Frage
stellten.

Es war natiirlich gut bekannt, dass Teilchensysteme wellenartige Phénomene zeigen konnten, z. B. beim Schall
oder bei Wasserwellen. Daher lag es nahe, auch fiir die elektromagnetischen Wellen einen materiellen Trager
zu vermuten, der , Ather® genannt wurde. Diese Idee wurde aber durch die Experimente von Michelson und
Morley (1887) widerlegt, wonach die Lichtgeschwindigkeit unabhingig von der Richtung relativ zur Bewegung
der Erde und damit des Labors ist. Das kann man nicht verstehen, wenn sich die Erde gegeniiber einem Ather
bewegt. Damit schien zun#chst klar, dass Materie und elektromagnetische Strahlung zwei wesentlich verschiedene
Kategorien waren. Aber mit einiger Verzogerung fithrten die Experimente auch zum ersten grofien Umsturz der
Physik am Anfang des 20. Jahrhunderts, ndmlich zur Formulierung der Speziellen Relativitédtstheorie. Wichtig fiir
uns ist, dass auch die Spezielle (und die Allgemeine) Relativitéitstheorie nicht konzeptionell iiber das klassische
Bild von genau lokalisierbaren Teilchen und von wellenartiger Strahlung hinausgeht.
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2.2 Der schwarze Korper

Ein schwarzer Kérper ist definiert als ein Korper, der die gesamte auftreffende Strahlung absorbiert. Es ist
eigentlich eine Fehlbezeichnung, da der Korper im thermischen Gleichgewicht mit dem elektromagnetischen Feld
genauso viel Energie emittiert wie absorbiert. Ein scharzer Kérper bei hohen Temperaturen ist also nicht schwarz,
sondern er gliiht.

Die Sonne verhélt sich in guter Niherung wie ein schwarzer Korper, obwohl sie sicher nicht im thermischen
Gleichgewicht mit dem Auflenraum ist. Aber das Plasma, das wir tatséchlich sehen, die sogenannte Photosphére
der Sonne, ist ndherungsweise im Gleichgewicht mit den tieferen Schichten, die als Wérmebad wirken. Das Emis-
sionspektrum entspricht daher ndherungsweise dem eines schwarzen Strahlers.

Eine sehr gute experimentelle Realisierung eines schwarzen Korpers ist ein Hohlraum mit einer kleinen Offnung.
Fast das gesamte von auBen auf die Offnung treffende Licht wird absorbiert und fast das gesamte aus der Offnung
austretende Licht wurde von den Innenwénden emittiert.

Temperatur T

L

Im Rahmen der klassischen Physik lidsst sich die Energieverteilung, die spektrale Energiedichte w(v), des
austretenden Lichts berechnen. Wir betrachten einen wiirfelférmigen, geerdeten, metallischen Hohlraum. Das
elektromagnetische Feld im Innern lésst sich unter Vernachléssigung des Loches in stehende Wellen zerlegen. Es
sind nur solche stehenden Wellen mdoglich, fiir die die parallelen Komponenten EH des elektrischen Feldes und die
Normalkomponente B des Induktionsfeldes auf der Oberfliche verschwinden.

In einer Dimension hétten wir die Bedingung

A
n§:L’ n=1,23,... (2.1)
n=1
n=2
n=3
- L -
Also, mit der Wellenzahl k = 27/,
k:n%, n=1,2,3,... (2.2)
In einem wiirfelféormigen Hohlraum haben wir entsprechend fiir den Wellenvektor
Ny
- 0
k=1 ny T n=1,23,... (2.3)
ns



Die Frequenz der Welle ist

c |k c 5 2. 2. C .
= = = — = — = — . 2-4
V=X T ar Tap Vet =gl (24)

Ny

Wieviele Feldmoden mit Frequenzen nicht grofler als v existieren? Fiir | /n2 +n2 +nZ > 1 oder A < L konnen

wir die Diskretheit der Punkte (ng,n,,n,) vernachldssigen. Dann gibt es

1 4r (20 \° 8¢ L3 ,
Polarisationen “~~~"

nur ein Oktant
(na,ny,nz > 0)

Feldmoden mit Frequenzen kleiner oder gleich v. Die Anzahl der Moden mit Frequenzen im Interval [v,v + dv]
ist dN = (dN/dv) dv mit
dN L,
Nach dem Gleichverteilungssatz (siehe Vorlesung Thermodynamik und Statistische Physik) enthilt im Gleichge-
wicht jede Mode die mittlere Energie kT, dazu tragen das E- und das B-Feld jeweils kgT'/2 bei. Die spektrale
Energiedichte pro Volumen ist dann
1 dN V2
= — — kT =81 — kpT. 2.7
w(v) 3 dv P T B (2.7)
Das ist das sogenannte Rayleigh-Jeans-Gesetz. Es ist im Rahmen der klassischen Physik exakt. Wir sehen aber
sofort, dass sie nicht stimmen kann: die gesamte Energiedichte ist

w= /du w(v) = 8w is dvv?, (2.8)
c
0 0

was bei groBen Frequenzen divergiert (Ultraviolett-Katastrophe). Auch im Vergleich zum Experiment versagt die
klassische Theorie:

w(v)
, Rayleigh—Jeans

’

experimentell
exponentieller
Abfall
Vmax ~ kB T v

(Wien)

12



Zur Losung des Problems nahm Planck an, dass die stehenden elektromagnetischen Wellen in Resonanz mit
gewissen (nicht ndher charakterisierten) Oszillatoren in der Innenwand des Hohlraums stiinden und dass diese
nur in Zustédnden mit bestimmten diskreten Fnergien E, = ne, n =0,1,2, ... existieren kénnen. Man zeigt in der
Statistischen Physik, dass die mittlere Energie eines solchen Oszillators dann

_ 0 0/kBT 4 come/knT | 9 g=2¢/knT 4 €
E= e—O0/ksT | g—e/ksT 4 o—2¢/ksT 1 . ee/knT _ 1 (2.9)

lautet. Die Experimente zeigten, dass € proportional zur Frequenz v sein muss. Die Proportionalitédtskonstante
nennen wir das Plancksche Wirkungsquantum h. Also schreiben wir

e = hu. (2.10)

Planck ersetzte dann die mittlere Energie kg7 in der Rayleigh-Jeans-Formel durch E und erhielt so die Plancksche
Strahlungsformel
Lo h 211

w(v) = T kT 1 (2.11)
Sie geht fiir hv < kT in die Rayleigh-Jeans-Formel iiber (da e*/*8T — 1 = hy/kpT) und sagt fiir hv > kgT
einen exponentiellen Abfall voraus. Beachte, dass Planck diskrete Energieniveaus fiir die Oszillatoren in der
Wand angenommen hat. Wir wissen heute, dass die Strahlungsformel tatséchlich von der diskreten Besetzung der
Feldmoden, d. h. von der Teilchennatur des Lichts, herriihrt. Die Wand hat nur die Funktion eines Wérmebades

mit der Temperatur 7.

2.3 Der Photoeffekt

Hertz beobachtete 1887, dass bei Bestrahlung mit (UV-) Licht Elektronen aus Metalloberflichen austreten. Das
ist der sogenannte Photoeffekt oder lichtelektrische Effekt. Hertz machte folgende Beobachtungen:

1. Der Photoeffekt tritt nur auf, wenn die Lichtfrequenz v eine materialabhéngige Grenzfrequenz v, iibersteigt.
2. Die (kinetische) Energie der austretenden Photoelektronen ist proportional zu v — vg:

1
3 mv? ~ v — v, fir v >y, (2.12)

3. Sie ist unabhingig von der Lichtintensitéit I ~ EZ (Ep ist die Amplitude des elektrischen Feldes der elek-
tromagnetischen Lichtwelle).

4. Die Anzahl der pro Zeit emittierten Photoelektronen, also der Strom, ist proportional zur Intensitéit I.
5. Die Emission erfolgt ohne messbare Verzogerung, selbst bei sehr geringer Lichtintensitét.

Aus der klassischen Elektrodynamik war bekannt, dass elektromagnetische Wellen Energie tragen und dass ihre
Intensitiit (transportierte Energie pro Zeit pro Fliche senkrecht zur Ausbreitungsrichtung)

1
I=3 ceo B2 (2.13)
ist. Es schien plausibel, dass diese Energie bei Absorption an einer Metalloberfliche auf Elektronen iibertragen
wird und diese so herauslésen kann. Aber was sagt die klassische Physik fiir die Photoelektronen voraus? Wir
betrachten zwei Grenzfille:

1. Falls die auf ein Elektron pro Periode 7 der Lichtwelle iibertragene Energie sehr klein im Vergleich zu seiner
Bindungsenergie im Metall (der Austrittsarbeit W) ist, sollte es iiber viele Perioden immer mehr Energie
aufnehmen, bis es schlieflich genug Energie hat, um das Metall zu verlassen.
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V(z)
04+

Vv /\\
[AVAVE= 2 |
AVAV_2 |
AVAV_ 2 | W A
AVAV_ 2 |
[AVAV_ 2 |
AVAV_2 |

V

Metall Vakuum z

Die Energie der Photoelektronen sollte dann gering sein, denn sie haben ja gerade genug Energie, um das
Metall zu verlassen. Insbesondere sollte die Elektronenenergie nicht von der Lichtfrequenz abhéngen. Dies
steht im Widerspruch zum Experiment. Aulerdem sollte es bei geringer Lichtintensitéit eine Verzégerung
bis zum Austritt der Photoelektronen geben, ebenfalls im Widerspruch zum Experiment.

2. Falls die Dauer der Energieiibertragung bis zum Austritt klein im Vergleich zur Periode 7 ist, sollte ein
Kraftstof§ proportional zur Feldamplitude Ey auf die Elektronen wirken (die Kraft ist F = feE_'). Waren
sie vorher in Ruhe, sollten sie auf Geschwindigkeiten vys (M fiir ,Metall“) proportional zu Ey beschleunigt
werden. Thre Energie relativ zum Grundzustand im Metall sollte dann

1
3 mvy, ~ E5 ~ T (2.14)

sein, also proportional zur Lichtintensitét I, ebenfalls im Widerspruch zum Experiment. (Nach dem Austritt
aus dem Metall sollte die kinetische Energie (1/2)mv? = ol — W mit einer Konstanten o betragen.)

V(z2)

04

2
—my, ~E0~I

- - - = >

Metall Vakuum z

Der Photoeffekt wurde 1905 korrekt von Einstein erklirt, wofiir er 1922 den Physik-Nobelpreis (fiir das Jahr
1921) erhielt. Einstein machte den Schritt, den Planck noch vermieden hatte, und postulierte, dass die elektro-
magnetische Strahlung selbst (und nicht gewisse Oszillatoren in festen Koérpern wie bei Planck) aus Paketen
mit der Energie £ = hv besteht. Deren Anzahl pro Zeit und Querschnittsfliche muss dann proportional zur
Intensitét sein. Nach Einstein kann Energie zwischen dem Licht und den Metallelektronen nur durch Absorption
oder Emission ganzer Pakete ausgetauscht werden (Lichtquantenhypothese). Diese Pakete verhalten sich also wie
Teilchen, deren Anzahl aber im Unterschied z.B. zu Elektronen nicht erhalten ist. Diese Teilchen nennen wir
heute Photonen.

Absorbiert ein Elektron mit der Bindungsenergie (Austrittsarbeit) W4 ein Photon der Energie hv, so bleibt
ihm die kinetische Energie

%mv2 =hv — Wa. (2.15)
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Damit (1/2)mwv? > 0 ist, muss hv > W gelten, was fiir die Grenzfrequenz

Vg = —— (2.16)
impliziert, in sehr guter Ubereinstimmung mit dem Experiment. Weiter ist der Photoelektronenstrom proportional
zur Zahl der absorbierten Photonen und damit zur Intensitit. Alle Ergebnisse der Theorie sind experimentell sehr
gut bestitigt.

Da die Photonen die Geschwindigkeit ¢ haben, sind sie nach der Speziellen Relativitéitstheorie (SRT) masselos.
Die SRT ergibt dann fiir ihren Impuls p:

B> =22 +mict =P = p= :7:% (2.17)

Mit w = 27w und k = 27/ findet man die hiufig verwendeten Beziechungen

hw hk
E= o und p= o (2.18)
Man definiert die Abkiirzung
h
B — =1 .10734 2.1
o ,055-107°% Js (2.19)
und erhélt
E=hw und p=hk. (2.20)

2.4 Der Compton-Effekt

Der Compton-Effekt ist die elastische Streuung von Licht an freien oder zumindest schwach gebundenen Elektro-
nen. Er konnte nicht mehr zum Umsturz der klassischen Physik beitragen, da er erst 1924 entdeckt wurde, hat
aber Einsteins Teilchenbild der elektromagnetischen Strahlung untermauert. Experimental fand Compton, dass
sich die Wellenldnge von Licht bei der Streuung um

5 U

h
AN = 47 — sin” — 2.21
A T s sin 5 ( )

verschiebt, wobei ¢ der Ablenkungswinkel (Streuwinkel) des Lichts ist.
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Detektor

Elektronen

A ist insbesondere unabhéngig von der Wellenldnge A der einfallenden Strahlung und damit von ihrer Frequenz.
Klassisch wiirde man eine kontinuierliche Energieiibertragung von Licht an die anfangs ruhenden Elektronen
erwarten und damit eine Verteilung von A fiir gegebene Raumrichtung, nicht einen scharfen Wert fiir A\.

Im Rahmen des Photonenbildes kann man das Experiment dagegen als elastischen Stof3 zwischen einem Photon
und einem anfangs ruhenden Elektron verstehen. Beim elastischen Stol miissen Impuls und Energie erhalten
bleiben:

Photon

p
Photon
Gttt P, (222)
pe+me? =pec+ /(P22 +m2ch. (2.23)

(relativistische Energie-Impuls-Beziehung)
Aus der Impulserhaltung folgt
P=p—p = (PP=p+@)-207

=p>+ (p))? — 2pp’ cos V. (2.24)
Eingesetzt in die Energieerhaltung ergibt sich
pe+me® =pe+\/p? + (p')2 — 2pp’ cos ¥ + m2c2 ¢ (2.25)
= p—p +mec= P2+ (p)? — 2pp cosV + m2c? (2.26)
= pz—l-w—i-mzf?— 2pp" + 2pme — 2p'me = ]77+W— 2pp’ cos ) +m2c. (2.27)

Also mit p = h/\,
2h?  2mhc -~ 2mhe 2h?

—)\X—l—T —~ = W cos ¢ (2.28)
= —1+%X—%)\:—cosﬁ (2.29)
= A)\:)\'—)\:i(l—cosﬁ):Qisingé:élwisinZg (2.30)

me mc 2 me 2

Das ist die beobachtete Verschiebung. Ao := h/mc = 2,426 - 10~ 2 m nennt man die Compton- Wellenlinge des
Elektrons und X¢ := hi/mc die reduzierte Compton- Wellenlinge.
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2.5 Welle oder Teilchen?

Die bisher besprochenen Experimente lassen sich auf natiirliche Weise nur im Teilchenbild des Lichts erkliren.
Fiir Materie erschein das Teilchenbild ohnehin als gesichert. Es hat eine lange Geschichte, wichtig waren z. B. die
Experimente von Thomson, Townsend und Wilson von 1896 zum elementaren Charakter des Elektrons und zu
seiner Ladung und Masse. In diesem Abschnitt besprechen wir kurz Experimente, die zeigen, dass das Teilchenbild
nicht ausreicht.

2.5.1 Welle-Teilchen-Dualitit des Lichts

Die schon lange bekannten Beugungs- und Interferenzerscheinungen des Lichts werden sehr erfolgreich durch das
Wellenbild erklédrt. Z.B. finden wir beim Doppelspaltexperiment ungefiihr dquidistante Maxima (und Minima),
die auftreten, wenn der Wegunterschied As zwischen den beiden Spalten und einem Punkt auf dem weit entfernten
Schirm As =nX (bzw. A = (n+1/2) A) mit n = 0,£1,£2, ... betrégt.

Man beobachtet dasselbe Interferenzmuster, wenn man die Lichtintensitét so weit verringert, dass praktisch sicher
immer nur ein einzelnes Photon zur Zeit den Doppelspalt passiert. Im klassischen Teilchenbild erwartet man, dass,
wenn das Photon durch den rechten Spalt fliegt, die Position des linken Spalts keine Rolle spielt und umgekehrt.
Das Bild auf dem Schirm sollte also einfach die Uberlagerung der von den beiden Spalten erzeugten Bilder sein.
Das beobachtet man aber offenbar nicht. Man ist also gezwungen anzunehmen, dass das Photon beide Spalte
sieht, obwohl diese einen makroskopischen Abstand voneinander haben. Das ist mit klassischen Teilchenbahnen
nicht vereinbar.

Die Schlussfolgerung ist, dass sich Licht in manchen Situationen wie eine Welle und in anderen wie eine
Ansammlung von Teilchen verhélt. Dies wurde Welle-Teilchen-Dualitit genannt, aber zunéchst nicht verstanden.

2.5.2 Welle-Teilchen-Dualitat der Materie

In den Jahren 1927/28 wiesen mehrere Experimente unabhiingig voneinander nach, dass auch Materiestrahlen
Beugung und Inteferenz zeigen. Dabei wurden die Reflexion und Transmission von Elektronenstrahlen an Kris-
tallen untersucht. Die aus den Experimenten ermittelte Wellenldnge der Elektronenwellen betrug

A===— (2.31)

(de Broglie-Wellenlinge). Beachte, dass diese immer groler als die Compton-Wellenléinge ist und sich ihr im

relativistischen Limes annéhert: L L
A= — 31 2 (2.32)
muv mc

In diesem Fall ging die theoretische Voraussage (de Broglie 1923) dem Nachweis voraus.

Die Experimente zeigen also, dass sich auch Elektronen manchmal wie Wellen und manchmal wie Teilchen
verhalten. Spéater wurde dies auch fiir andere Teilchen gezeigt, fiir Neutronen ist es z. B. inzwischen eine Stan-
dardtechnik.
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2.6 Das Versagen des Rutherfordschen Atommodells

Rutherford untersuchte in den Jahren 1906 bis 1913 die Streuung von a-Teilchen (aus radioaktivem Zerfall) in
Transmission durch diinne Goldfolien. Die gemessene Haufigkeit der Ablenkung in ein Raumwinkelelement df)
unter einem Winkel ¥ gegeniiber der Einfallsrichtung ldsst sich sehr gut klassisch beschreiben. Dabei muss man
annehmen, dass fast die gesamte Atommasse in einem sehr kleinen Kern der Ladung +Ze vereinigt ist. Dann
ergibt sich die Rutherfordsche Streuformel

(2.33)

Die Ubereinstimmung mit der klassischen Streuformel mit dem Experiment scheint zuniichst die klassische Physik
(Mechanik und Elektrodynamik) glinzend zu bestéitigen. (In diesem Fall ergibt eine quantenmechanische Betrach-
tung dieselbe Streuformel, siehe Vorlesung Quantentheorie 2.) Die Experimente untergraben die klassische Physik
aber an anderer Stelle, ndmlich beim Verstindnis des Rutherfordschen Atommodells.

2.6.1 Stabilitit der Atome

Nach Rutherford bestehen Atome aus Elektronen (leichten Teilchen der Ladung —e) und Kernen (schweren
Teilchen der Ladung +Ze). Die Elektronen laufen geméfl der Gesetze der klassischen Mechanik auf Bahnen um
den Kern. Da das Coulomb-Potential von der Form V' (7) ~ 1/r und anziehend ist, handelt es sich um ein Kepler-
Problem; die Bahnen miissen im klassischen Bild Ellipsen sein. Nun findet man in der klassischen Elektrodynamik,
dass beschleunigte Ladungen elektromagnetische Wellen abstrahlen. Elektronen auf Ellipsenbahnen sind natiirlich
beschleunigt,

F eE 1 Ze?

m T T m T Tm dnegr? 7 #£0. (2.34)
Die Abstrahlung reduziert die Energie des Elektrons. Da seine kinetische Energie nicht negativ werden kann, muss
die potentielle Energie immer kleiner werden, d. h. das Elektron fillt in den Potentialtopf des Kerns. Mann kann
die moglichen Elektronenbahnen im Rahmen der klassischen Physik berechnen. Man findet, dass ein Elektron
innerhalb einer Zeit von der GréSenordnung 10~ !'s von einer Bahn mit einem typischen Atomradius (1071% m)
in den Kern fiillt. (Was im Kern mit dem Elektron passiert, kann die klassische Physik nicht beantworten. Ist die
Kernladung iiber das Kernvolumen ausgeschmiert, gibt es aber zumindest keine Divergenz der Elektronenenergie
nach —o0.)

Die klassische Physik sagt also voraus, dass das Rutherford-Atom auf einer typischen Zeit von 107!!'s kol-
labiert. Atome sollten unter Abstrahlung von elektromagnetischen Wellen in kleine, elektrisch neutrale Partikel
(Kerne mit darin gefangenen Elektronen) iibergehen, im Widerspruch zu allen Beobachtungen. In diesem Bild
gibe es nichts, was den Abstand der Kerne in Festkorpern und Fliissigkeiten bei etwa 1071% m stabilisieren wiirde.
Es gidbe damit insbesondere keine Erde.

F:

2.6.2 Atomspektren

Sollte das Rutherford-Atom durch unbekannte Mechanismen den Kollaps vermeiden, so sollte es jedenfalls be-
liebige Betrige von Energie aufnehmen und abgeben kénnen, zumindest bis zu einem gewissen Maximum. Beim
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klassischen Kepler-Problem gibt es ndmlich keinen Grund, warum bestimmte Werte der Bindungsnergie vor an-
deren ausgezeichnet sein sollten.

Balmer beobachtete nun 1885, dass ein durch Stofle mit Elektronen angeregtes verdiinntes Wasserstoffgas nur
Licht mit bestimmten, diskreten Wellenldngen abstrahlte. Spéter wurden noch weitere Emissionslinien bei UV-
und IR-Wellenldngen beobachtet. Alle beobachteten Wellenldngen gehorchten der empirischen Rydberg-Formel

v 1 1 1
CZA:R@‘mz) (2.35)

mit natiirlichen Zahlen m > n. Auflerdem fand man, dass offenbar alle dadurch vorhergesagten Linien im
beobachtbarem Spektrum tatséchlich vorkamen. Fiir feste n ergeben sich Serien von Spektrallinien mit m =
n+1ln+2,n+3,.. .

n =1 | Lyman-Serie

n = 2 | Balmer-Serie

n = 3 | Paschen-Serie
n = 4 | Bracket-Serie
n =5 | Pfund-Serie

Dasselbe Verhalten, nur mit anderem Vorfaktor, erhilt man fiir die wasserstoffihnlichen Ionen He't, Li?* usw.,
die alle genau ein Elektron enthalten. Bei komplizierteren Atomen und Ionen findet man ebenfalls Serien, die aber
nicht einer einfachen Formel gehorchen. Es gilt jedoch auch hier das Ritzsche Kombinationsprinzip: Die Summe
und die Differenz zweier Frequenzen im Spektrum sind oft wieder Frequenzen im Spektrum.

Wir kommen im néchsten Kapitel 3 auf die Deutung der Spektren im Rahmen der , dlteren Quantentheorie*
(Bohr, Sommerfeld) zuriick. Im Vorgriff darauf ist es nach Einsteins Lichtquantenhypothese naheliegend, das
Spektrum durch Emission einzelner Photonen der Energie hv zu interpretieren. Dann ist es natiirlich,

1 1 Er Eg
hV:\/hCR(n?_m?>:_m? w2
:ZER

(2.36)

so zu deuten, dass das Wasserstoffatom bei der Emission einen Ubergang zwischen zwei Zustinden mit den
Energien —Egr/n? und —Eg/m? ausfiihrt. Er = 13,6eV heifit Rydberg-Energie oder, als Einheit der Energie
aufgefasst, Rydberg, d.h. 1R = 13,6eV. Das Argument fithrt zu dem Schluss, dass das Wasserstoffatom nur
diskrete Energiewerte —FEr/n%, n =1,2,... haben kann.

2.6.3 Der Zeeman-Effekt

Die Spektren von Atomen zeigen in einem angelegten Magnetfeld B eine zu |§ | proportionale Aufspaltung in eine
ganze Zahl von Linien. Dies beobachtete Zeeman 1896.

v
0 B!
Der lineare Zusammenhang deutet auf die Energie £z = —[i - B eines magnetischen Dipolmoments im B-Feld

hin. Im Photonenbild ist es naheliegend, die Verschiebung der Frequenz im Feld als

AEZ A/,(,ZB
A = = — 2.
v - h (2.37)
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mit B = Beé, zu deuten. Die Diskretheit der Linien zeigt dann, dass sich die z-Komponente des Dipolmoments nur
um diskrete Werte d&ndern kann, im Einklang mit dem spéateren Stern-Gerlach-Experiment, siehe Abschnitt 2.7.

2.6.4 Der Franck-Hertz-Versuch

Die Vorstellung diskreter Energiezustéande der Atome wurde 1914 durch Franck und Hertz bestétigt. Sie unter-
suchten die Streuung von monoenergetischen Elektronen an Atomen.

-+
o o

Elektron
7 4.

Atom

Die Messung der (kinetischen) Energie der Elektronen nach der Streuung ergab, dass die Energiedifferenz
AFE = Eyorher — Enachher (238)

nur diskrete Werte 0 < AFE; < AFEy < ... annehmen konnte. War insbesondere Eyoner < AE7, so betrug
die Energiedifferenz AE = 0, da schon die kleinste nicht verschwindende Energieinderung AE = AFE; wegen
FErachher = Fvorher — AE7 < 0 nicht moglich war. Es trat dann also nur elastische Streuung auf.

Die diskreten Energien AFE4,... nimmt offenbar das Atom auf. Es liegt nahe, sie als Differenzen zwischen
diskreten atomaren Energiezustéinden zu deuten. Man beobachtet dieselben Energien wie im optischen Spektrum.
Fiir das Wasserstoffatom ist z. B.

3
ABi=—3 + 05 =1 Er,  ABy=-T3+ 0 =0FEr wsw (2.39)

2.7 Der Stern-Gerlach-Versuch

Dauermagneten sind seit der Antike bekannt. Experimente von Oersted zeigten 1819, dass elektrische Strome
Magnetfelder hervorrufen. Es lag daher nahe, das Magnetfeld von Dauermagneten durch elektrische Strome in
ihrem Inneren zu erkldren. Das Rutherfordsche Atommodell lieferte eine offensichtliche Erkldrung fiir Strome im
Inneren der einzelnen Atome durch die Bahnbewegung geladener Elektronen. Diese Strome sollten magnetische
Dipolmomente erzeugen. Stern und Gerlach wollten 1921/22 das magnetische Dipolmoment einzelner Atome
untersuchen und schickten dazu einen Strahl von Silberatomen durch ein inhomogenes Magnetfeld. Die Energie
eines magnetischen Dipolmoments (i in einem B-Feld ist

EZeeman = *ﬁ . E (240)
Wir legen die z-Achse entlang B, dann ist
EZeeman - _ﬁ . ézB - _/'I’ZB (241)

(wir bezeichnen Einheitsvektoren durch ein Dach iiber dem Symbol). Aufgrund dieser potentiellen Energie wirkt
auf den Dipol die Kraft = = .
F = -V FEz¢oman = 4.V B. (2.42)

Diese Kraft ist offensichtlich nur in einem inhomogenen Feld von Null verschieden.
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Querschnitt: / \
°
Strahl
i

Wir berechnen die Ablenkung der Atome unter der Annahme, dass sie sich nur sehr kurz im Bereich des B-Feldes
aufhalten. Dann erfahren sie einen Kraftstof3

Ap=FAt mit Ar=L, (2.43)
v

Hier ist v die Geschwindigkeit des einlaufenden Atoms. Die Geschwindigkeitskomponente in z-Richtung ist vor
dem B-Feld-Bereich Null und dahinter

F -3
NS N LN Ly e (2.44)
m m m v
Der Ablenkwinkel ¢ erfiillt
2 2 l OB
tang = a2 — U (2.45)

Vg v muv? 0z

Wir nehmen an, dass die Silberatome ein Dipolmoment vom Betrag p > 0 haben. Beim Eintritt in das B-
Feld sollte die Richtung des Dipolmoments der Atome beliebig verteilt sein, daher sollte die z-Komponente u,
eine kontinuierliche Verteilung zwischen —p und p zeigen. Entsprechend sollte man auf dem Schirm eine breite
Verteilung zwischen den Winkeln —@,x und @pax mit

[ OB

o (2.46)

tan Ymax =

erwarten.
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Héufigkeit

—tan @, 0 tan @, tan @

tan ¢ sollte sogar gleichverteilt sein, denn tan ~ u, = [i-é = pcosf (0 ist der Polarwinkel des Dipolmoments

in Kugelkoordinaten) und die Verteilungsfunktion von cos ist

2m ™
P(cost) = 4i /dgb'/de/ sin§’ §(cos f — cos ")
7r
0 0

™

1
= §/d9’ sin 0’ 6(cos 6 — cos §’)
0
1
u’ = cos 6’ 1 ’ ’ 1
=" 3 du’ 6(cosf —u') = 5= const (2.47)
-1
fiir cosf € [—1,1].
Das beobachtet man aber nicht. Stattdessen findet man zwei ziemlich schmale Maxima in der Haufigkeit, die

die gleiche Hohe haben.
Haufigkeit

—tan D max 0 tan @ max tan @
(Die Verbreiterung beruht auf der endlichen Auflssung des Experiments und ist nicht fundamentaler Natur.) Die
zwel beobachteten Ablenkungswinkel entsprechen in guter Ndherung
(2.48)

eh
P = Eup = iT
m
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Die z-Komponente des Dipolmoments kann offenbar nur zwei diskrete Werte +up (up ist das Bohr-Magneton)
annehmen. Das ist klassisch nicht verstédndlich. Wir werden die in den Versuchen von Stern und Gerlach sowie
Zeeman beobachtete Diskretheit spéiter aus den quantenmechanischen Eigenschaften des Drehimpulses erkléren.

Fiir Ag*-Tonen beobachtet man keine Aufspaltung. Sie haben also kein magnetisches Dipolmoment. Man kann
das beobachtete Moment demnach dem im neutralen Atom aber nicht im Ion vorhandenen (Leucht-) Elektron in
der dufleren Schale zuschreiben.
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Kapitel 3

Die altere Quantentheorie

Die heute so genannte dltere Quantentheorie wurde von Niels Bohr und anderen ab 1913 entwickelt, um die offenbar
diskreten Energiewerte von Atomen zu beschreiben und die Berechnung der Atomspektren zu erméglichen. Sie
beruht auf der Annahme, dass die klassische Physik die Dynamik von Teilchensystemen im Prinzip beschreibt, dass
aber nur bestimmte Teilchenbahnen tatséchlich realisiert sind. Welche dies sind, ergibt sich aus ad hoc eingefiihrten
Quantisierungsregeln. Wir werden sehen, dass die Bohrsche Quantentheorie nur etwas iiber geschlossene Bahnen
aussagt.

3.1 Die Bohrschen Postulate

Die Annahme, dass nur bestimmte Bahnen vorkommen, widerspricht offensichtlich der klassischen Physik, die fiir
geladene Teilchen eine kontinuierliche Energieabnahme durch Abstrahlung elektromagnetischer Wellen voraussagt.
Diese Abstrahlung muss durch einen (von Bohr nicht erklirten) Mechanismus verhindert werden. Andererseits
wurde ja eine Abstrahlung beobachtet, aber nur bei diskreten Frequenzen. Bohr formulierte seine Annahmen in
der Form von zwei Postulaten:

1. Periodische Bewegungen kénnen nur mit bestimmten diskreten Energien Fy, Es, ... erfolgen. Sie sind strah-
lungslos.

2. Ubergiinge zwischen erlaubten periodischen Bahnen der Energien E,, und E,, erfolgen unter Emission oder
Absorption von elektromagnetischer Strahlung mit einer Frequenz der Form

_ E,—E,,
—Zn_om,

v (3.1)

Hieraus folgt noch nicht, dass ein System mit periodischen Bahnen, z.B. ein Atom, einen Grundzustand nied-
rigster Energie haben muss. (Das folgt selbst dann nicht, wenn die Energie wie iiblich nach unten beschrinkt ist.
Gegenbeispiel: E,, = E1/n,n =1,2,...) In physikalisch relevanten Fiillen existiert aber ein Grundzustand. Ist ein
Atom im Grundzustand, so kann es keine Energie mehr abstrahlen und bleibt daher in diesem Zustand, bis es
durch eine dufiere Stérung angeregt wird. Die Frequenz v = (E,, — E,;,)/h kénnen wir im Teilchenbild des Lichts
leicht deuten. Mit der Planck-Beziehung e = hv ergibt sich, dass bei einem Ubergang zwischen erlaubten Bahnen
genau ein Photon emittiert oder absorbiert wird. Beachte, dass das Photon in moderner Sprechweise “virtuell”
sein kann, d. h. es kann unmittelbar von einem anderen Teilchen emittiert oder absorbiert werden, z. B. von einem
freien Elektron beim Franck-Hertz-Versuch.

3.2 Die Quantisierungsregeln von Bohr und Sommerfeld

Die Bohrschen Postulate sagen noch nichts dariiber, welche der klassischen periodischen Bahnen erlaubt sind.
Wir diskutieren dies, wie Bohr, zun#chst fiir das Wasserstoffatom und dann allgemeiner.
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3.2.1 Das Wasserstoffatom

In der klassischen Mechanik fiithrt die anziehende Coulomb-Wechselwirkung zwischen Proton und Elektron auf
ein Kepler-Problem. Fiir alle negativen Energien E < 0 findet man elliptische (im Grenzfall kreisférmige) Bahnen
mit der Umlauffrequenz

1 14wy [2|EP

ahn — - 5 3.2
Viah TBabn 7T €2 m (3:2)
wobei m &~ m, die reduzierte Masse ist, und mit der groflen Halbachse
1 e 1
== — — 3.3
2 47T50 |E| ( )

Wie in Kap. 1 diskutiert, gilt die klassische Physik auf makroskopischen Lingenskalen sehr gut. Also erwarten
wir, dass die Quantentheorie im Grenzfall grofler Léngenskalen, also hier grofler a, mit der klassischen Physik
iibereinstimmt. Das ist die Anwendung des wichtigen Korrespondenzprinzips auf das Wasserstoffatom. Wir kom-
men darauf zuriick. GroBe a entsprechen grofien Umlaufzeiten Tgany, kleinen Energien | E| und kleinen Frequenzen

VBahn-
Klassisch betrachtet, sollte ein Atom mit der gegebenen Energie E elektromagnetische Wellen mit der Fre-
quenz Vpahyn und hoheren Harmonischen 2vgann, 3VBahn, - - - abstrahlen. (Hohere Harmonische treten auf, weil das

Elektron auf einer Ellipsenbahn keinen idealen schwingenden Dipol darstellt.) Die Bohrschen Postulate behaup-
ten, dass das Atom Wellen mit Frequenzen der Form (FE,, — E,,)/h abstrahlt. Gem&8 des Korrespondenzprinzips

fordern wir nun, dass fiir kleine Energie |E| = |E,| die kleinste klassisch mégliche Frequenz vpan, (die Grundfre-
quenz) gleich der kleinsten quantenmechanisch méglichen Frequenz ist,
E,—-FE,_
VBahn = V = h ! . (34)

Da F,, mit n anwichst — so zéhlen wir die erlaubten Energien — und E,, negativ ist, entsprechen kleine | E,,| grofien
Quantenzahlen n. Wenn F,, — E,,_1 < |E,| gilt, was wir nachtréglich {iberpriifen sollten, kdnnen wir schreiben

1 dE,
h dn’
Diese Beziehung gilt geméfl des Korrespondenzprinzips fiir grofie n. Bohr forderte nun, dass sie fiir alle n gelten
soll. Die Gleichung

(3.5)

VBahn =

1 dE,
7 = ahn En .
5 — VBann(En) (3.6)
ist dann eine Differentialgleichung fiir F,, als Funktion von n. Trennung der Variablen ergibt
dE,
——— =hdn 3.7
VBahn(En) ( )
und
ToaE
R N = {n + ’]’LC h,’ 3.8
/ VBahn(E;L) ( ) ( )
—oo

wobei n. eine (Integrations-) Konstante ist. Fiir das Wasserstoffatom erhalten wir

ETI,
dEl dE/
e)h = —_—. 3.9
(n+n ) / 1 4meqg \/m 460\/7/ E' 3/2 ( )

—00 7 e2

Fiir F,, < 0 konnen wir das Integral auswerten,

e? m 1
Jh=— /=2 —
(n+ne) 15 V2 —

n|_

e? m 1
=—\ T 3.10
2e9 2 v—FE, ( )
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Dies ergibt

e*m 1

= . 3.11
" 8e2h? (n +n.)? (3.11)
Die Konstante n, bekommt man nicht aus dem Korrespondenzprinzip. Vergleich mit dem beobachteten Spektrum
ergibt n, =0, wenn n = 1,2,3,... Dann ist
ER

B, — — (3.12)
mit )
e4m 62 m
Erp= —— =972 — =136¢€V. 3.13
R=ge2pe — 7 (47r60) pe = e (8.13)

Die Differenzen dieser quantisierten Energien ergeben genau die Frequenzen der beobachteten Spektrallinien iiber
v = (F, — Ep)/h. Das war ein grofier Erfolg des Bohrschen Atommodells.

De Broglie hat eine anschauliche Begriindung fiir die diskreten Energiewerte formuliert. Die Idee ist, die auf
Kreisbahnen umlaufenden Elektronen als Wellen aufzufassen. Eine stabile Welle sollte nur moglich sein, wenn der
Bahnumfang ein ganzzahliges Vielfaches der (de Broglie-) Wellenlénge ist, denn sonst fithrt destruktive Interferenz
zu einer mittleren Amplitude von Null. Also sollte gelten:

h
2rr=nA=n—, n=1,2.3,... (3.14)
p

Nun gilt
e? 1
= - 3.15
dmeg T ( )
und nach dem Virialsatz fiir die kinetische Energie
\%4 1 e 1
T _ L .= Z 3.16
2 +2 4meg T ( )

Damit ist der Impuls

21
p=V2mTl = m—— = (3.17)
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Gleichung (3.14) ergibt also

h nh [4mweg
r=n 5 =—=\—= NG (3.18)
h 4meg
= = 3.19
V== (3.19)
K2 Ame 9
= = — 3.20
r= (3.20)
und fiir die Energie folgt
1 e 1
E=T+V=—= -
+ 2 4meg 1T
_ } e\’ m 1
- 2 47'('6(] h2 712
e? 2 m 1
= —2n° — = =1,2,... 3.21
. (WO) ) (3:21)

Wir finden also dieselben diskreten Energiewerte wie nach der Bohrschen Quantisierungsregel. Interessant ist auch
Gl (3.20): Der Bahnradius wird fiir groie n viel grofier als fiir den Grundzustand, in dem r = r; ~ 1A = 10710
gilt. Fiir grofe n sollten wir den klassischen Grenzfall erreichen, also sollte Gl. (3.20) dann ein verniinftige
Abschitzung der Grofie von Atomen ergeben. Solche vergleichsweise riesigen Atome mit grofien n nennt man
Rydberg-Atome. Da sie durch Sto8e leicht abgeregt oder ionisert werden, existieren sie fiir experimentell relevante
Zeiten nur in stark verdiinnten Gasen, entweder im Labor oder im interstellaren Raum.

3.2.2 Phasenraumquantisierung

Die bisherige Betrachtung schrénkt zwar die groflie Halbachse a der Bahn und die Energie auf diskrete Werte ein,
aber nicht die kleine Halbachse b. Demnach miisste es fiir jede Energie unendlich viele verschiedene Bahnen mit
unterschiedlichen b geben. Das ist noch nicht richtig. Fiir die Losung des Problems und die Behandlung anderer
Potentiale benttigen wir eine systematische Theorie der Quantisierung von Phasenraumbahnen, die in diesem
Abschnitt vorgestellt wird.

Wir formulieren nun die Ideen von Bohr als Quantisierung von periodischen Bahnen (¢, p)(¢) im Phasenraum.
Diese Formulierung geht v. a. auf Wilson und Sommerfeld zuriick. Zunéchst betrachten wir periodische Bewegun-
gen in Systemen mit einem Freiheitsgrad. In diesem Fall ist der Phasenraum zweidimensional und wird durch ¢, p
parametrisiert. Die Quantisierungsbedingung schreiben wir jetzt als

Ep

dE'
T (n+n)h, 3.22
/ VBahn(E;l) ( ) ( )

min

wobei die Grenze Ey;, beriicksichtigt, dass die klassische Energie fiir andere als das Coulomb-Potential nach
unten beschréankt sein kann. Die linke Seite konnen wir als Integral im Phasenraum umschreiben:

En En Ey TBanhn

dH 8H 9H
/ m = / dH Tgann(H) = / dH / // dqdp ‘ g E | (3.23)
FEnin o Emin Emin H(q p) <E, . aq 8p ”

Jacobi-Determinante

Nach den kanonischen Gleichungen der Hamilton-Mechanik ist

% |: # 3?|:‘_apat_w’:w B2
o o oo ot dp Ot dq ot 9p ' ot dq
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also folgt
E

[ i =[] e
VBahn

Emin H(q,p) < Ep

Dies ist offenbar die Fldche im Phasenraum, die von der Bahn zur Energie ¥ = F,, eingeschlossen wird.

4 —dp

Diesen Ausdruck schreiben wir mit Hilfe des Gauflschen Satzes als Linienintegral um:

JI s [ e (555) ()

H(p,q)<E,
Gauﬁl 1
= 3 j{ (—dp,dq) - ( 5 ]{ (pdq — qdp)

H=E,

H=FE, =E,

- ’(qo pO),
— lag.po)

Wir erhalten also eine kompakte Formulierung der Quantisierungsregel im Phasenraum:

pdg=(n+n.)h, n=12...

H(q,p)=En

)-
:% ?{ pdq—l é - fnpdql :Hf pdg.

(3.24)

(3.25)

(3.26)

Die von der Bahn eingeschlossene Flidche im Phasenraum, die auch fiir generalisierte Koordinaten immer die
Dimension einer Wirkung (Energie mal Zeit) hat, muss nach Bohr und Sommerfeld bis auf die Korrektur n.h,
die die kleinst mogliche Bahn bestimmt, ein ganzzahliges Vielfaches des Planckschen Wirkungsquantums sein.
Man erkennt auch sofort, dass die Regel nur fiir periodische Phasenraumbahnen anwendbar ist, also z. B. nicht

fiir Streubahnen.
Als Beispiel betrachten wir den harmonischen Oszillator. Hier ist

2
p 1
H = m + §mwgq2.

Fiir H = E = const ist das eine Ellipsengleichung mit den Halbachsen

2F

Gmax = ——355 Pmax = 2mE.
mwg

Damit ist die Fldche der Ellipse

27E
}{pdq://dqdp:ﬂ-qmaxpmax:Zié(n+nc)h~
0

H=E H<E

(3.27)

(3.28)

(3.29)



Es folgt

E, = hwy (n + ne). (3.30)
Die Absténde der Energieniveaus kommen korrekt heraus, wie wir sehen werden. Die Konstante bekommen wir
nicht aus der Bohr-Sommerfeld-Quantisierung. Die Schrédinger-Quantenmechanik zeigt, dass wir n, = —1/2 fiir

n =1,2,3,... wihlen miissen, oder dquivalent (und iiblicher) n. = +1/2 fir n =0,1,2,...

Auf mehrere Freiheitsgrade ldsst sich die Quantisierungsregel iibertragen, wenn sich generalisierte Koordinaten
(¢, P) finden lassen, so dass die Bewegungsgleichungen fiir verschiedene Freiheitsgrade entkoppeln. Die Bewegung
von (g;,p;) ist dann unabhéngig von (g;,p;) fiir 4 # j. Dies ist insbesondere fiir sogenannte Wirkungs-Winkel-
Variablen der Fall. Nicht alle mechanischen Systeme erlauben dies. Dafiir ist notwendig und hinreichend, dass das
System integrabel ist, siche Vorlesung Theoretische Mechanik.

Ist diese Separation méglich, muss zusétzlich die Phasenraumbahn in jedem Paar (g;, p;) periodisch sein, evtl.
mit nicht identischen Umlaufzeiten bzw. Frequenzen. In diesem Fall lauten die Quantisierungsbedingungen, nach
Wilson und Sommerfeld,

j{pidqi:(ni—i—nf)h, n; =1,2,3,... (3.31)

Wir wenden dies auf das Wasserstoffatom an, wobei wir zunéchst die Korrekturen n{ aufler Acht lassen.
Da die Kepler-Bahnen eben sind, handelt es sich um ein zweidimensionales Problem. Geeignete generalisierte
Koordinaten und konjugierte Impulse sind die Polarkoordinaten r, ¢ und p, sowie p, = L. Es ist

1 L? e 1
H=— 2+ — = 3.32
2m (pr + r2) dieg T ( )
—_—
T |4

Aufgrund der Erhaltung von Energie und Drehimpuls hiingt, fiir gegebene Energie H = F = const und gegebenen
Drehimpuls L, p,- bis auf das Vorzeichen nur von r, aber nicht von ¢ ab:

1 L? e 1
— ( 2+ ) =E. (3.33)

2m 2 ) 4meg r
Andererseits hingt p, nur von ¢ ab, sogar in trivialer Weise — p,, ist eine konstante Funktion von ¢ —da L = p,,
erhalten ist:

p, = L = const. (3.34)

Die zweite Beziehung fiihrt auf die Quantisierung
f P do = 2L = nh (3.35)
= L=n,h n,=1,23,... (3.36)

Die erste ist etwas komplizierter und fithrt nach einiger Rechnung auf

62 m |
. dr =2 —— —2rL=n,h, n,=1,2,... 3.37
fp e Y " (3.37)

Definieren wir die Drehimpulsquantenzahl | :==n, = 1,2,... und die Hauptquantenzahl n := ny, +n, = 2,3,...,
so erhalten wir

L=hl und FE = fE—g. (3.38)
n

Das stimmt insoweit mit dem Ergebnis der modernen Quantenmechanik iiberein, wie wir sehen werden, aber
die Quantenzahlen durchlaufen in Wirklichkeit die Werte n = 1,2,3,... und [ =0,1,...,n — 1. Wieder kann die
Bohr-Sommerfeld-Quantisierungsregel die erlauben Quantenzahlen nicht bestimmen und macht ad-hoc-Annahmen

notwendig.
Der Vollstédndigkeit halber geben wir die Halbachsen der klassischen Ellipsenbahnen an:

e 1 h? dmey

1
T 24mey |[E| T m €2 "

(3.39)

a
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siehe Gl. (3.20), und

l
b=—a. 4
~a (3.40)

Beachte, dass fiir [ = 0, d.h. Drehimpuls L = 0, die Ellipse zu einer linearen Schwingbahn durch den Kern
entartet, was man wegen der Singularitiit von V(7) bei ¥ = 0 nicht gut verstehen kann. Aber die Realitéit wird
ohnehin nicht gut durch die klassischen Kepler-Bahnen beschrieben.

3.2.3 Das Korrespondenzprinzip

Als allgemeinste Formulierung der dlteren Quantentheorie haben wir gefunden, dass sich die Wirkung

S = Z %pi dg; (3.41)

von mechanischen Systemen nur um ganzzahlige Vielfache eines Wirkungsquantums h &ndern kann. Dies haben wir
zumindest fiir periodische Bewegungen gesehen. Wir erwarten daher, dass sich das Verhalten eines mechanischen
Systems deutlich vom klassischen Ergebnis unterscheidet, wenn seine Wirkung S von der Gréfenordnung von A
ist. Andererseits sollte die Diskretheit der Wirkung keine grofien Auswirkungen haben, wenn S > h gilt. Das
ist der Inhalt des Korrespondenzprinzips: Die Quantenmechanik enthélt die klassische Mechanik als Grenzfall fiir
S > h. Mathematisch sollten wir die Gesetze der klassischen Mechanik aus denen der Quantenmechanik erhalten,
indem wir in geeigneter Weise den Grenziibergang h — 0 ausfithren. Dies sollte auf der Ebene von Observablen
geschehen. Ein Beispiel ist die Plancksche Strahlungsformel aus 2.2:

3 h h=0 3 h v

TE T =1 T @ kT " @ T (3.42)

3
w(v) =8

Im klassischen Grenzfall ergibt sich, wie schon gesehen, das Rayleigh-Jeans-Gesetz.

3.3 Schwierigkeiten der dlteren Quantentheorie

Die &ltere Quantentheorie erlaubt, unter Hinzunahme eines empirischen Wertes fiir die kleinste erlaubte Bahn,
eine quantitative Beschreibung der Spektren des Wasserstoffatoms und einer ganzen Reihe weiterer Systeme. Das
Prinzip der Quantisierung der Phasenraumbahn ist so niitzlich, dass es auch heute noch angewendet wird, um
Quantenkorrekturen fiir (periodische) Bewegungen zu untersuchen, die sich klassisch viel leichter als quantenme-
chanisch berechnen lassen. Jedoch liefert die dltere Theorie keine befriedigende fundamentale Beschreibung und
ist dariiber hinaus unvollstandig;:

e Empirische Zusatzannahmen iiber die kleinste erlaubte Bahn sind erforderlich (Werte von n$).
e Die Beschreibung klassisch ungebundener Bewegungen, z. B. in Streuprozessen, ist nicht moglich.
e Die Beschreibung klassisch gebundener, aber aperiodischer Bewegungen ist ebenfalls nicht moglich.

e Die Beschreibung von Bewegungen durch klassisch verbotene Bereiche (Tunneleffekt) ist nicht moglich, da
es in diesen Bereichen offensichtlich keine klassische Phasenraumbahn gibt, die quantisiert werden kénnte.

e Der Spin und damit der von ihm abhéngige anomale Zeeman-Effekt wird nicht beschrieben.

e Die Theorie macht inkonsistente Voraussagen. Zum Beispiel miisste beim Wasserstoffatom jede Drehimpuls-
komponente die Quantisierungsbedingung L/h =0, 1,2, ... erfiillen, also

[l

X

=0,1,2,... (3.43)

;r ‘

fiir alle Eigenvektoren 7. (Dies folgt aus der Isotropie des Raumes.) Dann muss aber L=0 gelten.
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e Der wichtigste Kritikpunkt ist, dass die Theorie keine Begriindung oder Rechtfertigung der ad-hoc Quanti-
sierungsregel versucht. Im Gegenteil steht die Idee klassischer Bahnen im Konflikt zu unstetigen Ubergéngen.
Die altere Quantentheorie liefert keinen Hinweis darauf, was hier ,, wirklich passiert®.

Aufgrund der genannten Probleme ist die &ltere Quantentheorie noch keine befriedigende Theorie von Quan-
tenphédnomenen. Die Probleme werden weitgehend durch die moderne Quantenmechanik nach Schrodinger, Hei-
senberg u.a. behoben.
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Kapitel 4

Urspriinge der Wellenmechanik

Die moderne Quantenmechanik kann in verschiedener Weise formuliert werden. Fiir die Beschreibung rdumlicher
Bewegungen von Teilchen ist die Wellenmechanik besonders giinstig. Thre Grundgleichung ist die Schrédinger-
Gleichung fiir die Wellenfunktion. In diesem Kapitel versuchen wir zunéchst, die Form der Schrédinger-Gleichung
plausibel zu machen. Im folgenden Kapitel formulieren wir die Wellenmechanik dann mathematisch sorgfiiltiger.

4.1 Materiewellen

Louis de Broglie war 1923 klar, dass das Licht sowohl Wellen-Charakter (Beugung) als auch Teilchen-Charakter
(Photoeffekt) hat. Er schlug nun vor, dass die Konstituenten der Materie ebenfalls eine solche Welle-Teilchen-
Dualitdt aufweisen. Diese gewagt erscheinende Idee wurde ab 1927 durch Beugungsexperimente mit Elektronen-
strahlen direkt bestétigt. Sie gestattete eine sehr elegante Deutung der Quantisierung geschlossener Bahnen, z. B.
im Wasserstoffatom, wie wir in Abschnitt 3.2.1 gesehen haben: Auf einer geschlossenen Bahn erhalten wir sta-
tiondre Wellen nur, wenn der Umfang ein ganzzahliges Vielfaches der Wellenlénge ist. Das ist ein allgemeines
Konzept fiir Wellen oder allgemein fiir Felder und nicht beschrinkt auf die Quantentheorie. Beispiele aus der
klassischen Physik sind die mechanischen Eigenmoden einer Saite und die elektromagnetischen Eigenmoden eines
Hohlraumresonators.

Es stellt sich nun die Frage, welche Bewegungsgleichung die Materiewellen beschreibt. Der wichtigste Anhalts-
punkt bei ihrer Konstruktion ist, dass sie im klassischen Grenzfall mit der klassischen Mechanik vertréglich sein
muss.

4.2 Induktive Begriindung der Schrédinger-Gleichung: Wellenpakete

Wenn wir Materie durch Wellen beschreiben wollen, miissen wir uns klarmachen, wie wir das erfolgreiche Teil-
chenbild wieder gewinnen. Eine naheliegende Idee ist, Teilchen als Wellenpakete zu beschreiben, die im Ort und
im Impuls moglichst schmal sind. Dabei kénnen wir ein Wellenpaket nicht im Ort und im Impuls beliebig scharf
lokalisieren: Sei w(lg, t) ein Wellenpaket im Ortsraum, dann beschreibt die Fourier-Transformierte

-

Dk t) = / d3r e FT (7, 1) (4.1)

die zugehorige Verteilung im Impulsraum (E—Raum). Ist nun (7, ¢) schmal, dann ist 9 (k,t) notwendigerweise
breit, und ist z/; schmal, dann ist 1) breit. Wir skizzieren die Begriindung fiir den Fall, dass der mittlere Ort 7 und
der mittlere Wellenvektor k verschwinden. Im Vorgriff auf die Schrodingersche Wellenmechanik nehmen wir als
Gewichtsfunktionen |1|? und \1/;\2 anstelle von ¢ und v. Die mittleren quadratischen Abweichungen von Ort und
Wellenvektor sind dann

o St

A= B R

(4.2)
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3k k2 2
ff(2(7;dk | lé |) . (4.3)

AK? =
Wir nehmen auflerdem an, dass i normiert ist:

/ (1) = 1. (4.4)

/(gjjg (K, t)[? _/ &k /dgrelkrw /d3’ R

_ / d3rd3r’5(F—F’)¢*(F, B (1)

Dann gilt auch

= /d3r|1/)(7’*', )2 = 1. (4.5)
Damit erhalten wir
Ar? = /d3rr2 [ (7, )%, (4.6)
3
AR? = / LN (@7)
(2m)?

Wir betrachten die Hilfsgrofle

I(\) == /d?’r\ﬁp(ﬁ ) + AVY(7, 1) 2, (4.8)

die offensichtlich fiir alle A nicht negativ ist. Wir formen das Integral um:
() = /d% [0 726+ 0" T AV + A (Vo) 7Y+ A (V67) - A VY
patiell /d% (07 720+ A TV = AV - (7)) - A2 VR
= Ar?— )\/d3r¢* (V7)) — AQ/d3r¢* V2

=3

Ar? —3)\ — \? /d% Y* A%, (4.9)

Im letzten Term ist

3 31./ . e
/dST’(/) VQ /dS /d kd’k —ik~rw*(k_7t)v2ezk 'T’(/)(k/,t)
3 3 ! - e
/d3 /d kd°k —ik:‘r ’(/J*(k,t) (_k/2)ezk T sz(k/,t)

/d3 /dgdek/ 36(12’7]2) QZJ*(Eat) (71{/2)12)(]2/515)

= K2 [k, t)]? = —AK2. (4.10)
[ G 150 =
Es folgt
IN\) = Ar? —3XA+ A2 Ak? >0 (4.11)
= Arf>-A2AE* 430 YA (4.12)
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Da dies fiir alle A gilt, gilt es auch fiir das A, das die rechte Seite maximiert. Diesen Wert von A erhalten wir aus

d

o (A2 AE% 4 3)\) = 20\ AK? +3 =0 (4.13)
3
Wir folgern
9 1 9 1 9 1
25 _ 7 7 _ 7

A2 1A T2 AR T 1Ak (4.15)

=  Ar?AE* > g (4.16)

= ArAk> g (4.17)

Man kann sich iiberzeugen, dass der Faktor 3 im Z&hler die drei Raumdimensionen widerspiegelt.
Wenn wir Teilchen durch Wellenpakete repréisentieren, liegt es nahe, den Ort des Teilchens mit dem Schwer-
punkt oder mittleren Ort

7= /d3r7?|¢(m)|2 (4.18)

des Wellenpakets zu identifizieren. Unsere Aufgabe besteht nun darin, eine Gleichung fiir die Dynamik der Welle
(7, t) zu finden, so dass der mittlere Ort # im klassischen Grenzfall der klassischen Mechanik gehorcht (Korre-
spondenzprinzip!).

Die Wellenléinge einer ebenen Materiewelle ist nach de Broglies spéter bestétigter Vorhersage, siehe Abschnitt
2.5, A = h/p. Daraus folgt fiir die Wellenzahl

2 21

p
= —_— = — = — ~1
k=~=51=7% (4.19)
also
p = hk. (4.20)
Der natiirliche Ansatz fiir die entsprechenden Vektoren ist dann
7= hk. (4.21)
Der mittlere Impuls eines Wellenpaketes ist daher
_ = Bk -~ -
p = hk =h ~ "k
s | G
= h/ @k &P d3r R Ty (7 ) ke T (7 1)
(2m)3
= h/ Ak /d3r d3r’ eiE'Fd)*(F t) (z 6/6412.?’) (7' t) V' wirkt nur auf e %7’
(27T)3 K )
artie dgk' A oy _
p ; 11 h/ /dSTdST/ ezk'r ’L/)*(’F, t) e—zk~r (_7, v/) ’(/)(’F/,t)
(2m)?
= —m/d?’rd?’r’é(f—ﬁ)w*(ﬁ t) V(i t)
= —ih/dgrw* Vi
3 * h =
= d’rap va. (4.22)
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Wir finden damit eine heuristische Regel: Der Impuls ist in der Ortsdarstellung der ,,Mittelwert“ des Differential-
operators % V. Analoge Ergebnisse erhalten wir fiir gemittelte Funktionen des Impulses, z. B.

2
P2 =h’k? = h2/ (;i];g kY = —h2/d3r vV = /d?’r Y <? 6) Y. (4.23)

Wir vermuten, dass wir iiberall in Integralen {iber den Ortsraum den Impuls durch % V ersetzen sollen. Dann ist
z. B. die gemittelte Hamilton-Funktion

H{F.p) = / ahr ol (7, ; V). (4.24)

Die Aufgabe besteht nun also darin, eine Bewegungsgleichung fiir ¢(7,¢) so zu konstruieren, dass der mittlere
Ort 7 und der mittlere Impuls p’ die klassischen Bewegungsgleichungen eines Teilchens erfiillen. Wir betrachten
zunéchst den dreidimensionalen harmonischen Oszillator. Die klassische Hamilton-Funktion lautet

p* 1
H(p) = 5~ +35 k2. (4.25)

Die kanonischen (Hamiltonschen) Bewegungsgleichungen sind

. O0H [

_’: —_— = — 4.2
" op m’ (4.26)
= —%—I; = KT (4.27)

Es soll also gelten

d:_ 3 % = = _l 3 *E" _E
dtr—/dr(w www)—m/dw -V = (4.28)
und
d - 3 whe *h_" 3% =
wP= d’r ZZJ*;Verd) ;V?/J =—k [ &’r " TY = —KT. (4.29)
Wir schreiben beide Gleichungen um:
3 e * =0 * 1 hg
dr (YT TP+ YT =yt = VY ) =0, (4.30)
3 '*h_' *h_" * o
d°r (9 ng—Hb va+¢ Kk | =0. (4.31)

Wir suchen wie gesagt eine Bewegungsgleichung fiir ¢. Es ist sicherlich sinnvoll, eine méglichst einfache Gleichung
zu konstruieren — wir kénnen sie immer noch verwerfen, wenn sie sich nicht bewéahrt. Daher versuchen wir zunéchst,
eine lineare Gleichung erster Ordnung in der Zeit zu finden, also

b= G, (4.32)

wobei G ein noch unbekannter Differentialoperator ist; G kann Funktionen von 7 und ¢ sowie Ableitungen nach
7 (aber nicht t) enthalten. Einsetzen ergibt

/ dr [(G PP Gy gt w] o, (4.33)
/d37" {(G ¥)* ? Vi + ¢+ ? VG +1° m?z/f] =0. (4.34)

Es gibt keinen systematischen Losungsweg, man kommt also nicht ohne intelligentes Herumprobieren weiter. Wir
machen den Ansatz, dass G eine Summe von zwei Termen ist, von denen einer nur vom Nabla-Operator V und

der andere nur von 7 abhéngt: .
G = G1(V) + Go(7). (4.35)
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Dann erhalten wir, mit partieller Integration fiir die G1-Terme,

- - 1 ho
/d3r1/1* [G”{(—V)F—i— Gy(F) P+ 7G1(V) + 7Ga(F) — e V} ¥ =0, (4.36)
3 = h . h = - h = . .
d’rp (-V) ; V + G3(7) V—l—gVGl(V)—&-;VGg(T)—}—m“ ¥ =0. (4.37)
Dies legt nahe, zu setzen
Gi(-V) = ~Gi(V), (4.38
G3(F) = —Ga(7), (4.39

denn dann folgt

[ v |~ (97— Gt 761 (9) + 2ty - } ¥

:/d?’rw* —Glﬂml—;?ﬁ)w:o, (4.40)
— g he he = he . . .
d’l“¢ —Gl ZV—GQ(’F‘)Zv—‘r*V 1(V)+;VG2(7‘)+H’I" ’L/)
_3 .
= [ d°ry* G27V+ VGg—i-m“ ¥ = 0. (4.41)

Die iibrig bleibenden Terme mit G; und G5 verschwinden nicht, da V und 7 nicht aneinander vorbei gezogen
werden konnen. Die weitere Strategie erldutern wir kurz anhand von Gs:

1. Eine Konstante 16st Gl. (4.41) offensichtlich nicht:

Gy=1ic, ceER = /d3r Y* kp =0, falsch! (4.42)

2. FEine lineare Funktion hilft auch nicht:
Gy =ic-7, ZeR3 (4.43)
3 * RPN h —d h = . —
= d&°rp* | —i(E-F) =V + =Vi(@ 7))+ k7| ¢
i i
= / dPrap* (;hewfv* + hé + eV + m?) ¢ =0, falsch! (4.44)
3. Eine quadratische Funktion
Gy =icr®, c€R (4.45)
l6st das Problem:

/dgrw ( ier 7V+thcr —i—m") :/d?’rw*(M—kth \de—l—M—i—/@f’)?ﬁ

=7

_ / dra* (2he + 1) 74 = 0. (4.46)

Dies erfordert ¢ = —k/2h, also

Go r2. (4.47)

ST
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Analog findet man

1
=ih —V? 4.4
G, ? 2mV ( 8)
und somit die Bewegungsgleichung
_ih e T K o
1/172ng/1 527"@/1. (4.49)
Etwas umgeschrieben lautet sie
i W s K oo
ihp = | —— = . 4.
ih ( -V +2r>¢ (4.50)

Das ist die Schridinger-Gleichung fiir den (dreidimensionalen) harmonischen Oszillator. Dieses Beispiel enthilt
offenbar auch das freie Teilchen als Spezialfall fiir K = 0. Wir haben tatsichlich mehr geschafft, als zu erwarten
war: 7 und p erfiillen fiir den harmonischen Oszillator immer die klassischen Bewegungsgleichungen. Unser Ziel
war dagegen nur, dass alles im klassischen Grenzfall gelten sollte. Versucht man denselben Losungsweg fiir ir-
gendein anderes Potential, so findet man, wie wir noch sehen werden, keine Bewegungsgleichung fiir ¢, die immer
die klassische Bewegung von 7 und p ergibt. Es ist sinnvoll, per Analogie fiir ein beliebiges Potential V (7) die
Schrodinger-Gleichung

ihe = <2h; vZ + V(F)) 0 (4.51)

zu postulieren. Das ist sicherlich richtig, wenn die Bewegung in der Nihe eines normalen Minimums von V(7)
erfolgt, so dass man V(7) bis zur zweiten Ordnung um dieses Minimum entwickeln kann. Gilt es aber auch im
klassischen Grenzfall? Darunter verstehen wir hier den Fall eines schmalen Wellenpakets im Ort und im Wellen-
vektor. Wir konnen das Wellenpaket als schmal im Ort ansehen, wenn sich V(7)) (die einzige andere ortsabhéngige
Funktion im Problem) auf der Lingenskala der Breite Ar des Pakets nur schwach dndert. Aber dann diirfen wir
lokal V (7) wieder bis zur zweiten Ordnung entwickeln und Gl. (4.51) ist gerechtfertigt. (Fiir die kinetische Ener-
gie finden wir analog, dass sie im klassischen Grenzfall anndhernd quadratisch in p’sein soll, aber das hatten wir
ohnehin angenommen.)

Wir haben die Schrédinger-Gleichung nicht hergeleitet, sondern bestenfalls plausibel gemacht. Eine Herleitung
aus der klassischen Mechanik kann auch gar nicht moéglich sein, weil die Quantenmechanik die allgemeinere Theorie
ist, die die klassische Mechanik als Grenzfall einschlief3t.

4.3 Induktive Begriindung der Schrédinger-Gleichung: Hamilton-Ja-
cobi-Theorie

In diesem Abschnitt besprechen wir eine alternative induktive Begriindung der Wellenmechanik. Dazu werden
wir zunéchst einige Konzepte aus der klassischen Elektrodynamik und Mechanik wiederholen.

4.3.1 Die Eikonal-Gleichung

Die Wellengleichung lautet bekanntlich
1 0*°F
F—— —5=0 4.52
v 2 o2 ’ (452)
wobei in der Elektrodynamik F' z. B. eine Komponente des E- oder B-Feldes ist. Fiir konstante (Licht-) Geschwin-
digkeit ¢ wird die Gleichung durch ebene Wellen

F(7,t) = Fy /B0 = g, i (Fr—ket) (4.53)
gelost. Wenn die Geschwindigkeit nicht rdumlich konstant ist, lautet die Wellengleichung

w0 O°F

2
VIF — oy =0, (4.54)
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n(7) ist der Brechungsindex. Uns interessiert hier der Fall, dass sich n(7) rdumlich langsam #ndert, wobei ,lang-
sam“ nur im Vergleich zur Wellenldnge A gemeint sein kann: |Vn|/n < 1/A = k/27. Wir machen den Ansatz

F(7,t) = Fy exp (z’w {L(cﬁ - tD . (4.55)

Hier nennt man L(7) den Lichtweg oder das Fikonal. Einsetzen in die Wellengleichung ergibt

Vi % (VL) exp (iw K - tD - Z—j % (—iw) exp (m ﬁ - tD =0 (4.56)
5 2V esphT - % (P espberT + "o expber = 0 (4.57)

= (VL)2=n?+ % V2L. (4.58)

Wir sehen, dass L i. A. komplex sein muss, was nicht mit der Interpretation als Lichtweg vereinbar ist. Das
Problem resultiert daraus, dass wir die Amplitude Fj als konstant angesetzt haben.

Wir haben aber noch nicht ausgenutzt, dass sich n rdumlich nur langsam &ndert. Fiir konstantes n wird Gl.
(4.58) durch lineare Funktionen

L=Ly+né -7 (4.59)

mit beliebigen, festen Einheitsvektoren é gelost. Als nicht lineare partielle Differentialgleichung wird Gl. (4.58)
i. A. noch weitere Losungen haben. Die linearen Funktionen sind aber fiir n = const die physikalisch korrekten
Losungen, sie ergeben ndamlich

I 5.7 . o
F(f" t) = F, exp <zw |:0+C7716T _ t:|) =F 6m)Lo/c ez(kﬂ"fwt) (460)

mit k = (wn/c)é. Fiir diese Losungen gilt

V2L =V -né=0. (4.61)
Fiir konstantes n verschwindet also der letzte Term in Gl. (4.58). Ist n schwach réaumlich verdnderlich, so sollten
V2L und damit der letzte Terme immerhin klein sein. Dann kénnen wir diesen Term gegeniiber n? vernachlissigen
und erhalten die Eikonal-Gleichung

(VL) = n?. (4.62)

Wie gesagt gilt sie im Grenzfall raumlich langsam verénderlicher Geschwindigkeit. Dies ist gerade der Giiltigkeits-
bereich der geometrischen Optik oder Strahlenoptik (sie lidsst sich auch fiir sprunghafte Anderungen anwenden,
was darauf hinaus lduft, Losungen in Bereichen mit langsamen Anderungen an den Spriingen mit Hilfe von
Stetigkeitsbedingungen aneinander anzuschliefien).

Gleichungen der Form L(7) = const beschreiben Flichen im Raum. Die Bedingung konstanter Phase,
w(L/c —1t) = const, beschreibt dagegen die Wellenfronten der elektromagnetischen Welle. Offenbar durchlau-
fen die Wellenfronten im Laufe der Zeit die Schar der Fldchen L(#) = const. Die Strahlen der geometrischen
Optik stehen iiberall senkrecht auf den Flidchen L(7) = const und damit auch auf den Wellenfronten.

4.3.2 Erinnerung an die Hamilton-Jacobi-Theorie

Die Grundidee der Hamilton-Jacobi-Theorie der klassischen Mechanik ist, eine Transformation von den gegebenen
kanonischen Variablen (¢, p) auf neue Variable (Q, ]3) zu finden, die die transformierte Hamilton-Funktion trivial
macht. Man wihlt dazu eine Erzeugende vom Typ Fi(q, ﬁ, t) (siehe Vorlesung Theoretische Mechanik), die in
diesem Zusammenhang mit dem Symbol S bezeichnet wird, also

oS
- 4.
Pi =g (4.63)
oS
oS
H=H+ T (4.65)

38



S soll so gewihlt werden, das alle neuen Koordinaten @; zyklisch sind, also in der transformierten Hamilton-
Funktion H gar nicht vorkommen. Dann sind wegen

oH
9Q;

alle neuen Impulse P; erhalten. Da die @; in H nicht vorkommen und die P; in H zwar i. A. vorkommen, aber
erhalten sind, ist die einzige mogliche Zeitabhingigkeit von H explizit. Gleichung (4.65) zeigt, dass wir zu irgend-
einem S, dass die Q); zyklisch macht, eine nur von ¢ abhingige Funktion addieren kénnen, so dass H nicht mehr
von t abhéngt und sogar identisch verschwindet: H = 0.

Die Bestimmungsgleichung fiir die Erzeugende mit den gewiinschten Eigenschaften, also die Hamilton-Jacobi-
Gleichung, erhalten wir aus H = 0 sowie Glg. (4.63) und (4.65):

P, = (4.66)

oS oS oS
H(Q17"',q87 t) =

AR T 0, (4.67)
wobei s die Zahl der Freiheitsgrade ist. Es ist eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung fiir S als Funktion
von ¢ und ¢, die aber i. A. nicht linear in den 95/0¢; ist. Die Losungen fiir S nennt man Wirkungswellen, aus
Griinden, die spéter klar werden. Da wir Materie als Feld beschreiben wollen (Materiewellen!), haben wir einen
wichtigen ersten Schritt getan: Die Hamilton-Jacobi-Theorie ist eine Feldtheorie der klassischen Mechanik, ndmlich
fiir das Feld S.

Wie in der Vorlesung Theoretische Mechanik diskutiert, hat die Hamilton-Jacobi-Theorie ein Problem, das oft
unter den Teppich gekehrt wird: Nach der Transformation haben wir s erhaltene Impulse P;. Da dies kanonische
Impulse sind, erfiillen sie die Relation

(PP} =0 (4.68)

0A OB 0A 0B
42 =3 (2 50~ o 00): (.69

mit der Poisson-Klammer

1
Man sagt, die P; stehen in Involution. Also finden wir s Erhaltungsgrofien in Involution. Aber die Zahl der
Erhaltungsgrofien in Involution ist unabhéngig von der Wahl der kanonischen Variablen und #ndert sich also
insbesondere nicht bei der Transformation mit S. Weil nun aber nicht jedes mechanische System iiberhaupt s
Erhaltungsgrofien in Involution besitzt, kann es nicht allgemein moglich sein, eine Erzeugende S zu finden, so
dass H = 0 gilt. Systeme, die s Erhaltungsgroflen in Involution besitzen, nennt man integrabel.

Andererseits sieht die Hamilton-Jacobi-Gleichung ziemlich harmlos aus, unabhéngig von der Integrabilitiit (die
man der Gleichung nicht leicht ansehen kann). Wir konnen keinen Grund erkennen, warum sie nicht zumindest
fiir fast alle (g, ﬁ, t) losbar sein sollte. Die Auflsung des scheinbaren Paradoxons ist, dass man typischerweise fiir
nicht integrable Systeme keine Losungen finden kann, die zugleich iiberall eindeutig und stetig sind. Wir nehmen
jetzt an, dass die Losung zumindest im interessierenden Teilvolumen eindeutig und stetig ist.

Wir betrachten jetzt speziell den Fall einer nicht explizit zeitabhéngigen Hamilton-Funktion H. In diesem Fall
konnen wir die Zeitabhéingkeit von S abseparieren:

S(g,P,t) = W (g, P) — Et. (4.70)

Einsetzen in die Hamilton-Jacobi-Gleichung ergibt

=FE. (4.71)

ow ow
H<q17"'7QSa >

T%’...,aqs

Da die P; konstant sind, definieren Gleichungen der Form W = const Fldchen im Konfigurationsraum, also im
Raum der ¢. Flichen mit S = const, d.h. Wellenfronten der Wirkungswellen S, schieben sich mit der Zeit iiber
die stationéiren Fldchen W = const hinweg. Die Geschwindigkeit der Wellenfronten erhalten wir aus

oW

S =const = 0:d5—8—§~dq"—Edt, (4.72)
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so dass gilt
ow
oq
mit @(7) := dg/dt. Gleichung (4.73) bestimmt @ nicht eindeutig — es ist nur eine skalare Gleichung, aber @ hat s
Komponenten. Wir definieren 4 orthogonal zu den Flachen W = const und damit zu fester Zeit auch orthogonal
zu den Wellenfronten S = const, da Bewegungen parallel dazu keine realen Anderungen von S beschreiben. Dann
ist die Wellengeschwindigkeit @ parallel zum Gradienten 0W/0G. Wegen der Parallelitéit folgt

i=E (4.73)

2
(%V;) u? = B2 (4.74)
ow\*  E?

Dies ist nur dann eine niitzliche Gleichung zur Bestimmung von W, wenn wir E? /u?(7) explizit angeben konnen.
Das ist nicht immer der Fall. Wir betrachten den Spezialfall

- =

p-p
H=——+4V 4.76
v, (4.76)
wobei H auch nicht explizit von der Zeit abhéngen soll. Diese Hamilton-Funktion beschreibt beliebig viele Teilchen
gleicher Masse und nicht relativistischer kinetischer Energie mit beliebigen Ein- und Mehrteilchenpotentialen. Fiir
diese Hamilton-Funktion folgt
pP=2m(H-V)=2m(E-V). (4.77)

Nun ist der Gradient 0W/9q in Gl. (4.75) gerade der Vektor aller Impulse, p. Also konnen wir diese Gleichung

umschreiben als

2
(a;;) =2m[E — V(q)). (4.78)

Diese Gleichung und Gl. (4.75) haben dieselbe Form wie die Eikonal-Gleichung (4.62).
Die klassischen Teilchenbahnen sind die Strahlen der Wirkungswellen. Dies sind die Kurven im Konfigurati-
onsraum der ¢, die iiberall senkrecht auf den Flichen W = const stehen.

4.3.3 Die Wellengleichung der Quantenmechanik

Die Eikonal-Gleichung fiir elektromagnetische Wellen ergab sich im geometrisch-optischen Grenzfall aus der Wel-
lengleichung. Die zentrale Idee ist nun, die formal analoge Eikonal-Gleichung (4.75) der klassischen Mechanik,

oWw\?  E?

als geometrisch-optischen Grenzfall einer allgemeineren Mechanik, ndmlich der Quantenmechanik, zu verstehen.
Wie erwihnt ergeben sich die klassischen Teilchenbahnen als Strahlen im Rahmen dieses Grenzfalls. Die Aufgabe
besteht also darin, eine Wellengleichung zu finden, die im geometrisch-optischen Grenzfall diese Eikonal-Gleichung
ergibt.

In Analogie zum Ansatz

Fie = By e ([ sy

fiir elektromagnetische Wellen setzen wir die Wellenfunktion fiir Materiewellen als

(@) = o exp ( < {Vg - t} ) — o exp (h w - Et]) — o i/ (451)
=FE/h

an. Die Konstante i von der Dimension einer Wirkung wird benétigt, um die Phase dimensionslos zu machen.
Aber nichts in der Eikonal-Gleichung (und der gesamten klassischen Physik) sagt uns, welchen Wert A annimmt.
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Das ist analog dazu, dass die elektromagnetische Eikonal-Gleichung (ﬁL)2 = n? die Konstante ¢ nicht enthilt,
die fiir die Wellengleichung aber essentiell ist.
Welche Wellengleichung wird nun von ¢ erfiillt? Wir beachten, dass gilt

qw - a—W ¥, (4.82)

azp = fﬁE@p. (4.83)

Lassen wir nun eine operatorwertige Funktion G(g, 9/9q) der Koordinaten und der Ableitungen nach den Koordi-
naten auf 1 wirken, so holt jeden Ableitung 9/9q; einen Faktor (i/h) OW/dq; vor die Exponentialfunktion. Aber
es passiert noch mehr, da die Ableitungen auf alles wirken, was dahinter steht: Produkte mit mehreren Faktoren
0/0q; erzeugen hohere Ableitungen von W. Als Beispiel betrachten wir die Funktion

h 0 o 0
H( Za>_—2maq 8—q+V(*) (4.84)
Wir finden h 0 1 8W BW h 0o 0
N————

=Viw
q

Andert sich nun V(@) nur langsam oder sprunghaft als Funktion von @, so kénnen wir mit derselben Begriindung
wie bei der Herleitung der elektromagnetischen Eikonal-Gleichung die zweiten Ableitungen von W weglassen. Im
geometrisch-optischen Grenzfall folgt also

h 0 1 (oW
n(2h 2Yom (WY v wso
Fiir die Hamilton-Funktion 7
(qm——ﬂ/(*) (4.87)
das ist dieselbe Funktion H, aber mit anderen Argumenten, lautet die Hamilton-Jacobi-Gleichung
oW 1 (oW’
H — =F. 4.
(#%7) =3 () +v@ (4:55)

Damit folgt im geometrisch-optischen Grenzfall

8@& Gl (4. 83) Gl (4.88) 8W 1. (4.86) _h 0
H = 'H - — | . 4.
har Ev o7 v @7 a7 ¥ (4.89)
Wir haben damit die Schréodinger-Gleichung
o0y h 0
h—=H|{q —-— 4.
"ot (q’z’ 6(1’)w (4.90)

erhalten. Offenbar wurden in der Hamilton-Funktion die Impulse p; durch Ableitungen nach den Koordinaten
ersetzt, genauer durch (h/i) 9/0q;.

Wenn wir die Argumentation nun riickwérts lesen, erhalten wir die Eikonal-Gleichung der klassischen Me-
chanik, und damit im wesentlichen deren Hamilton-Jacobi-Formulierung, als geometrisch-optischen Grenzfall der
durch die Schrodinger-Gleichung beschriebenen Dynamik von Materiewellen. Der induktive Schluss vom Spezi-
ellen (dem geometrisch-optischen Grenzfall) auf das Allgemeine ist natiirlich nicht zwingend, sondern hat den
Charakter eines Postulats. Schrodinger hat weiter postuliert, dass die Gleichung allgemein gilt, nicht nur fiir die
Form von Hamilton-Funktionen, die wir betrachtet haben.
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4.4 Weitere Bemerkungen zu Schrédinger-Gleichung

Fiir ein massives Teilchen mit nichtrelativistischer kinetischer Energie und in Abwesenheit eines Magnetfeldes
lautet die Schrodinger-Gleichung

21" V23 + V(i) (4.91)

ot 2m ' '

Wir werden uns ausfiihrlich mit Losungen dieser Gleichung beschéftigen. Es wurde schon erwéhnt, dass die rechte
Seite der Gleichung bis auf die Wellenfunktion v aus der klassischen Hamilton-Funktion hervorgeht, indem der
Impuls p durch %6 ersetzt wird. Fiir ein konservatives System, wie hier angenommen, ist die Hamiltonfunktion
gleich der Energie. Dies fiihrt auf die Idee, auf der linken Seit der Schrédinger-Gleichung ¢/ % als Darstellung der
Energie E aufzufassen. Die Ersetzungen

E —ih %, (4.92)
7 — —ihV (4.93)

sind aus Sicht der Relativitidtstheorie durchaus plausibel, denn sie kénnen zu der kovarianten Regel
pt — iho* (4.94)

zusammengefasst werden. Dies ist kein sehr starkes Argument, da die Schrédinger-Theorie nicht kovariant ist.
Auf jeden Fall muss man sich klar machen, dass Glg. (4.92) und (4.93) nur eine Zusammenfassung des Ubergangs
zur Quantenmechanik darstellen, die allein durch das Korrespondenzprinzip (der klassische Grenzfall ergibt sich
korrekt) und Vergleich mit Experimenten gerechtfertigt wird.

Wir betrachten noch kurz den Fall mit verschwindenden Potential:

o _ Ky

ih o — 4.
ih e o Ve, (4.95)
Die Losungen sind ebene Wellen: )
(7, t) = tho ' FT), (4.96)
Einsetzen ergibt
h?k?
hwip = — 4.
b=, (497)
also 22
hw = . 4.98
o (4.98)
Dies liefert die Dispersionsrelation
- hk?
k = — 4.
W) = 5 (4.99)

-,

von freien Materiewellen. (Vergleiche die Dispersionsrelation freier elektromagnetischer Wellen: w(k) = kc.) Unter
der Annahme der de Broglie-Postulate £ = fw und p' = hk ist die Relation offensichtlich konsistent mit der
klassischen kinetischen Energie

p2

Schrodinger hat tibrigens zuerst eine Gleichung der Form
n* 9 2 2 2 4 -
hingeschrieben. Diese ergibt nicht die gewiinschte, quadratische Dispersion, sondern
2 4
WA (R) = k2 + mh; (4.102)
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Ubersetzt fiir Energie und Impuls erhalten wir
E? = p*c® + m2ct, (4.103)

also die relativistische Energie-Impuls-Beziehung. Gleichung (4.101) ist die sogenannte Klein-Gordon-Gleichung,
die in der Tat eine relativistische Quantentheorie definiert, vgl. Vorlesung Quantentheorie 2. Schrédinger hat sie
verworfen, weil sie von zweiter Ordnung in der Zeit ist.
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Kapitel 5

Die Schrodingersche Wellenmechanik

5.1 Operatoren

Die Schrodinger-Gleichung
0 R _,
YN - . 1
ih 8t¢(r’t) o V(7 t) + V(F) (7, t) (5.1)

enthilt Terme, die durch Ableitungen der Wellenfunktion ¥ (7,t) oder durch ihre Multiplikation mit anderen
Funktionen entstehen. Diese Terme kénnen wir durch die Einfithrung des Begriffs des Operators vereinheitlichen.
Ein Operator A ist eine Abbildung von einem gewissen Raum R, hier einem Funktionenraum, in denselben Raum
R, also
R —- R
A b o A, (5.2)
Beachte, dass man meistens Ay und nicht A(y) fiir das Bild schreibt. In dieser Vorlesung kennzeichnen wir
Operatoren nur dann mit einem Zirkumflex (Dach), wenn dies fiir die Unterscheidung von zahlenwertigen Grofien
notwendig ist. In der Quantentheorie interessieren uns ganz iiberwiegend lineare Operatoren. Diese sind durch
die Eigenschaft
AN Y1+ A2 ha) = A Ay + Ao Aty Vi,P2 € R und A, €C (5.3)

definiert. Zwei Typen von linearen Operatoren sind in der Wellenmechanik besonders wichtig:
1. Differentialoperatoren, z. B.

—: Y(Ft) — —Iw(ﬁ t), (5.4)

2. Multiplikationsoperatoren, z. B.
V(7P t) = V(F) (7, t). (5.5)

Operatoren konnen auch Vektorcharakter haben; ein Vektoroperator ist ein Vektor, dessen Komponenten Opera-
toren im obigen Sinne sind. Wichtige Beispiele sind

1. der Nabla-Operator

0/0x o /ox
Vi=|8/0y|; V: @t — [oyp/oy], (5.6)
0/0z o/0z

2. die Multiplikation mit einem Vektor, z. B.
7 (7 ) e FU(F ). (5.7)

Man zeigt leicht, dass fiir lineare Operatoren A, B folgendes gilt:
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1. ¢ A mit einer Zahl ¢ € C ist ein linearer Operator,

2. A+ B ist ein linearer Operator,

3. AB ist ein linearer Operator, wobei das Produkt als Hintereinanderausfiihrung von rechts nach links definiert

ist:

AB (7, t) := A[By(7, t)].
Es ist wichtig zu beachten, dass das Operatorprodukt i. A. nicht kommutativ ist. Beispiel:

0

—_— — = 2
A= s B=uz, (x)=2z".
Dann ist 9 9
_ 9 2y_ 9 3_ a2
AB?/J—ax(xx) Erd 3z,
aber

BA¢:$£$2:JU-23:=2$2.
ox

Man definiert den Kommutator
[A,B] := AB — BA.

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

Der Kommutator [A, B] ist ebenfalls ein Operator auf demselben Raum wie A und B. Er driickt offenbar das
Maf} der Nichtkommutativitit aus. Aus der Definition folgen leicht eine Reihe von niitzlichen Rechenregeln:

1. Der Kommutator ist antisymmetrisch unter Vertauschung der beiden Argumente:

[B,A] = BA— AB = —(AB — BA) = —|A, B].

2. Der Kommutator ist additiv in jedem der beiden Argumente:

[A+B,C]=(A+B)C —C(A+ B) = AC + BC — CA—CB = [A,C] + [B,C],
[A,B+C]=A(B+C)— (B+C)A=AB+ AC — BA— CA = [A,B] + [A,C)].

3. Kommutatoren, die Produkte enthalten, erfiillen

[AB,C] = ABC — CAB
— ABC — ACB + ACB—CAB
—_———
=0
= A(BC — CB) + (AC — CA)B
= A[B,C] + [A, C]B.

(5.13)

(5.16)

Die Reihenfolge der Faktoren ist wichtig, da sie i. A. nicht vertauschen! Zusammen mit der Antisymmetrie

des Kommutators erhalten wir auch
[A, BC] = B[A,C] + [A, B]C.
Speziell, wenn einer der Operatoren die Multiplikation mit einer Zahl A € C ist, folgt

[\, B] = \[4, B] + [\, B] A = \[4, B],
——

0
[A,AB] = A4, B] + [A,\| B = \[4, B].
—

Zusammen mit Punkt 2 folgt, dass der Kommutator in jedem seiner Argumente linear ist.
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Beispiel: Fiir eine beliebige differenzierbare Funktion ¢ (x) gilt

1] 00) = g bl) 0 o 0la) = (0) + 0 ble) — 3 5 () = Ul (5:20)

T

Da dies fiir beliebige differenzierbare v gilt, konnen wir das Ergebnis als Operatoridentitdit

E;4:1 (5.21)

auf dem Raum der differenzierbaren Funktionen schreiben.
Die heuristische Begriindung in 4.2 und 4.3 hatte die folgenden Quantisierungsregeln nahegelegt:

P r=T7 (5.22)
ﬁ%ﬁz?ﬁ (5.23)

Dies fithrt auf
[rispj] = [m?i} :§ [m’c’?i} = 7? {8873’“} = iR dy;. (5.24)

Diese Orts-Impuls-Vertauschungsrelation ist fundamental fiir die Quantentheorie.
Mittels der Quantisierungsregeln ergibt sich auch der Hamilton-Operator H aus der Hamilton-Funktion:

H(7,p) — H = H(F,p). (5.25)

Dies ist nicht immer eindeutig, weil Ort und Impuls nicht miteinander vertauschen. Enthélt die Hamilton-Funktion
z. B. einen Term der Form

Hi=crF-p=cp-7 (5.26)
mit ¢ = const, so ist nicht klar, welchen der folgenden Operatoren wir verwenden sollen:
TP,
H = ¢P7 (5.27)
. Tep4p-T
—

Oder ist der richtige Operator keiner der drei? Wir werden sehen, dass die letzte, symmetrisierte Form die richtige
ist. Letztlich handelt es sich aber um ein Scheinproblem. Die Quantenmechanik ist die umfassendere Theorie und
wir konnen daher nicht erwarten, sie eindeutig aus der klassischen Mechanik zu gewinnen.
Allgemeiner héngt die klassische Hamilton-Funktion von generalisierten Koordinaten ¢; und zugehorigen Im-
pulsen p; und evtl. der Zeit ab:
H:H(Q1,...,p1,...,t). (528)
Nach 4.3 wiirden wir die Quantisierungsregeln gern verallgemeinern zu

?

q; — g5 = qj,
? h 0
D= — — 5.29
Pj — Pj i dg ( )

Aber diese Regeln wiren widerspriichlich. Z. B. erhalten wir nicht denselben Hamilton-Operator, wenn wir die
Regeln fiir kartesische oder fiir sphérische Koordinaten verwenden. Vergleich mit dem Experiment und mathema-
tische Uberlegungen (ortsunabhingige Koordinateneinheitsvektoren!) zeigen, dass man kartesische Koordinaten
verwenden muss, wie Dirac betont hat. Die Quantenmechanik ldsst sich fiir generalisierte Koordinaten verallge-
meinern, die Quantisierungsregeln fufien aber immer auf der fundamentalen Orts-Impuls-Vertauschungsrelation
in kartesischen Koordinaten. Letztlich ist die Koordinatenwahl in den Quantisierungsregeln ebenfalls ein Schein-
problem aus demselben Grund wie oben. Die Quantenmechanik in Schrédingers Formulierung wirft uns auf das
Niveau der Newton-Mechanik zuriick, die ja auch primér mit kartesischen Koordinaten formuliert ist.
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5.2 Die Schrodinger-Gleichung als partielle Differentialgleichung

Die allgemeine Schrédinger-Gleichung fiir ein Teilchen lautet

0 N
ih o V() = Ho( ), (5.:30)
wobei H der Hamilton-Operator ist. H enthélt Ableitungen nach dem Ort, was die Schrédinger-Gleichung zu
einer partiellen Differentialgleichung macht. Wir besprechen nun kurz wichtige Eigenschaften der Gleichung und
deren Konsequenzen.

e Die Schrodinger-Gleichung ist linear. Daraus folgt das Superpositionsprinzip: Sind v, und ¥y zwei Losungen
der Gleichung, so ist
Y =MY1+ Aathy (5.31)

mit beliebigen Konstanten A;, \s € C ebenfalls eine Losung. Das ist nicht nur sehr wichtig fiir die prak-
tische Losung der Gleichung fiir spezielle Systeme — viele Losungsmethoden funktionieren nur fiir lineare
Gleichungen — sondern auch von iiberragender fundamentaler Bedeutung. Wir kommen bei der Diskussion
der Interpretation der Quantenmechanik darauf zuriick.

e Die Schrodinger-Gleichung ist von erster Ordnung in der Zeit. Daher legt fiir gegebenes H die Angabe von
W(T, o) fiir alle 7 und feste Zeit tg als Anfangsbedingung die Losung fiir alle Zeiten ¢ > ¢ (und auch ¢ < tg)
eindeutig fest.

e Wenn H zweite (oder hohere) Ableitungen nach dem Ort enthilt, z. B. fiir

2
2 p
H=_—+V(r), 5.32
Zv (5.32)
dann ist die Schrodinger-Gleichung sicher nicht kovariant, d.h. sie steht im Widerspruch zur Speziellen
Relativitidtstheorie. Denn um kovariant zu sein, miisste sie Ableitungen in der Form des Vierergradienten

(0u) = (i gtﬁ) (5.33)

enthalten. Da sie von erster Ordnung in der Zeit ist, miisste sie insbesondere auch von erster Ordnung im
Ort sein. Dirac ist es gelungen, eine solche kovariante Quantenmechanik zu konstruieren, vgl. die Vorlesung
Quantentheorie 2.

5.3 Wahrscheinlichkeitswellen

Wir haben noch nicht diskutiert, was die Wellenfunktion (7, t) eigentlich bedeutet. Nehmen wir ein Wellenpaket
als Anfangsbedingung, so finden wir im Allgemeinen, dass seine Breite Ax mit der Zeit unbeschrinkt anwichst.
Der harmonische Oszillator bildet hier eine Ausnahme. Fiir allgemeine Potentiale zerflieit das Wellenpaket. Der
Teilchencharakter geht damit mehr und mehr verloren, wenn wir der semiklassischen Deutung von Wellenpake-
ten aus 4.2 folgen. Wir beobachten jedoch nicht, dass Teilchen zerflieBen — Streuexperimente zeigen z.B. dass
Elektronen punktformig sind und bleiben. Auch bei der Beugung von Elektronen am Doppelspalt, bei der ja der
Wellencharakter essentiell ist (Interferenz!), werden immer punktférmige Elektronen nachgewiesen, wenn sie auf
den Schirm treffen. Auch nicht punktférmige zusammengesetzte Teilchen wie Atomkerne zerflieen nicht.

Wie kénnen wir den scheinbaren Widerspruch zwischen der Existenz lokalisierter Teilchen und dem Zerflielen
von Wellenpaketen auflésen? Einen Hinweis liefert die Feststellung, dass wir weder im Rahmen der Quantenmecha-
nik noch auf andere Weise vorhersagen kénnen, wo das néchste Teilchen beim Doppelspaltexperiment auftreffen
wird. Ebensowenig kénnen wir beim Stern-Gerlach-Versuch vorhersagen, ob das néchste Atom nach oben oder
nach unten abgelenkt werden wird. Dies legt eine statistische Interpretation der Wellenfunktion nahe: Die Wellen-
funktion (7, t) beschreibt demnach nicht, wie die Materie zur Zeit ¢ im Raum verteilt ist, sondern, mit welcher
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Wahrscheinlichkeit das — an sich exakt oder ndherungsweise punktformige — Teilchen zur Zeit ¢ am Ort 7 zu
finden ist.

Wir miissen uns iiberlegen, wie ¥ (7,t) im Detail diese Wahrscheinlichkeit beschreibt. Eine naheliegende Idee
ist, dass 1 (7, t) die Wahrscheinlichkeitsdichte ist, dass also ¥(7,t) d3r die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, ein Teilchen
im Volumenelement d®r zu finden. Aber das kann nicht stimmen, denn eine Wahrscheinlichkeitsdichte o(7,¢) muss

1. o(7,t) € Rund (7, t) > 0 V,¢ und
2. [d3ro(F,t) = 1Vt (die Gesamtwahrscheinlichkeit ist eins)

erfiillen. Wenn wir zu einem Zeitpunkt, z. B. ¢ = 0, eine Funktion ¢ (7, ¢t = 0) mit diesen Eigenschaften wéhlen,
zeigt aber die Schrodinger-Gleichung, dass sie fiir spédtere Zeiten i. A. nicht mehr gelten: Unter der Wirkung der
Schrédinger-Gleichung ist weder [ d3r(7,t) erhalten, noch ist (7, t) positiv semidefinit.

Andererseits fithrt der Ansatz

o7, 1) = [Y (7, 1)]* = ™ (7, 1) (7, t) (5.34)

nicht zu Problemen. Bedingung 1 ist automatisch erfiillt. Auflerdem ist

& [erweop= [ar | 5o el

oo

L / &r ) o+ oA (5.35)

Hierbei ist fiir den Fall eines Teilchens

*

(fry) = [—v%( 0+ V)

—_ 2% (7 (7,
- va V(P t) + V(P (7, t) (5-36)
und damit
b e = 4 @ [ () - Ve T v+ Ve
dt ih 2
artie hz v v Y V
partiell (Oberﬂéichenterm = 0) - % 2m dr [(Vﬂ)*) (V) = (Vo) - (vd’)]
o (5.37)

Die Oberfldchenterme verschwinden hier, wenn wir annehmen, dass ¢ (7, t) fiir [F] — oo hinreichend schnell abfillt.
Es folgt, dass die Gesamtwahrscheinlichkeit [ d®r |¢|* eine Erhaltungsgrofe ist. Fordern wir also [ d3r[y]? = 1
im Anfangszustand, so gilt diese Normierung fiir alle Zeiten.

Wir haben oben eine spezielle Form des Hamilton-Operators H angenommen. Es ist klar, dass Erhaltung der
Gesamtwahrscheinlichkeit gilt, sofern

/d% (Hy) 4 = /dsrw*ﬁdz (5.38)

erfiillt ist. Diese Eigenschaft des Operators H nennt man Hermitizitit. H muss also hermitisch sein, um ||? als
Wahrscheinlichkeitsdichte interpretieren zu kénnen. ¢ (7, t) selbst nennt man Wahrscheinlichkeitsamplitude.

Als Wellenfunktion fiir ein Teilchen kommen also solche Funktionen (7, t) in Frage, die die Normierungsbe-
dingung

/dSr lp(7 ) =1 (5.39)
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erfiillen. Etwas allgemeiner konnen wir auch nur fordern, dass

/d% [ (7, 1))* < oo (5.40)

ist. Dann konnen wir (7, t) einfach durch Multiplikation mit einer Zahl normieren. Funktionen, die Gleichung
(5.40) erfiillen, heilen quadratintegrabel.

5.3.1 Der Hilbert-Raum der quadratintegrablen Funktionen

Die Menge der quadratintegrablen Funktionen f : M — C bezeichnen wir mit Lo(M). In der Einteilchen-
Quantenmechanik interessiert uns also La(R?). Diese Menge ist ein Vektorraum (linearer Raum) iiber C, denn
mit 91 (7) und ¢9(7) (wir unterdriicken das Zeitargument, das hier keine Rolle spielt) ist auch Aj ¢ (7) + Mg 92 (7)
mit beliebigen A\, Ay € C quadratintegrabel. Beweis:

Dreiecks-
ungleichung

[Erhn@+nn@r s [ an @]+ D)
< [ @ [0 ba()]+ D valI? + (M a7 D]
=2 [ [P + Dl
=2 [ @riin@P +2af? [ drjuamP (5.41)

und dies ist endlich, da 7 und - quadratintegrabel sind. Es sei darauf hingewiesen, dass wir in diesem Ab-
schnitt den Integralbegriff nach Lebesgue bendtigen, der allgemeiner ist als der nach Riemann. Nicht ganz rigoros
formuliert ist eine Funktion f Lebesgue-integrierbar, wenn sie sich von einer Riemann- (d.h. im {iblichen Sinne)
integrierbaren Funktion f nur auf einer Menge vom Mafl Null unterscheidet, und das Lebesgue-Integral von f ist
dann gleich dem Riemann-Integral von f . Der Begriff ist erforderlich, um einige Beweise fithren zu kénnen, wir
beachten den Unterschied aber nicht weiter.

Fiir die Quantenmechanik wichtig ist, dass Lo(R®) nicht nur ein Vektorraum, sondern dariiber hinaus ein
separabler Hilbert-Raum ist. Hier miissen wir zunéchst diesen Begriff definieren. Dazu bendtigen wir einige Vor-
bereitungen.

1. Ein Vektorraum V iiber dem Korper K erfiillt folgende Axiome:

(a) Es existiert eine Addition +: V ® V' — V|, beziiglich der V' eine abelsche Gruppe ist.

(b) Es existiert eine Multiplikation mit einem Skalar - : K ® V' — V (das Verkniipfungssymbol wird nicht
ausgeschrieben) mit den Eigenschaften

AMz+y) =Az+ Ay (Distributivitét), (5.42)
A+p = x+pzx (Distributivitat), (5.43)
(Ap)z = A (px) (Assoziativitét), (5.44)
le =u, (5.45)

jeweils fiir alle moglichen A, p, x, y.

2. Ein Skalarprodukt zwischen Elementen eines Vektorraums V iiber dem Koérper K = R oder C ist eine
Abbildung (e, e) : V ® V — K mit den folgenden Eigenschaften:

(a) (x,z) € Rund (z,z) > 0, wobei (z,z) = 0 genau dann, wenn z = 0 (Nullelement von V).

(b) (z,y) = (y,z)*, wobei * die komplexe Konjugation bezeichnet (iiberfliissig fiir K = R).
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(c)
<$,)\1 Y1 +)\2 y2> = )‘l (x,y1> +)‘2 (x,y2>, (546)

d.h. das Skalarprodukt ist linear im zweiten Argument (in der reinen Mathematik wird es oft als linear
im ersten Argument definiert). Daraus folgt mit (b), dass gilt

vz + Ao s, y) = Aj (21,9) + A3 (22,9), (5.47)
d. h. das Skalarprodukt fiir K = C ist antilinear (fiir K = R linear) im ersten Argument.
Zwei Elemente z,y € V, x,y # 0 heilen orthogonal, wenn gilt
(x,y) =0. (5.48)
Mit Hilfe des Skalarprodukts kann man eine Norm
]l == v/ (2, 2) (5.49)
auf V' definieren.

. Ein mit einem Skalarprodukt ausgestatteter Vektorraum heiit unitirer Raum. (Ein mit einer Norm ausge-
statteter Vektorraum heifit normierter Raum. Offenbar ist jeder unitiire Raum auch normiert.) Lo(R?) mit
dem Skalarprodukt

(0, 1) = / i o (7) () (5.50)

ist ein unitirer Raum. Zum Beweis ist zu zeigen, dass (p, ) tatsiichlich ein Skalarprodukt ist. Dies ist
einfach, wobei man aber vereinbaren muss, dass zwei Funktionen als gleich anzusehen sind, wenn sie sich
hochstens auf einer Menge vom Maf3 Null unterscheiden. Beispiel: Es sei

1 fir ez
Y(F) = { woress (5.51)
0 sonst.
Es ist
|
o= [ e e, (5.52)
Das Axiom (¢,1) =0 < 1 = 0 ist nur erfiillt, wenn wir ¢ als identisch mit der Funktion
() =0 V7 (5.53)

ansehen.

. Die nun folgenden Begriffe sind nur notwendig, weil der unitéire Raum Lo(R?) keine endliche Dimension hat.
Eine Folge x,, von Elementen eines unitiren (oder zumindest normierten) Vektorraums heifit Cauchy-Folge,
wenn zu jedem € > 0 ein N € N existiert, so dass gilt

|z —xn|| <€ VYm,n > N. (5.54)

. Ein unitérer (oder normierter) Vektorraum V heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge x,, € V stark gegen
ein Element x € V konvergiert, d. h. wenn zu jedem ¢ > 0 ein N € N existiert, so dass gilt

|lzn, —z|| <€ Vn>N. (5.55)
Diese Bedingung kann man auch schreiben als

lim ||z, —z|| = 0. (5.56)

n—oo
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Jede stark konvergierende Folge ist auch Cauchy-Folge, aber die Umkehrung gilt nicht automatisch und
man fithrt daher den zusétzlichen Begriff der Vollstéindigkeit ein. Er bedeutet, dass V' ,keine Locher hat*.
Zum Beispiel ist die Menge Q der rationalen Zahlen nicht vollstéindig, denn die Cauchy-Folge

2l 20 3 20 31 4

konvergiert nicht gegen ein Element von Q. Die Folge konvergiert in R, ndmlich gegen e. Man kann zeigen,
dass ein endlichdimensionaler unitdrer Raum immer vollstdndig ist.

1 11 11 1
Li4+ 14 ol o o

6. Ein vollstéandiger, unitdrer Raum heifit Hilbert- Raum.

Ly(R?) ist ein Hilbert-Raum. Zum Beweis muss man offenbar noch die Vollstéindigkeit zeigen. Dies fiihren
wir hier nicht durch. Der Lebesguesche Integralbegriff ist hier notwendig.

7. Fiir die Quantentheorie bendtigen wir noch eine weitere Eigenschaft: Nicht nur soll jede Cauchy-Folge
konvergieren (Vollsténdigkeit), sondern es soll auch eine Folge F' = {z,,} existieren, die jedem = € V beliebig
nahe kommt. Man sagt, diese Folge ist dicht in V. Man kann zeigen, dass diese Figenschaft dquivalent ist
zu der Aussage, dass fiir jedes x € V eine Teilfolge von F' existiert, die gegen x konvergiert. Existiert eine
in V dichte Folge, so nennt man V' separabel. Separabilitét ist eine zusiitzliche Forderung iiber die Hilbert-
Raum-Eigenschaften hinaus. In Physik-Lehrbiichern wird jedoch manchmal ein Hilbert-Raum strenger als
separabler, vollstdndiger, unitdrer Raum definiert.

L>(R3) ist ein separabler Hilbert-Raum. Den Beweis der Separabilitit iibergehen wir wieder.

Die Separabilitdt des Hilbert-Raums V' ist wichtig, wie wir jetzt diskutieren werden. Zunéchst definieren wir ein
vollstindiges Orthonormalsystem in V' als eine Menge M C V mit den Eigenschaften

1. |zl =1 V2 € M (Normiertheit),
2. {(z,y) =0 Vaz,y € M mit z # y (Orthogonalitiit),

3. es gibt kein v € V, v #£ 0, so dass (v,x) =0 Va € M. (Vollstindigkeit von M — beachte, dass dies nicht
derselbe Begriff von Vollstiandigkeit ist, wie beim Hilbert-Raum V).
Separabilitit bedeutet nun, dass eine Folge F' = {f1, fo, ...} existiert, die jedem x € M beliebig nahe kommt. F
ist, wie jede Folge, abzéhlbar. Wir zeigen nun, dass hieraus folgt, dass das vollstdndige Orthonormalsystem M
ebenfalls abzdhlbar ist.
Beweis (reductio ad absurdum): Wir nehmen an, dass M iiberzahlbar ist. Fiir x,y € M, x # y, ist

e —yll = V{z -y, z—y)

= \/<l’,l‘> + <y7y> - <l’,y> - (y,x)
e e Y

=0 =0
= Vllz[? + ly]* = V2. (5.57)

Zwei verschiedene Elemente von M haben also immer den Abstand /2. Betrachte nun Kugeln
1 1
K (z, 5) = {yEV‘Hy—xH < 5}, (5.58)
zentriert bei den Elementen € M C V. Da der Radius der Kugeln kleiner ist als der Abstand ihrer Mittelpunkte,
enthélt jede Kugel K(z,1/2) genau ein Element von M, ndmlich z. Die Kugeln sind sogar disjunkt, denn gébe
es ein z mit z € K(x,1/2) und z € K(y,1/2) mit x,y € M, x # y, so wire der Abstand der Mittelpunkte z, y
wegen der Dreiecksungleichung

lz —yll = (z — 2) — (y — 2
<z =zl + -y — 2
=z — 2| + lly — 2l
11
= — —:]_ .
5ty=1 (5.59)

im Widerspruch zu Gl (5.57).
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Puni(te aus M

—

. . K P“l\l%lkte aus F

Da nun F dicht in V' ist, enthélt jede Kugel mindestens ein Element f € F' (tatséichlich abz&hlbar unendlich viele).
Es gibt genau eine Kugel fiir jedes z € M und diese sind disjunkt. Dann ist die Méchtigkeit von F' nicht kleiner
als die Méchtigkeit von M. M ist aber nach Voraussetzung iiberabzédhlbar. Dann ist F' ebenfalls tiberabzéhlbar.
Widerspruch!

Die Separabilitéit gerantiert also die Existenz eines abzidhlbaren Orthonormalsystems. Es sei noch angemerkt,
dass bei endlich dimensionalen Hilbert-Rdumen Vollsténdigkeit und Separabilitit automatisch gegeben sind. Fiir
endlich dimensionale Hilbert-Riume existiert auch immer ein endliches Orthonormalsystem.

5.3.2 Entwicklung nach Basisfunktionen

Wir haben gesehen, dass ein separabler Hilbert-Raum, insbesondere der Raum Lo(R?), abziihlbare, vollstindige
Orthonormalsysteme besitzt. Jedes davon kann als Orthonormalbasis B des Raumes dienen, d. h. man kann jede
Wellenfunktion 1) € L2(R?) nach den Basiselementen ¢,, € B C La(R) entwickeln. Da ein separabler Hilbert-Raum
eine abzahlbare Basis besitzt, sagt man, seine Vektorraumdimension sei abzéhlbar.

Es ist niitzlich, die Vollstédndigkeit der Basis durch die Vollstindigkeitsrelation

Yol o () = 8(7 =) (5.60)

auszudriicken. Wir beweisen nun diese Relation.
Da § eine Distribution ist, sind beide Seiten der Relation unter einem Integral zu verstehen. Die Behauptung
lautet also: Fiir alle f € Lo(R3) gilt

[ S ea@ens = [ s- ) 1), (5.61)
Dies ist dquivalent zu
S enl®) [ o)1) = ). (5.62)

= {pn,f)

Wegen der Vollstindigkeit von Lo (R®) konvergiert die Summe (Reihe) auf der linken Seite. Sie konvergiert gegen
f(7), denn sonst wiirde folgen

> on(@ (n, f) = F(7) = g(7) = 0. (5.63)
Wegen der Abgeschlossenheit von Lo(R?) unter Addition liegt g in Ly(R3). Es folgt

D (mr n)(@ns ) = (fms f) = (Pmr9) Viom € B (5.64)
=6m1n
= <§0m7f> - <§0m7f> =0= <<,0m,g> Yom € B. (565)
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Aber dann ist g orthogonal zu allen ,,, B ist also kein vollstdndiges Orthonormalsystem. Widerspruch!

Mit Hilfe der Vollstéindigkeitsrelation kénnen wir nun leicht eine beliebige Funktion ¢ € Ly(R3) entwickeln.
Die Methode, das ,,FEinschieben der Eins®, ist sehr niitzlich und wird héufiger vorkommen. Es funktioniert wie
folgt:

Y(7) = /d?’r’&(?"— 7Y (")
= [ Y en@en o)
=Y el [ & o)
= {(n,¥)

= " (n ¥ @nlP). (5.66)

n

Hier sind (p,,%) (i. A. komplexe) Zahlen. Sie sind die Entwicklungskoeffizienten von ¢ in der Basis B =
{onln=1,2,...}.

5.3.3 Uneigentliche (Dirac-) Zustinde

Es ist oft wiinschenswert, Funktionen zu betrachten, die nicht quadratintegrabel, also nicht Elemente von Ly (R3),
sind. So hat die Schrédingergleichung oft sinnvolle Losungen, die nicht in Lo(R®) liegen. Die freie Schrodinger-
Gleichung

L OY h?
ih %% = "o V24 (5.67)

wird z. B. von ebenen Wellen L
W = g ') (5.68)

gelost. Diese sind nicht quadratintegrabel:

/d3r [y|? = |w0\2/d3r1 = o0. (5.69)

Wenn wir den Funktionenraum um ebene Wellen und um alle moglichen Superpositionen erweitern, erhalten wir
wieder einen Vektorraum. Aber dessen Elemente haben nun i. A. keine endliche Norm. Wir kénnen daher keine
Cauchy-Folgen definieren und der Raum kann daher nicht vollstéindig sein (also auch kein Hilbert-Raum) und
auch nicht separabel. Daher ist die Existenz einer abzéhlbaren Basis nicht garantiert. In der Tat existiert keine:
Die Funktionen 1 = 1)y e**™ sind fiir unterschiedliche k linear unabhéngig. Es gibt aber iiberabzédhlbar viele E,
némlich alle k¥ € R3. Daher kann der Funktionenraum keine abzéhlbare Basis haben.

Man erweitert den Raum der zulissigen ,,Funktionen“ sogar noch weiter, indem man Distributionen wie
§(F— R), R fest, hinzufiigt. Welche mathematischen Objekte sinnvoll sind, wird durch die physikalische Fragestel-
lung bestimmt. Den ,sinnvoll“ erweiterten Raum nennt man den Dirac-Raum. Man kann aber den Standpunkt
verteidigen, dass physikalische Zustéinde nur durch Wellenfunktionen in Ly(R3) beschrieben werden und alle an-
deren Funktionen nur mathematische Hilfsmittel darstellen, die Herleitungen und Rechnungen erleichtern. Da der
beobachtbare Teil des Universums endlich ist und seine quantentheoretische Beschreibung nicht vom unbeobacht-
baren Teil abhéngen sollte, kann man sogar davon ausgehen, dass der relevante Hilbert-Raum eine endliche, wenn
auch riesige, Dimension hat.

Als physikalisch sinnvoll beweisen sich meist solche nicht quadratintegrablen Funktionen und Distributionen,
die immerhin eine verallgemeinerte Orthonormalitétsbedingung und eine verallgemeinerte Vollstéindigkeitsrelation
zulassen. Ein iiberabzéhlbares Funktionensystem {¢, (7)} mit « aus einer iiberabzéhlbaren Menge, z. B. a € R,
nennen wir ein Orthonormalsystem, wenn gilt

[#ren eat) = ta - p) (5.70)
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Weiter nennen wir das System vollstandig, wenn gilt
[ dapa®eali) = a7
Diese Bedingungen werden von ebenen Wellen erfiillt: Sei oz () = (%) SN3TE eik 7 dann ist

r e—’Lk ik — 5(E _ E/)

/dg’l“@k f‘)@k’ ﬂ

= (2m)3 5(k—k")

Die hier verwendete Beziehung fiir das Integral {iber eine ebene Welle beruht auf der Identitat

/ dx e™*® = 21 5(k).

— 00

Sie gilt ,,unter einem Integral®, d.h. es ist gemeint, dass fiir jede integrierbare Testfunktion f (k) gilt

/Z dk f(k) /Z du et — o /Z dk f(k) (k) = 2 (k).

Diese Beziehung kann man leicht verstehen: Unter geeigneten Konvergenzannahmen ist die linke Seite

/ dk f(k:)/ dx e*® = 277/ dx/ % e (k)

—QW/ZdIf(l‘)
=27 /OO dx e f(x)

— 00

=27 f(k =0),

wobei f(z) die Fourier-(Riick-)Transformierte von f(k) ist.
Weiter gilt analog zu Gl. (5.72)

(o 1 ik-F—ik-7’ > =
/dBkcpE(f') () = e /d?’ke =ikl — 57— 7).
| —

= (2m)3 §(7—7")

(5.71)

(5.72)

(5.73)

(5.74)

(5.75)

(5.76)

Die ebenen Wellen sind also in verallgemeinertem Sinn vollstédndig. Orthonormalitdt und Vollstédndigkeit gestatten
die Entwicklung nach einem Funktionensystem. Dies ist fiir ebene Wellen die bekannte Fourier-Transformation.

Im Ortsraum lokalisierte J-Distributionen bilden ebenfalls ein Orthonormalsystem: Sei ¢ 5(7) = (7" —

ist

/d%%@ﬁ, = /d?’ré(F—ﬁ) §(F— R)=6R—-R).

5.3.4 Lokale Erhaltung der Wahrscheinlichkeit

R), dann

(5.77)

Wir hatten gefordert, dass die Gesamtwahrscheinlichkeit [ d3r[t|? erhalten ist. Das ist ein globaler Erhaltungs-
satz. Die durch die Schrédinger-Gleichung beschriebene Dynamik fithrt jedoch auf eine noch strengere Erhaltung:
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Es ist

0
mwwwﬁz(mwww0¢mw+w%aw&wmw
= —% (Hip)*ep + ¢*H¢ ‘ da H hermitesch ist
1 h? . 1 h? 1,
=—m(7mvw)w—%g%%ﬂﬂ+ w( mvw)+‘ 70
h 2 *y72
= 5= (V") — 0"V
h > - - ~ - -
:égﬁ[ ((Vuryw) = (Vo) - (Vo) = V- (97V8) + (V) - (V)
h oo
==V g [0 Ve — (Vo)) (5.78)
also
|w2+v [www)<ﬁwﬂw}=0. (5.79)
Da ¢ = |[¢)|? eine Dichte ist, liegt es nahe7 den zweiten Term als Divergenz einer Stromdichte
B . .
) = 5= [V E DV — (V9 0) v 1) (5.80)

zu schreiben. 7'ist die Wahrscheinlichkeits-Stromdichte. Damit erhalten wir eine Kontinuitdtsgleichung

ag -
5 tVi=0 (5.81)

wie in der Elektrodynamik, aber nun fiir die Wahrscheinlichkeit anstelle der Ladung. Sie beschreibt die lokale
Erhaltung der Wahrscheinlichkeit: ¢ kann sich nur dadurch dndern, dass Wahrscheinlichkeit zu- oder abfliefit.

5.3.5 Die Impulsdarstellung

Fiir quadratintegrable Funktionen und fiir die physikalisch relevanten uneigentlichen Zustdnde kénnen wir die
Fourier-Transformierte definieren. Wir driicken sie in der Quantenmechanik oft als Funktion des Impulses p = hk
statt des Wellenvektors k aus:

a0 = [ dre T, (582)
d3p oy - d3p
Ft)= [ —— PPt / e PT/h t 5.83
vt = [ G T = [T ) (58)
Die asymmetrische Definition der Vor- und Riicktransformation ist in der Physik {iblich, ¢ und 1 enthalten
dieselbe Information. ¢ (p, t) heiit Wellenfunktion im Impulsraum. Die Moglichkeit dquivalenter Darstellungen im

Orts- und Impulsraum ist schon in der klassischen Hamilton-Mechanik angelegt, in der generalisierte Koordinaten
und Impulse weitgehend gleichberechtigt auftreten. Ist (7, ¢) normiert,

/d?’r GRS (5.84)
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so folgt (Satz von Parseval)

3, 3. ]
/ (Q(i;;s (P, 1) Z/ d p3 (P t) (P, 1)

/d%"eiﬁf/h’(ﬂ*(’l?,t)/dS’I“le_iﬁ'Fl/FLw(’F/,t)

3 B0 wim Ep gy
d>r &r" P* (F ) (T ) e

_ /d% (7 8)[2 = 1. (5.85)

Die Normierung bleibt unter Fourier-Transformation also erhalten. Da zz normiert und \7,[;\2 natiirlich nichtnegativ
ist, liegt es nahe, ¢ als Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum zu interpretieren.
Wir kénnen auch die Schréodinger-Gleichung in Impulsdarstellung schreiben:

‘g~-* — 3, oD T/h ; Q > _/ 3,. —ip-F/h |
zhatw(p,t)—/dre lhatz/)(r,t)_ d*re

h2
S VRN VA ED]. (5:80)

2m

Durch zweimalige partielle Integration im Term der kinetischen Energie erhalten wir

o= [ (B ) + v T ()]

- / ddr [% e IPTIR (7 1) + V(iR Y 5) e P/ (7, t)] (5.87)

Die letzte Identitét verstehen wir am besten, wenn wir V(7) in eine Potenzreihe entwickeln. Jede Potenz von if 65
bringt genau die gleiche Potenz von 7 aus dem Exponenten herunter. Jetzt kénnen wir die Integration ausfiihren,
das Ergebnis lautet ,
00 = L) + V) ) (589)
In der Impulsdarstellung ist also der Impulsoperator einfach die Multiplikation mit dem Zahlenvektor p. Der
Ortsoperator ist dagegen nun komplizierter, ndmlich i. W. der Gradient nach dem Impuls: ¥ = ih 65. Beachte die
Analogie zum Impulsoperator in Ortsdarstellung, 1%’ = % V.
Die Impulsdarstellung vereinfacht einerseits die Losung der Schrodinger-Gleichung fiir bestimmte Potentiale.
Zum Beispiel wird die freie Gleichung zu einer gewéhnlichen (nicht partiellen) Differentialgleichung;:
B2 5.89
‘ dt  2m ¥ (5.89)
Auch fiir gitterperiodische Potentiale (Kristallgitter) ist die Impulsdarstellung sehr niitzlich, was ihre breite An-
wendung in der Festkorperphysik begriindet. Andererseits erleichtert sie gewisse formale Herleitungen, wie auch
der folgende Abschnitt zeigt.

5.4 Erwartungswerte und Schwankungen
Da wir [1(7,t)|? als Wahrscheinlichkeitsdichte identifiziert haben, kénnen wir sofort die Ausdriicke fiir die Erwar-

tungswerte (Mittelwerte) von nur ortsabhéngigen Groflen A(7) angeben. In der Quantenmechanik notieren wir
Erwartungswerte mit spitzen Klammern:

(A(F) = /d?’rlib(ﬁ t)|* A() = /dgrl/)*(ﬁ t) A(P) (7 t). (5.90)
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Fiir nur impulsabhéngige Grofien gehen wir zur Impulsdarstellung iiber:

3 ~ 3, _
B0 = [ o WEOR B = [ Gt 0 04) B (5.0, (591)

Den Erwartungswert (p) hatten wir bereits in 4.2 ausgerechnet. In leicht verédnderter Notation:

3
W = [ eV EOFG

d’p ipT, * (2 4\ oD >
= /d3 d>r /(27rh)36p P (7, t)pe " /hd)(r’,t)

_ dg’l“ dB,r/ d3p eiﬁ~F/h '(/J*(F t)e—iﬁf’/h ’2 ﬁ/w(F/ t)
B (2mh)3 ’ i ’

rtie h = d3 o (o =)
partell / dir dr' g (7, ) |5 V0 1) / G D gip 7=}/
{2

= [@reEn ] Sue
= [@re o (5.92)

mit dem Impulsoperator ]3' = (h/ z)ﬁ in Ortsdarstellung. Analog findet man allgemeiner

@) = [@rv 0B (39) v = [dre @0 e v, (5.93)

7

Ganz allgemein schreiben wir fiir Messgrofien C(7, p):

(€ = / d3w*(f,t)c(a§ﬁ) G (5.94)

Beachte, dass in der Quantentheorie die Reihenfolge von Faktoren r; und p; in C' relevant ist, im Unterschied zur
klassischen Physik, siche Abschnitt 5.1.

5.4.1 Hermitizitit

Da wir immer nur relle Werte fiir Messgroflen messen — es ist gar nicht klar, was es bedeuten wiirde, eine komplexe
Grofle zu messen — ist es sinnvoll, zu fordern, dass die Erwartungswerte von Messgroflen ebenfalls reell sind. Welche
FEigenschaft muss der eine Messgrofie C' darstellende Operator C' haben, um dies zu garantieren? Es ist

(©) = / @B " (7, 1) C (7, 1), (5.95)

woraus folgt
)y = / dry(t) [Con]" = / &’r [CH(F,0)]" o (7 1) (5.96)
Die Forderung (C)" = (C) ergibt

/43 [C 47, )] /d%p 1) C (7. 1). (5.97)

Dies soll fiir alle quadratintegrablen ¥ (7,t) gelten. Ist diese Bedingung erfiillt, so nennt man den Operator (C)
hermitesch.
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Als Beispiel betrachten wir den Impulsoperator (p) = ﬁ ist

S\Df‘

Es
[er[Feomn] vrn = [ar(- )[w< 0] (o
partlell/d3 ﬁ V¢( )
/ B (7, 8) (7 ) (5.98)

Der Impulsoperator ist also hermitesch. Hermizitét zeigt man auch leicht fiir den Hamilton-Operator H= p?/2m—+

V().

5.4.2 Schwankungen

Ebenso wie Mittelwerte kénnen wir auch hohere Momente der Verteilung von Messwerten ausrechnen, insbesonde-
re deren Schwankungen. Wir werden sehen, dass in der Quantenmechanik solche Schwankungen oder Streuungen
von Messwerten aus prinzipiellen Griinden auftreten miissen, selbst fiir ideale Experimente, die keine zuséitzlichen
Messfehler einfithren. Als mittlere quadratische Schwankung einer Grofie C(7, p) definieren wir

= V(%) =2(C){C) +(C)?
=./(C?) —(C)2. (5.99)
Beim letzten Ausdruck ist zu beachten, dass (C ) nicht dasselbe ist wie (C)2. Nimmt C z.B. mit gleichen
Wabhrscheinlichkeiten die Werte +1 an, so ist (C?) = (1) = 1, aber
2 1 1 f e
(€2 =(51+5 (=) =0*=0. (5.100)

Beispiel: Gauflsches Wellenpaket. Wir betrachten die Wellenfunktion, in Ortsdarstellung,

1 , —19)?
Ut =0) = i P/ oxp (—W) . (5.101)

Uns interessiert hier nicht die Zeitentwicklung, daher wihlen wir eine feste Zeit, t = 0. Es ist

2 1 (z — 20)?
P = o e (-5, (5.10)

die Wahrscheinlichkeitsdichte ist also eine auf eins normierte Gauf3-Funktion um den Mittelwert xy und mit der
Breite 0. Das Quadrat der Schwankung des Ortes ist

= (Az)? = ((z — (2))?) = ((z — 20)*)
= 217w/ dx (z — x0)? exp (—W)

u=x—To 1 9 U2 9
= duu® exp 52 ) = O (5.103)

2ro
— 00
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Die Wellenfunktion im Impulsraum ist
00 = [ doe (o)

2
e o (- =)

402

. 2 _ 2
= 23/4771/4\/567' g — e exp (_ U(ph2m)>_ (5.104)

Die Fourier-Transformierte einer (normierten) Gaufi-Funktion ist wieder eine (normierte) Gauf-Funktion. Der
Mittelwert des Impulses ist offenbar py. Die Schwankung zum Quadrat ist

Ap* = {(p—po)?)

dp 202(p p0)2
3/2 2
2/ \/TIO—/Tﬁ(p*pO) eXp( 7?2

p/: —po 20 2 20'2 (p/)2
= \/ P / dp’ (p')” exp | — 2
hQ

Also ist die Fourier-Transformierte ¢ (p) umso breiter, je schmaler die urspriingliche Funktion () ist. Das ist
eine allgemeine Eigenschaft der Fouriertransformation. Konkret erhalten wir

h h
ArxrAp=0— = —. 1
zsAp=0— = (5.106)

Der spezielle Wert //2 beruht auf der Wahl einer Gauf3-Funktion fiir ¢(x).

5.5 Orts-Impuls-Unschérferelation

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass fiir Gau-Pakete AzAp = //2 gilt. Wir wollen dieses Ergebnis
jetzt auf beliebige Wellenfunktionen verallgemeinern. Dazu betrachten wir die Hilfsgrofie

() = / da |(z — (@))(x) + AP — (B)()
= [ |- @t + in (’jjx—@) ¥(a) (5.107)
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Aufgrund des Betragsquadrats im Integranden ist I(\) > 0 VA. Wir formen das Integral um:

- Farvtote- o
+°°7 @ i (12 ) vio
JerCtafeae
J ()]s
_—y e [asw oo (2L -6 o
i Zdw o (22 ) - e

+ A2Ap?
= Az? — WA + Ap* N2 (5.108)

Also ist
Az? > —Ap*\2 + X VYA (5.109)

Da dies fiir alle A gilt, gilt es auch fiir das A, welches die rechte Seite maximiert. Diesen Wert von A erhalten wir
aus

%(—Apz)\z +hA) = —2Ap*A + h=0 (5.110)
h
A= oA (5.111)
Damit ist 12 12 52
Az? > —Ap? - 112
r=Tep 4Apt * 2Ap?  4Ap? (5.112)
und
hQ
AxQApz > T (5.113)
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und schlieflich 5
Ax Ap > 7 (5.114)

Dies ist die Heisenbergsche Orts-Impuls-Unschérferelation. Aus dieser Relation folgt, dass es prinzipiell unméoglich
ist, den Ort und den Impuls eines Teilchens zugleich scharf zu messen. Denn dann wéiren Az = 0 und Ap = 0,
im Widerspruch zur Unschérferelation. Wenn wir die Herleitung betrachten, sehen wir, dass das Ergebnis auf der
Anwesenheit des Terms —AA in Gleichung (5.108) beruht. Dieser ergab sich aus der Differenz von

oo

/ dz ™ (z) (x = () (P — () ¥ () (5.115)

—00

und
o0

/ dz g™ (z) (p - () (& — () (z), (5.116)

— 00

d. h. daraus, dass Ort und Impuls nicht vertauschen. Es ist ndmlich, wie wir in 5.1 gesehen haben,
(%, p] = ih. (5.117)

Wir werden auf den Zusammenhang zwischen Kommutatoren und Unschérferelationen noch zuriickkommen.

5.6 Messungen I

Die bisher entwickelte Schrodinger-Theorie ist statistischer Natur: Sie macht Aussagen iiber Wahrscheinlich-
keitsverteilungen. Die Verteilungsfunktionen kénnen nicht fiir alle Messgrofien beliebig scharf sein, wie die Orts-
Impuls-Unschérferelation zeigt. Wenn wir z. B. den Ort eines Teilchens sicher wissen, haben wir keine Information
iiber seinen Impuls. Der statistische Charakter ist also im Rahmen der Standard-Quantentheorie unvermeidbar.
Es stellt sich die Frage, ob diese Unbestimmtheit eine Eigenschaft der realen Welt ist oder eine Schwéche der
Standard-Quantentheorie. Mit anderen Worten, welche der folgenden Aussagen ist korrekt?

e Die Wellenfunktion beschreibt den Ort und den Impuls eines Teilchens so genau wie moglich. Das Teilchen
hat also zumindest hinsichtlich Ort und Impuls keine Eigenschaften, die nicht durch die Wellenfunktion
ausgedriickt werden. Es hat insbesondere wirklich nicht zugleich einen scharfen Ort und einen scharfen
Impuls.

e Ein Teilchen hat in Wirklichkeit zu jeder Zeit einen scharfen Ort und einen scharfen Impuls. Die Wellen-
funktion enthélt also nur eine unvollstdndige Beschreibung des Teilchens. Da die Standard-Quantentheorie
aus Prinzip nicht Teilchen mit scharfem Ort und Impuls beschreiben kann, die aber real existieren, ist sie
unvollsténdig.

Diese Frage ist eng mit der Interpretation des Messprozesses verkniipft. Was passiert bei der Messung einer Ob-
servablen A an einem System mit gegebener Wellenfunktion 1? Nach der statistischen Interpretation ist | (7, ¢)|?
die Wahrscheinlichkeitsdichte eines Teilchens im Ortsraum zur Zeit t. Angenommen, die Wellenfunktion vor der
Messung sei nicht perfekt lokalisiert. Zur Zeit ¢ = 0 messen wir nun den Ort des Teilchens mit einer idealen Appa-
ratur. Unmittelbar vor der Messung ist die Wahrscheinlichkeitsdichte [4(7,0)|?. Unmittelbar nach der Messung,
zur Zeit t = dt, wissen wir, wo das Teilchen ist. Sagen wir, wir beobachten das Teilchen am Ort R. Dann ist die
Wabhrscheinlichkeitsdichte zur Zeit ¢ = dt nicht mehr [1(7,0)|?, denn [)(7, 0)|? driickt aus, dass das Teilchen auch
an Orten 7 # R sein kann, was nicht zutrifft. Wir folgern, dass sich die Wahrscheinlichkeitsdichte und damit die
Wellenfunktion (7, ¢) bei der Messung sprunghaft éindern muss. Dies ist kein Artefakt der idealisiert scharfen
Messung. Auch wenn wir z. B. nur priifen, ob das Teilchen im Halbraum x > 0 oder im Halbraum x < 0 ist,
gewinnen wir durch die Messung Information, die zu einer Anderung der Wellenfunktion fiihren muss, wenn sie
vorher Gewicht fiir x > 0 und z < 0 hatte.
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Diese Folgerung fithrt auf die eingangs gestellte Frage zuriick: Hat die Messung dazu gefiihrt, dass das vorher
delokalisierte Teilchen am Ort R lokalisiert wird, oder hat sie nur den schon vorher vorhandenen, aber noch
unbekannten, Ort R des Teilchens enthiillt? Die zweite Interpretation ist sicherlich die natiirlichere aus Sicht der
klassischen Physik. Sie ist aber nicht haltbar, wie wir noch sehen werden.

Wir wenden uns nun der Messung einer beliebigen Observablen A zu. Wir schreiben einen Zirkumflex, da
Observable durch Operatoren dargestellt werden. (Ortsmessungen sind fiir die Diskussion des Messprozesses nicht
sehr giinstig, weil Wellenfunktionen mit scharfem Ort §-Distributionen und damit nicht quadratintegrabel sind.)
Unmittelbar vor der Messung sei die Wellenfunktion (7, 0). Bei der Messung von A finden wir einen Messwert
A (wir betrachten hier nur solche Messungen, die den Messwert eindeutig bestimmen, nicht nur einschrinken).
Durch die Messung muss sich die Wellenfunktion so geédndert haben, dass die Obervable A nun den scharfen Wert
A hat. Das bedeutet, dass der Mittelwert (A) mit A iibereinstimmen und die Schwankung A A verschwinden muss.

Der Mittelwert der Observablen ist (wir lassen das Zeitargument ¢ = dt weg)

(A) = /d3r B (F) Ay (i) = A. (5.118)

Die Schwankung zum Quadrat ist

AA? = /d% V¥ (F) (A — A)2 (7). (5.119)

Als Observable muss A hermitesch sein. Dann ist auch A — A hermitesch, weil die Multiplikation mit einer reellen
Konstanten (A) hermitesch ist. Also ist

AA? = /d%« (A= A)y()]" (A— A)v(7)

- 2
— [@r|d- 2w
A !
= [[(A=A)y(A)] = 0. (5.120)
Der letzte Ausdruck ist aber positiv semidefinit und Null genau dann, wenn gilt
AY(F) = Ap(P). (5.121)

Die Wellenfunktion muss also unmittelbar nach einer Messung mit dem Messwert A diese Gleichung erfiillen.
Die hergeleitete Gleichung fiir schwankungsfreie Wellenfunktionen,

Apa(F) = Apa(7), (5.122)

ist eine Eigenwertgleichung fiir den linearen Operator A auf Lo(R3). Aist der Eigenwert zur Eigenfunktion 1) 4 (7).
Diese Begriffe hingen eng mit den Eigenvektoren und Eigenwerten von Matrizen zusammen. Wir schreiben den
Eigenwert A als Subskript von 14, um anzudeuten, dass diese Gleichung eben nur fiir die Eigenfunktion zum
Eigenwert A und nicht fiir beliebige Wellenfunktionen gilt. Als Ergebnis einer Messung kénnen sich nur Werte
ergeben, die verschwindende Schwankung A A zulassen, also Eigenwerte. Nach der Messung ist die Wellenfunktion
dann eine Eigenfunktion von A zum gemessenen Eigenwert.

Zusammengefasst haben wir folgendes gefunden:

e Bei der Messung einer Observablen A geht die Wellenfunktion sprunghaft in eine Eigenfunktion von A iiber
(,Kollaps der Wellenfunktion*).

e Der Messwert ist der zu dieser Eigenfunktion gehorende Eigenwert.

Diese Aussagen bilden das von Neumannsche Projektionspostulat. Es ist in der Tat ein zusétzliches Postulat, weil
es nicht aus der durch die Schrédinger-Gleichung beschriebenen Zeitentwicklung folgt, wie wir sehen werden.

Da Ly(R?) ein separabler Hilbert-Raum ist, existiert eine abzihlbare Orthonormalbasis. Es existieren sogar
unendlich viele solche Basen. Man kann nun zeigen, dass die Eigenfunktionen eines beliebigen hermiteschen
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Operators A auf L2 (R3) eine solche Basis bilden. (Wir betrachten zunichst nur den Fall, dass die Eigenwerte nicht
entartet sind, d. h., dass es zu einem A nicht mehrere Eigenfunktionen 14 gibt.) Das hat wichtige Konsequenzen.
Betrachten wir wieder den Erwartungswert von A:

) = [ @ v (5.123)
Die Vollsténdigkeit der Basis der Eigenfunktionen impliziert, dass gilt
ZW =0(F = 7). (5.124)
Einschieben dieser Vollstéindigkeitsrelation in Gl. (5.123) ergibt
) = [ drdte o Ao - ) 6(r)
= [ () A Y va @ (7o)
A
=> / d3r d3r ¥ (F) A a (P4 (F)e(7!) mit Gl (5.122)
A

=24 [ @a [ v

—Z (W, a)(Wa, 1))

A

= |[(wa, )" A. (5.125)
A

Der Erwartungswert ist also das gewichtete Mittel der Eigenwerte A mit Gewichten |(14, )2

Was ist die Bedeutung des Erwartungswertes fiir Messungen? Da als Messwerte nur Eigenwerte auftreten
konnen, der Erwartungswert aber kein Eigenwert sein muss (er liegt i. A. zwischen den diskreten Eigenwerten),
kann er allgemein nicht das ,erwartete Messergebnis“ beschreiben. Wenn wir die Interpretation von [t)|? als
Verteilungsfunktion ernst nehmen und wenn Gl. (5.123) fiir die Bestimmung von Erwartungswerten korrekt ist,
sollte (fl) den Mittelwert der Messwerte fiir wiederholte Messungen an gleich praparierten Systemen darstellen.
Also: Fiithren wir N Messungen von A aus und erhalten jeweils die Messwerte A,,, so sollte gelten

A1+ A+ ...+ Ax

~ — (A)  fiir N = o0 (5.126)

mit Wahrscheinlichkeit eins. Dann ist <A) tatsdchlich der Erwartungswert der Messgrofe 121, wenn wir die Messung
als Zufallsexperiment auffassen. Die Bezeichnung ist dann gerechtfertigt. Ganz allgemein kénnen wir schreiben

(A) = "paA, (5.127)
A

wobei py mit ), pa = 1 die Wahrscheinlichkeit des Auftretens des Messergebnisses A ist. Vergleich mit Gl
(5.125) zeigt sofort, dass gilt

pa=|{Wa, V). (5.128)

Diese Beziehung nennt man die Bornsche Regel. Sie folgt aber weder aus der Schrodinger-Gleichung, noch aus
dem von Neumannschen Projektionspostulat. Letzteres sagt uns nur, welche Messwerte auftreten kénnen und
in welchem Zustand ein System nach der Messung ist. Die Bornsche Regel ist damit ein weiteres Postulat der
modernen Quantenmechanik. Konzeptionell sagt dieses Postulat aus, dass die Wahrscheinlichkeitsinterpretation
zutrifft und wie man Wahrscheinlichkeiten fiir Ergebnisse von Messungen ausrechnen soll.
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5.7 Die zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung

Wir beschrinken uns hier auf den Fall, dass der Hamilton-Operator nicht explizit von der Zeit abhéngt. Dann
konnen wir die Schrédinger-Gleichung

ih % (7 t) = H(7)t) (5.129)
mittels eines Separationsansatzes in eine einfachere Form {iberfiihren. Wir machen den Ansatz
P(r,t) = () f(1). (5.130)
Dann folgt
inw) L= (i) 1) (5.131)

Wir teilen durch ¢(7,t): ) R
B0 _ B0

HMONERIG
Wir sollten nachtréiglich priifen, was an Punkten mit ¢ (7,t) = 0 geschieht, an denen wir diese Division nicht
ausfithren kénnen. Nun hingt die linke Seite der Gleichung nicht von # ab und die rechte Seite nicht von ¢, aber
beide Seiten sind gleich. Daher hiingt diese (gleiche) Grofie weder von 7 noch von ¢ ab, ist also eine Konstante,
die Separationskonstante genannt wird. Diese bezeichnen wir hier mit £. Dann gilt

(5.132)

)
ziz e (5.133)
Hy(f) _ (5.134)

$(7)
Es folgen die Gleichungen

d
zhd—J; = Ef(t), (5.135)
Hy(F) = By(7). (5.136)
E hat offenbar die Dimension einer Energie. Gleichung (5.135) hat die einzige linear unabhéingige Losung e iEL/R
und entsprechend die allgemeine Losung 4
f(t) = foe BUR, (5.137)

Dies gilt fiir jede vorgegebene komplexe Zahl E. Aus physikalischen Griinden muss F aber reell sein, da f(¢) sonst
einen exponentiell anwachsenden oder abfallenden Faktor enthielte, was mit der fiir alle Zeiten ¢ geforderten Nor-
mierungsbedingung [ d®r |¢|? = 1 unvereinbar wire. Abgesehen davon, schrinkt Gleichung (5.135) die méglichen
Werte fiir E nicht ein. Gleichung (5.136) ist die zeitunabhingige Schridinger-Gleichung:

H b (7) = Ep (7). (5.138)

Dies ist eine Eigenwertgleichung fiir die Eigenwerte (hier Figenenergien) E,, der Hamilton-Operators H und die
zugehorigen Eigenfunktionen v, (7). Da die Energie reell sein muss — einerseits als Messgrofie und andererseits,
damit die Losung der zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung normierbar bleibt — ist es sinnvoll anzunehmen, dass
der Hamilton-Operator H hermitesch ist. (Nicht hermitesche Hamiltonians werden manchmal auch betrachtet,
z. B. fiir offene Systeme.) Es kommt oft vor, dass Eigenwerte entartet sind, d.h., dass ein Wert E in der Folge
FEy, Es, ... mehrfach vorkommt.

Wie im letzten Abschnitt besprochen, kann man aus den Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators ei-
ne Orthonormalbasis bilden. Daher kénnen wir jede quadratintegrable Funktion nach diesen Eigenfunktionen
entwickeln. Das ist besonders niitzlich fiir die Losung der zeitabhdngigen Schrodinger-Gleichung: Die speziellen
Losungen dieser Gleichung kénnen wir aus den Losungen der separierten Gleichungen fiir ¢(7) und f(¢) zusam-
mensetzen, sie lauten

U (7, t) = () e /0 (5.139)
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Die allgemeine Losung erhalten wir durch Superposition der speziellen Losungen zu

= an () e BN (5.140)

mit beliebigen Koeffizienten a,, € C (wenn ¢ (7,t) normiert sein soll, stellt dies eine Bedingung an die a,,).

Eine typische Aufgabenstellung besteht darin, ¢ (7,t) fiir ¢ > 0 zu finden, wenn (7, 0) als Anfangsbedingung
vorgegeben ist. Das System soll also zu einer Zeit in einem bestimmten Zustand, beschrieben durch eine Wel-
lenfunktion, prépariert werden und wir interessieren uns fiir die zeitliche Entwicklung zu spéteren Zeiten. Zur
Losung eines solchen Anfangswertproblems zerlegen wir ¢ (7, 0) in Eigenfunktionen von H:

7,0) =Y an n (7). (5.141)
Wir finden die Koeffizienten a,, unter Ausnutzung der Orthonormalitidt der Eigenfunktionen:

/dST’(/} F)’L/} Zanr/dsrw F)'l/)n F) Zan'énn’ = Qn, (5142)

also

an = [ i) 9(70) = (. 0lt = ). (5.143)
Die Losung fiir beliebige Zeiten ist also
YT 1) = D (Whn, 9(t = 0)) thu (F) e Ent/. (5.144)

n

Beachte, dass dieser im Prinzip einfache Losungsweg nur funktioniert, weil die Schrédinger-Gleichung linear ist.
Beispiel: Wir betrachten einen eindimensionalen Kasten der Lénge L mit undurchdringlichen Wéanden bei
= 0 und z = L. Es ist plausibel und wird spéter genauer begriindet, dass dann (z,t) an den Réndern
verschwinden muss. Zur Zeit ¢ = 0 soll die Wellenfunktion

¥(z,0) = c sin® WL—I (5.145)

vorgegeben sein, wobei ¢ eine Normierungskonstante ist (man berechnet ¢ = 4/4/5L). Die Funktion ¢ (z, 0) erfiillt
offenbar die Randbedingungen bei = 0 und =z = L.
Schritt 1: Eigenfunktionen 1, () und Eigenenergien E,,. Die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung lautet

h? d
 2m da?

mit ¢, (0) = ¢, (L) = 0. Das koénnen wir auch schreiben als

, 2mE,
V(@) = === da(x). (5.147)
Ansatz:
Un(x) = Ae*® 4 Be=the (5.148)
= Up(e) = AR — BE?eT = 1Py, (2) (5.149)
2mE,
= = (5.150)
h2]<i2
= . 151
= ™ (5.151)
Randbedingungen:
Yn(0)=A+B=0 (5.152)
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und

¥n(L) = Ae™ + Be™ ™ =0
= B=—-A und 9,(L) = A(e*F — e7*E) = 2jAsinkL = 0
= kL =nm, n€N.
Daher lauten die Eigenenergien
252
T™he
n — 2m7L2 n“, mneN

und die dazugehorigen Eigenfunktionen
nwx

Yn(x) = ¢p sin -

¢, sind Normierungskonstanten. Wir finden

L L
nmwx L
dz [ (2)]? = |en| dz sin® < = len]? 5= 1
0
2
= |Cn|2 = Z

L
2 nww 4 T
= dry/— sin | — sin® —
0 L ( L ) /5L L
L
% firn=1
Tafel 4V2 . T
B 5L -3 fir n =
0 sonst
i firn=1
10
= —L firn =3
V10
0 sonst
Also ist 5 .
z,0) = — - ——3(x

Schritt 3: Zusammensetzen der Losung. Fiir alle ¢ folgt

; , ™h 1 9nh
vt = V10 Yr(@)exp (_l h t) V10 Y3(z) exp (‘Z 277:17 t>

3 m2h 1 singw—x . i 97r2h
AT 92

T
V5L - L exp( Z2mL2 ) V5L L

(5.153)
(5.154)
(5.155)

(5.156)

(5.157)

(5.158)

(5.159)

(5.160)

(5.161)

(5.162)

(5.163)

Hier ist [¢(z,)|? fiir L = 1 dargestellt, wobei die Zeit ¢ von 0 (rot) bis m/4wh = m/2h (blau) fortschreitet:
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Kapitel 6
Quantensysteme in einer Dimension

In diesem Kapitel untersuchen wir die Bewegung eines Teilchens in einem &ufleren Potential in einer Dimension.
Dies ist auch fiir realistische Situationen in drei Dimensionen interessant, da sich viele hoherdimensionale Probleme
auf eindimensionale reduzieren lassen und da viele der allgemeinen Einsichten unabhéngig von der Dimension sind.

6.1 Allgemeine Eigenschaften

Wir beginnen mit der Diskussion allgemeiner Eigenschaften der eindimensionalen zeitunabhéngigen Schrodinger-
Gleichung
h? d%y
2m dx?
mit der Nebenbedingung, dass |¢(z)|* fiir # € R beschrénkt ist. Diese Bedingung ist natiirlich schwicher als
Quadratintegrabilitét, erlaubt aber die Behandlung von stationédren Streuzustinden, die auf R nicht quadratin-
tegrabel sind. Da die hier untersuchte Schrodinger-Gleichung nur reelle Koeffizienten enthélt, reicht es aus, reelle
Losungen zu betrachten; alle komplexen Losungen ergeben sich bei Bedarf einfach durch Multiplikation mit belie-
bigen ¢ € C. Allerdings ist es manchmal, gerade bei Streuzustéinden, niitzlich, komplexe Funktionen als Losungen
anzusetzen.
Die Resultate in diesem Abschnitt beruhen auf verschiedenen Sétzen aus der Theorie gewohnlicher Differenti-
algleichungen, die wir hier nicht im Detail besprechen oder beweisen. Fiir das Potential V' (x) nehmen wir zundchst
folgendes an:

+V(@)(x) = Bi(a) (6.1)

| 2

1. V(x) sei beschrénkt von unten. Dies gestattete die Definition des Infimums Vj := inf V() des Potentials.
2. V(x) sei stiickweise stetig und alle Unstetigkeiten seien Spriinge.

3. limy oo V(x) =: Vi und lim,, o V(x) =: V_ existieren als reelle Zahlen oder +oo. V4 und V_ miissen
nicht gleich sein. Annahme 3 schlieit z. B. oszillierende Potentiale der Art V(z) = v sin kz aus.
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Vix)

V.
Vo
X
Da V' (z) stetig bis auf endliche Spriinge ist, gilt dies auch fiir
2m
W(a) =~ 2B -V (@) v(a). (6.2

Daher ist ¢ integrierbar. Somit existiert ¢’ und ist stetig. SchlieBlich existiert dann auch v und ist stetig. Wir
finden also, dass die Wellenfunktion und ihre erste rdumliche Ableitung unter den gegebenen Vorausetzungen
stetig sein miissen, insbesondere auch an den Spriingen von V' (z). Das gilt nicht mehr, wenn ein Sprung unendlich
hoch wird, wie wir sehen werden.

6.1.1 Klassisch verbotene und erlaubte Bereiche

In der klassischen Mechanik kann sich ein Teilchen nur in Bereichen befinden, in denen E > V(x) gilt. Denn fiir
E < V(z) wére die kinetische Energie T = F — V(x) < 0, was klassisch unmdoglich ist. Sind klassisch erlaubte
Bereiche durch klassisch verbotene Bereiche getrennt, so kann ein Teilchen klassisch betrachtet niemals von einem
erlaubten Bereich zum anderen gelangen.

In der Quantenmechanik ist die Situation anders. Fiir £ > V(z) (klassisch erlaubter Bereich) haben wir

V(@) = 2 [B - V()] $(z), (63)
<0

also ¢ (x) = 0 dann und nur dann, wenn ¢ (z) = 0 und sonst

') 2m

=——I[FE-V <0 6.4
R E-vw) (6.4
(wir kénnen reelle Losungen t(x) annehmen). Damit ist der Graph von ¢ (x) immer zur a-Achse hin gekriimmt,
typisch ist daher oszillierendes Verhalten.
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V()

N X

Fiir E < V(x) (klassisch verbotener Bereich) haben wir stattdessen

V(@) =~ (B - V(@) ¥() (65)
>0

also wieder 9" (z) =0 < (x) = 0, aber andernfalls nun

Y'(x) _ 2m

=——|E-V > 0. 6.6
S =g V) (6.6)
Der Graph von #(z) ist immer von der z-Achse weg gekriimmt. Typisch sind zumindest ein Maximum am Rand
und, fiir ein unbeschrénktes Intervall, asymptotisch verschwindendes 1) (x).

Y(x) V(x)

Insbesondere erhalten wir i. A. auch in klassisch verbotenen Bereichen eine nicht verschwindende Wahrscheinlich-
keitsdichte [t/ (z)|2.

6.1.2 Das Spektrum

Wir untersuchen nun das Spektrum des Hamilton-Operators. Zunéchst betrachten wir das Verhalten der Losungen
fir x — —oo, wenn diese x im klassisch verbotenen Bereich liegen. Das ist der Fall fiir £ < V_. Wir zeigen jetzt,
dass, wenn 1) beschréinkt ist, sogar lim,_, . ¥ () = 0 gelten muss. Beweis: Sei Vo= EJ;V‘ ,sodass ' < Vo<V_.
Es existiert ein xz_, so dass

V(z)>V.>E Vio<a_. (6.7)
Es folgt
lfp((j)) :f%[EfV(x)]:%[V(I)fE] > %(V:E)m Vo<a. (6.8)
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Wir fithren zur Abkiirzung

ci= 3 (V- —E) >0 (6.9)
ein. Dann ist ()
sy TCT0 Vo< (6.10)
Es gilt )
¥'(2) = 73 V(@) - E]u(a) (6.11)
mit
%[V(z)fE] >c>0 Ve<az_. (6.12)

Falls ¢(x) =0 Va < z_ gilt natiirlich lim,_, . ¥ (z) = 0. Ansonsten existiert ein z; < x_ mit (x1) # 0. Wir
nehmen o.B.d. A. ¥(z1) > 0 an. Wegen der Kriimmung von v (z) weg von der z-Achse muss gelten

P(z) > ¥(@1) + ¢ (21) (2 — 21) (6.13)

fiir < z_ und x # x4, solange ¥ (z) > 0 ist.

Y(x)

Ist nun ¢’ (1) < 0, so divergiert 1 (x) fiir © — —oo, im Widerspruch zum hier betrachteten Fall einer beschriinkten
Funktion t(z). Fir ¢'(x1) = 0 divergiert ¥ (x) fiir x — —oo ebenfalls, wegen " (z) > cy(x) > cip(x1) > 0
YV < z1. Es bleibt der Fall ¢'(z1) > 0.

V()

Angenommen, ¢ (x) wird fiir x < z; irgendwo negativ, d.h. es gibt ein x5 < 27 mit ¢(x3) < 0. Es ist sicher
¥’ (z2) > 0, denn andernfalls kénnte (nach einem analogen Argument wie oben), nicht 1(x1) > 0 sein. Aber dann
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folgt (wieder analog), dass ¢(z) fiir £ — —oo nach —oo divergiert, im Widerspruch zur Annahme. Daher muss
fiir beschriinktes ¢(z) gelten () > 0 Va < z7 und damit ¢”(z) > 0. Es gilt dann auch ¢'(z) > 0 Vz < z,
denn sonst wire wieder lim,_, ., ¥(x) = co. Also ist ¥ fiir 2 < x; monoton wachsend.

Da t(z) von unten beschrinkt und monoton wachsend ist, folgt mit der Vollsténdigkeit von R, dass ¢(x)
fir ©+ — —oo konvergiert. (Namlich gegen das Infimum von (x) auf x €] — oo, x1[.) Angenommen, t_ :=
lim, o ¥(z) > 0. Dann existiert ein x5 < x1, so dass

P
Y(z) > - Vo < 3. (6.14)
Es folgt
W'z > ep(a) > % >0 Vo< as. (6.15)
Andererseit folgt aus der Konvergenz von 9 (x), dass

lim ¢"(z) = 0. (6.16)

r—r—00

Widerspruch! Analog zeigt man die Aussage fiir x — +o0.
Nun koénnen wir verschiedende Félle unterscheiden:

1. Fiir Energien E < Vj existieren keine beschrinkten Losungen. Denn fiir £ < V; gilt

" (x) 2m 2m 2m
=_"__[E - = — > — . 1
o) 2 [E —V(x)] = [V(z)—E] > 2 (Vo—E)>0 Vzx (6.17)
Nach dem eben bewiesenen Theorem ist
Ill}IElOO P(x)=0 A xgriloow(x) =0. (6.18)

Die Ungleichung (6.17) ist dann nicht erfiillbar. Die einzige Losung ist ¢ = 0, so dass Gl. (6.5) durch 0 =0
trivial erfiillt ist und man die Ungleichung (6.17) nicht herleiten kann. Dies ist keine zulidssige Wellenfunktion.

2. Fiir Vp < E < V4, V_ miissen alle beschrinkten Losungen ebenfalls

mgr_noow(x) =0 A xEToow(x) =0 (6.19)
erfiillen. Nicht verschwindende Losungen kénnen auftreten, weil wegen V5 < E mindestens ein Bereich mit
" (x) /1 (x) < 0 existiert. Aber die zwei Randbedingungen (6.19) fithren dazu, dass i. A. nur fiir eine diskrete
Menge {E,} von Eigenenergien beschrinkte Losungen existieren.

Dies wir durch das folgende, nicht rigorose, Argument untermauert: Die Schridinger-Gleichung ist linear
und zweiter Ordnung und hat daher zwei linear unabhéngige spezielle Losungen. Die allgemeine Losung
lautet also

U(x) = M1 (@) + Aatpe(w), A1, A2 € C. (6.20)

Fiir ¢1 und 5 konnen i. A. unbeschrinkte Funktionen gewahlt werden. Das ist plausibel, da die Grpahen von
11 und 1)y fiir hinreichend grofe |z| von der z-Achse weg gekriimmt sind. Wir kénnen die unbeschréinkten
Losungen z. B. erhalten, indem wir fiir einen Punkt xy mit

V(z)>E VYz>ux (6.21)

(existiert wegen lim, o V(z) = V4 > FE) Randbedingungen (a) ¥1(zg) = ¥o > 0 A ¢i(x0) = ¢ > 0
sowie (b) ¥a(z) = o > 0 Ah(zo) = —1p) < 0 fordern. 3 ist dann fiir z — oo unbeschrénkt. 1y ist i. A.
ebenfalls unbeschrinkt und falls nicht, ersetzen wir 1o durch s + 11, was unbeschrinkt und weiterhin
linear unabhéngig ist. Fiir x — —oo sind 17 und s generisch unbeschrinkt und wenn nicht, konnen wir
i.A. wieder durch Superposition beide unbeschrénkt machen.
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Die Randbedingung
lim ¢(z)=0 (6.22)

T—r—00

erfordert, da vy und v fiir x — —oo unbeschrankt sind, dass

i Y1 ()

6.23
existiert und A P1(x)
2 1\

B g B0 (6.24)

ist. Dies reduziert die Zahl der freien Parameter auf einen, sagen wir A;:

w) = [iato) = Jim ) v (6.25)

' ——00 ’(/JQ ({E/)

A1 hat offenbar die Bedeutung eines Normierungsfaktors. Es muss A\; # 0 gelten, um eine nichttriviale
Losung zu bekommen. Die zweite Randbedingung

lim ¢(z) =0 (6.26)
ergibt " I {¢1($) B (zgmm z;g:;) s (x)} _0 (6.27)
O {% () - (wlg@m zﬁg) qu(x)} ~0. (6.28)

Diese Bedingung hat keine Auswirkung auf A\;! Also kann Gl. (6.26) nicht durch geeignete Wahl von \;
erfiilllt werden. Der Grenzwert in der letzten Gleichung ist nun eine Funktion des Parameters E in der
Schrodinger-Gleichung. Da es eine skalare Gleichung fiir eine reelle Grofle E ist, erwarten wir generisch eine
diskrete Losungsmenge {E, }.

Wir haben damit gefunden, dass fiir Vo < E < V4, V_ generisch ein diskretes Spektrum existiert. Es kann
auch leer sein. Die Eigenfunktionen gehen fiir x £+ co gegen Null und beschreiben daher Zustédnde, die
gebunden sind. (Man kann zeigen, dass die Losungen sogar quadratintegrabel sind.)

. Fir min(V4,V_) < E < max(Vy, V_) fallen beschriankte Losungen entweder fiir x — —oo (falls V_ > V)
oder fiir z — +oo (falls V_ < V) ab. Dies ergibt eine Randbedingung, die einen der Koeffizienten A1, Ao
festlegt.

In der anderen Richtung, o.B.d. A. fir £ — oo, ist die Energie grofier als das Potential V(z) (klassisch
erlaubter Bereich). Genauer existiert ein x1, so dass gilt

E>V(x) Vx> . (6.29)

Nun konvergiert V' (z) fiir # — oo nach Voraussetzung gegen V. Fiir ,natiirliche Potentiale V() geht
dann V'(z) fiir x — oo gegen Null und V' (z) ist fiir hinreichend grofie « langsam verénderlich. Dann sind
die Voraussetzungen der geometrischen Optik erfiillt und ¢ (x) sollte fiir groBe = gut durch die Loésungen
der mechanischen Eikonal-Gleichung gen#hert werden:

w(ot) = dexp (7 V(@) - £4)) (6.30)
mit i )
(d‘f) =2m[E - V(z)], (6.31)
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vgl. Abschnitt 4.3. Es folgt
dw

dx

= W(z) = [ d2' \/2m[E -V (2')] (6.33)

T

L (ot = 0) ~ Yo exp (h / i’ m) (6.34)

=/2m[E — V(z)] (6.32)

Wir sind hier an rellen Losungen interessiert. Diese erfiillen
1 xT
P(x,t =0) = [¢o] sin (a +o /da:’ V2m[E — V(x’)]) (6.35)
x

mit einer konstanten Phase «. 1(x) ist also insbesondere beschrénkt fiir x — oo (aber nicht konvergent).
Die Forderung der Beschrianktheit liefert also keine weitere Bedingung, die die moéglichen Eigenenergien
einschrénken konnte. Fiir jede Energie E mit min(Vy,V_) < E < max(V,,V_) existiert also eine linear
unabhéingige Losung. Das Spektrum ist kontinuierlich und nicht entartet. Dieser Fall tritt natiirlich nur auf,
wenn V, # V_ ist.

4. Fir E > max(V,4,V_) haben wir keine Randbedingungen fiir ¢(z) fiir # — +oo. Analog zu 3. erwartet
man, dass ¢(z) fir ¢ — Loo fiir gutartige V(z) automatisch beschriankt ist. Wir erhalten also keine
Einschrankung der freien Parameter in der allgemeinen Losung. Es gibt daher fiir jede Energie F in diesem
Bereich zwei linear unabhéngige Losungen. Das Spektrum ist kontinuierlich und zweifach entartet. Dieser
Fall tritt natiirlich nur auf, wenn V,V_ < oo sind.

E

V(x)

kontinuierlich, zweifach

} kontinuierlich, einfach

} diskret

Fiir Potentiale mit den angenommenen Eigenschaften ist das kontinuierliche Spektrum, falls es existiert,
liickenlos. Es ist also das Intervall | min(Vy, V_), +oo[. Das gilt nicht mehr, wenn lim,_,+. V() nicht existiert,
z. B. weil V (z) periodisch ist. In diesem Fall kann es Liicken im kontinuierlichen Spektrum geben (,, Bandliicken*).
Ein wichtiges Beispiel sind Elektronen im periodischen Potential der Atomkerne in Kristallen. In den Bandliicken
konnen diskrete Eigenenergien existieren.

6.2 Rechteckpotentiale

Wir betrachten als Beispiel zunéchst Potentiale, die bis auf Spriinge konstant sind, sogenannte Rechteckpotentiale.
Fiir diese kénnen wir die Schrodinger-Gleichung im Prinzip einfach 16sen: in den einzelnen Bereichen n = 1,2, ...
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mit konstantem Potential ist die Schrodinger-Gleichung von der Form

1/)"(:1:) = an(x)

mit Konstanten ¢, und an den Spriingen sind 1 und v’ stetig, also gelten die Anschlussbedingungen

blo—e) = e+e) | .o
Wir—e) = W(e+e) } flire - 0.
6.2.1 Kasten endlicher Tiefe

Sei

0 fiir —
Vi >0 sonst.

£<x<£
V(z) = 2 =772

(6.36)

(6.37)

(6.38)

Esist V, = V_ = V; und Vi = 0. Daher existiert nach Abschnitt 6.1.2 ein zweifach entartetes kontinuierliches
Spektrum fiir £ > V; und evtl. ein diskretes Spektrum im Bereich 0 < E < V;. Wir betrachten zunéchst den

letzteren Fall.

V(x)
I I III
‘/l*
e e e IEEEEE
_L 0 L X
2 2

Es liegen drei Bereiche I, II, IIT vor, wobei Bereiche I und III klassisch verboten sind. In I und III gilt

V(@) =~ — Vi) w(a) = K (a),
>0

wobei k = y/2m(V; — E)/h ist. Allgemeine Losung:

’(/)I(LL') = Aleﬁx + BIQ?_KI7
Y (z) = Amre”™ + Brre™ 0.

Damit ¢ (z) beschrénkt bleibt, muss

By =Am =0
gelten.
In IT (klassisch erlaubt) gilt
2m
¥ () = o B y(a) = k()
———
<0

mit k = v2mE/h. Allgemeine Losung:

Yr1(x) = Cpy cos kx + Diy sin k.
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Die Anschlussbedingungen ergeben

Gi(~L/2) = A2 = gp(-L)/2)

L L
= (Yrcos k— — Drrsin k—, (6.45)
2 2
!
Yi(=L/2) = Awe "2 =g (~L/2)
L L
= C(Cpyksin % + Dyik cos %, (6.46)
Yir(L/2) = Bme "L/? = Y (L/2)
kL kL
= (frcos ? + Dyp sin ?, (6.47)
!
Yi(L/2) = —Buke "L/% =y (L/2)
kL kL
= —(Cpksin 5 + Dk cos -5 (6.48)

Dies sind 4 lineare Gleichungen fiir die 4 Unbekannten Ay, Cry, D1, B, jedoch sind sie nicht unabhéngig. Wir
finden

kL
(A1 + Bm)e "F/% = 2Cqy cos TR (6.49)
kL
(AI - BIH)(iil{L/2 = —2Dy;sin ?, (650)
kL
(AI - BIH)HeiﬁL/z = 2Dk cos ?, (651)
kL
(Ar 4 Bi)ke *F/? = 201k sin R (6.52)
Es folgt
kL kL
2Crik cos 5 = 2Crik sin > (6.53)
L L
—ZDHK sin % = ZDHk‘ COS % (6.54)

Nun kann nicht Cy; = Dy = 0 gelten, da sonst auch Ay = By folgt und damit 1) = 0. Also muss zumindest einer
der Parameter Cry, Dy von Null verschieden sein.
Ist C11 # 0, so folgt

. kL
sin —
2 _ani _F
o = tan 5 =% (6.55)
cos —
2
und
kL
COSs 7 k
— Dyk = 2 _ x .
uk = Duk %L Duk - (6.56)
sin —
2
= Dnp(k*+k*)=0 (6.57)
= Dip= (6.58)
Ist dagegen D1 # 0, so folgt analog
kL k
tan — = —— 6.59
an — - (6.59)

und CH =0.
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Somit existieren Losungen fiir alle E € [0, V4], die

V2mE L \/ Vi—E
N = = (6.60)

oder

V2mE L E

tan o (6.61)
2h W—F
erfiillen. Diese Gleichungen sind nicht analytisch l6sbar, sondern nur numerisch oder graphisch. Dazu fithren wir
die Energieeinheit
202
— .62
£i= s (6.62)

ein und schreiben die Gleichungen als

tan \/7 , / bzw. tan \/7 —— Vl : (6.63)

Wir zeichnen beide Seiten der beiden Gleichungen als Funktionen von /F/e und suchen die Schnittpunkte.
Dabei ist mathematisch korrekte Losung £ = 0 der zweiten Gleichung physikalisch nicht sinnvoll, da sie zu k = 0,
11 = 0 und damit schlielich zu ¢ = 0 fiihrt.

Vile =100

g——————————

L |

erster Schmttpuﬁkt
|

|
|
|
I
1
I
I
I

!

Ele

Wir erkennen, dass die niedrigste Eigenenergie eine Losung der ersten Gleichung ist und fiir alle Vi /e > 0
existiert. Es gibt also immer mindestens einen gebundenen Zustand. Existiert mehr als eine Eigenenergie, so
wechseln sich Losungen der ersten und zweiten Gleichung ab. Diese entsprechen geraden (Dyp = 0) bzw. ungeraden
(Cn1 = 0) Funktionen #(z). Die Lésungen in Bereichen I und III, d. h. die Koeffizienten A; und Biyy, ergeben sich

aus den Anschlussbedingungen. Die ersten beiden Eigenfunktionen sind hier skizziert
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Fiir E > V; existiert ein kontinuierliches Spektrum und die Eigenzustéinde sind ungebunden. Diese diskutieren
wir unten in 6.2.3 im Zusammenhang mit dem Tunneleffekt.

6.2.2 Kasten mit unendlich hohen Wianden

Im Grenzfall V3 — oo lassen sich die Eigenenergien und Eigenfunktionen geschlossen ausrechnen. Dazu miissen
wir zunéichst verstehen, was in diesem Fall aus den Anschlussbedingungen wird.

V(x)

L L X
2 2
Fiir beliebige endliche Energie E > 0 ist K = y/2m (V4 — E)/h — oo und damit ¢;(x) = Aje™ — 0 fiir « < —L/2
und"wm(x) = Be " — 0 fiir ¢ > L/2. Stetigkeit erfordert dann ¢(+L/2) = 0.
Uber die Ableitung v1;(£L/2) kénnen wir aber nichts schlielen: Am Anfang des Kapitels hatten wir gesehen,

dass aus
2m

V(@) = —75 [B = V(@) $() (6.64)
fiir ein bis auf endliche Spriinge stetiges Potential V() folgt, dass 1" (z) ebenfalls stetig bis auf endliche Spriinge
ist. Aber jetzt divergieren die Spriinge in V() fiir V; — oo. Zwar geht v (z) an diesen Spriingen gegen Null, wir
kénnen aber nicht ausschlieBen, dass 1" () divergierende Spriinge enthilt. An diesen kann das Integral ¢’ (x) von
" (x) unstetig sein.

Wir koénnen das Problem demnach mathematisch wie folgt formulieren (siche auch Abschnitt 5.7):

2m . L L
"' (z) = 77 Ey(x) fir z€ {—2, 2} (6.65)
mit den Randbedingungen ¢1(£L/2) = 0.
Zur Losung definieren wir zuniichst wieder k := v/2mE /h. Damit ist die Differentialgleichung
W (x) = —k* ¢(z) (6.66)
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zu losen. Ansatz:

Y(x) = Ccoskx + Dsinkx (6.67)
= ¢"(x) = —Ck*coskx — Dk?sinkx = —k*¢(z), (6.68)
der Ansatz erfiillt die Schrodinger-Gleichung fiir alle C, D. Randbedingungen:
kL kL
Y(=L/2) = 00057 —Dsin7 =0, (6.69)
kL kL
Ww(L/2) = 00057 —i—Dsin? =0. (6.70)
kL kL
= 0008720 A Dsin7:0. (6.71)
C = D = 0 ist keine sinnvolle Losung. Sei nun C' # 0, dann folgt
kL kL 1
COS?:O = 2:<j+2)7r, i=0,1,2/... (6.72)
kL
= sinT#O = D=0. (6.73)
Ist dagegen D # 0, dann folgt
kL
in & _ — =jm j=1,2,3,... 74
S 9 0 9 Jm ] ’ a37 (67 )
kL
= 00577&0 = C=0. (6.75)

Wir finden also wieder zwei Klassen von Losungen mit geraden bzw. ungeraden Eigenfunktionen. Eigenenergien

sind alle F,, mit
2mE, L n

5T, =57 n=123,... (6.76)
2h2
- En:;;nTnz, n=1,2.3,... (6.77)
Die Eigenfunktionen sind:
(a) fiir ungerades n (D =0)
Yn(x) = Ccoskx, k=+/2mE,/h. (6.78)
Normierung:
L/2 L/2 ,
L
/ dx [, (x)]? = / dx C? cos® kx = CT L1 (6.79)
~L/2 ~L/2
Wahle C = /2/L, also
2 Ve2mE,x |2 nwx
zbn(sc)f\/z cosTfﬂz cos ——. (6.80)
(b) fiir gerades n (C = 0):
Yn(x) = Dsinkz, k=+/2mE,/h. (6.81)
Analog:
[2  2mE, 2
Yn(x) = 7 sin% =\ sin ? (6.82)

79



Es=9E, RN T/
Loys(x)
L WK
E2: 4E1\_//\
/ W (%)
E, T T --=-
_L L
2 2

6.2.3 Rechteckige Potentialbarriere: Tunneleffekt

Wir untersuchen nun die Potentialbarriere

|0 fiir |z| > L/2
Viz) = { Vi >0 fir|z| < L/2.
Vix)
I I I
Vi
_L 0 L X
2 2

(6.83)

Es gilt V, = V_ = Vi = 0. Das System hat daher ein zweifach entartetes kontinuierliches Spektrum, d.h. es
existieren nur ungebundene Zusténde. Wir betrachten o. B.d. A. den Fall eines von links einlaufenden Stroms von
Teilchen der Energie £ > 0. Die Losung fiir einen von rechts einlaufenden Strom bei derselben Energie ist analog

and ergibt den anderen der beiden entarteten Zustédnde.

Klassisch wiirden fiir £ < V; alle Teilchen reflektiert und fiir £ > V; alle transmittiert. Wie sieht das in der

Quantenmechanik aus? Wir machen einen Ansatz durch ebene Wellen,

wl(x) _ AIeikm + Ble—ikw7
Yr(r) = Ape™™ + Bre "7,
Ymi(z) = Ame™ + Bie
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mit
kE=v2mE/h und k=+/2m(E —V1)/h. (6.87)

k wird imaginér, falls F < V; ist. Dann besteht v aus exponentiell abfallenden und anwachsenden Anteilen.
Wenn der Teilchenstrom von links einlduft, kommen keine Teilchen von rechts, also existiert im Bereich III keine
linkslaufende Welle. Fiithren wir voriibergehend die Zeitabhéingigkeit wieder ein,

Yr(a,t) = Ay e U 4 By e~ ke miBYR, (6.88)

rechtslaufend linkslaufend

so sehen wir, dass By = 0 sein muss.
Die Wellenfunktion ist nicht quadratintegrabel, aber beschrinkt. Die Wahl des Vorfaktors ist willkiirlich, es
ist aber praktisch, die Amplitude der einlaufenden Welle zu 1 zu wéahlen. Also setzen wir

Pi(z) = e peTihe (6.89)

einlaufend  reflektiert
Un(z) = Ac" 4 Be i, (6.90)
l/}HI(IL') = teikw (691)
transmittiert

mit noch unbekannten Koeffizienten r,t, A, B.
Der Ansatz erfiillt die Schrédinger-Gleichung. Wir miiflen noch die Anschlussbedingungen beriicksichtigen:

Ui(—L)2) = e L/2 | peikL/2

L Yn(—L/2) = Ae=i"L/2 4 BeinL/2 (6.92)
Vi(=L/2) = ike /2 _jfpetkt/?

< Y(=L/2) = ikAe /2 _igBe T, (6.93)
bm(L)2) = te*/?

RS Y (L)2) — Aei®L/? | Beminl/2 (6.94)
Uin(L/2) = ikte™™"/?

= W(L)2) = ikAe™L/2 — jxBe~RL/2, (6.95)

Dies ist ein inhomogenes lineares Gleichungssystem fiir r, ¢, A und B (inhomogen aufgrund des Terms von der
einlaufenden Welle, der keine der Unbekannten enthélt). Die Losung ist elementar, aber etwas miihsam.
Wir betrachten nun die Wahrscheinlichkeitsstromdichte

) = g |07 4 00 = (45 7@ vt

" 2mi dx dx
= o [0 @) () — (@) )] (6.96)

Man kann zeigen, dass j(x) auf ganz R konstant ist: Aus der Kontinuitiitsgleichung fiir dieses eindimensionale
System folgt

dj 0o
= = —. 6.97
dr Ot ( )
Fiir die Eigenfunktion v, ist jedoch
o(,1) = [ (@)e” EntI 2 = [y (2)|? (6.98)

und somit dp/dt = 0. Es folgt 9j/0x = 0.
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Der Strom links der Barriere (im Bereich I) ist

]I(x) —_ % [(e—ikz + ’I“* eik$) (Zk' eik’r _ ’I“Zk‘ e—ikr) _ (—Zk e—ikz 4 T*Zk eikm) (eikx + re—ikz)]
= % 1 — T BT | BT |2 ] g s T 2T r?]
hk
= (1 —1rl?. .
(1= IrP) (6.99)
Er besteht aus dem einlaufenden Strom -
;. - Nl
Ji(z) - (6.100)
und dem reflektierten Strom -
gr(z) = - 7|2, (6.101)

der negativ ist, da er nach links flieft. Der Strom rechts der Barriere (im Bereich IIT) ist der transmittierte Strom

R

Jm(x) = ji(x) = —

_ , e hk
[t e R tik e 4 trik e R LR = — |t (6.102)
2mi m

Man definiert die Reflexions- und Transmissionswahrscheinlichkeiten (oder -koeffizienten) als

R:= -7, (6.103)
Ji
7= (6.104)
Ji
Es folgt fiir die betrachtete Barriere
R=r|? (6.105)
T = |t|*. (6.106)

Es ist wichtig, die Koeffizienten iiber die Stromdichten zu bestimmen, nicht direkt iiber die Amplituden. Der
Weg {iber die Stromdichten gewihrleistet automatisch die Erhaltung der Wahrscheinlichkeit und funktioniert fiir
beliebige Potential V(x), sofern diese iiberhaupt ungebundene Zusténde erlauben.

Da der Gesamtstrom konstant ist, muss ji(z) = ji(x) gelten, also

1—|r)? =t~ (6.107)
Die explizite Losung fiir r, ¢, A und B erfiillt dies natiirlich. Es folgt

1-R=T (6.108)
= R+T-=1 (6.109)

Das ist verniinftig — jedes Teilchen wird sicher entweder reflektiert oder transmittiert, die Summe der beiden
Wahrscheinlichkeiten ist eins.
Die Losung des Gleichungssystems ergibt, hier ohne Details,

16E(E — V1)

T=t = - ; 11
|t| 16E(E _ V‘l) _ V12(ean _ efuiL)Z (6 0)

mit k = \/2m(E — V1) /h. Dieser Ausdruck gilt sowohl fiir £ > V} als auch fiir 0 < F < Vj.

Wir konnen auch schreiben
4E(E — W)

T = - 2 »
AE(E —Vq) + V2sin® kL

(6.111)
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was allgemein richtig, aber besonders fiir £ > Vi, also fiir reelles &, niitzlich ist. Liegt die Energie oberhalb der
Barriere, finden wir also, dass sich die Transmissionswahrscheinlichkeit T' periodisch mit der Dicke L der Barriere
dndert. Insbesondere ist T'= 1 fiir L = nw/k, n = 0,1,2, ... Diese nicht monotone Abhéngigkeit der Transmission
von L beruht auf der Interferenz zwischen den an den beiden Spriingen reflektierten Abteilen der Welle. Beachte
auch, dass wir, anders als im klassischen Fall, auch fiir £ > V; im Allgemeinen keine vollsténdige Transmission

erhalten.

E>V,

AR T

0

Die Herleitung hat nie benutzt, dass V; > 0 ist. Wir erhalten fiir den Potentialtopf endlicher Tiefe, Vi < 0,
also dieselbe Formel. Damit konnten wir nun auch die Streuzustinde des oben behandelten Kastens endlicher
Tiefe angeben.

Andererseits kénnen wir auch schreiben
4E(Vh — E) B 4E(Vy — E)

T = = .
4E(Vy — E) + V2sinh?(—ixL /2 —E)L
(Vi = E) + Vs (=ikl) ) pr By 4 V2 sinh? —m(V;L )

(6.112)

Auch dieser Ausdruck ist allgemein richtig. Er ist besonders niitzlich fir F < Vi, so dass —ik =
—iy/2m(E —V1)/h = \/2m(Vy — E)/h reell ist. Liegt die Energie also unterhalb der Barrierenhéhe, finden wir

quantenmechanisch dennoch eine nichtverschwindende Transmissionswahrscheinlichkeit. Das ist der quantenme-
chanische Tunneleffekt. Er ist zum Beispiel wichtig in Kernzerfillen und Kernfusion und auch fiir die Funktion
eines Rastertunnelmikroskops (scanning tunneling microscope, STM). Wir sehen, dass T fiir wachsende Dicke L
monoton abnimmt.

T
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SchlieBlich skizzieren wir noch T' als Funktion der Energie E fiir verschiedene Dicken L:

1 T
081 -
'L klein i
0.6~ -
E L 4
0.4} -
. — emv)"Lin=1 -
— 2 _
0.2
— 4
P 8 i
L grof
0 | L | |
0 1 2 3 4

EIV,

6.3 Der harmonische Oszillator
Der harmonischer Oszillator, beschrieben durch den Hamilton-Operator

- n?  d? 1

H=—g——5+5 mw?a?, (6.113)
ist eines der wichtigsten Modelle in der Physik. So kann man kompliziertere Potentiale V' (z) in der Nihe , generi-
scher“ Minima in eine Taylor-Reihe entwickeln und durch den konstanten und den quadratischen Term annéhern,
was einen harmonischen Oszillator ergibt. Auflerdem wird in der Quantenfeldtheorie jede Mode (vgl. den Abschnitt
2.2 zum Begriff der Mode) des Feldes durch einen harmonischer Oszillator beschrieben. Die zeitunabhingige
Schrodinger-Gleichung

h2 1" 1 2,2
_ z = A1
o (@) + 5 e Y(e) = Eep(a) (6.114)
lasst sich durch die Ersetzungen
£ = (6.115)
h
2F
K = — A1
= (6.116)
vereinfachen zu
B"(€) = (€2 = K)9(8). (6.117)

Hier ist ¢ (§) nicht dieselbe Funktion wie v (z), sondern es gilt (x) = ¢(§ = /mw/k z). Wie in der Physik
iiblich, verwenden wir dasselbe Symbol, da es sich um dieselbe physikalische Grdifle handelt. Da das Potential fiir
x — Foo (£ = +oo) divergiert, Vy = V_ = oo, existiert nur ein diskretes Spektrum mit gebundenen Zusténden.
Die Eigenfunktionen miissen also quadratintegrabel sein und fiir £ — 400 verschwinden.

Fiir grofle |£] lautet die Gleichung

S (6.118)
mit der asymptotischen Losung
2 2
Ypr~Ae /2 L Bet /2 (6.119)
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Hier muss B = 0 sein, damit lim¢_, 4+, % = 0 gilt. Es ist niitzlich, die asymptotische Abhéngigkeit abzuspalten,

»(€) = h(€) e s /2, (6.120)
und Losungen fiir h(€) zu suchen. Mit
W= (W —€h)e 2, (6.121)
W= (W —26h + (€ = 1)h)e ¢/ (6.122)
finden wir
W' — 2k’ + (K — 1)h = 0. (6.123)

Diese Gleichung ist linear, homogen und von 2. Ordnung, aber nicht einfach, weil der Koeffizient des Terms A’ nicht
konstant ist. Eine sinnvolle Methode fiir die Losung ist die Taylor-Entwicklung von h(§) (Frobenius-Methode):

W) =Y a¢ (6.124)
§=0
mit noch unbekannten a;. Dann ist
W(E) =) ja et =3 (+Dajng (6.125)
j=1 j=0
und
oo ) oo )
W'(€) = 30+ Daj& ™" =) (G + 1) +2)a; 28 (6.126)
j=1 j=0
Einsetzen in die Gleichung ergibt
e .
SOIG+ DG+ 2)ajp2 — 2ja; + (K — 1)ag] & =0. (6.127)

Jj=0

Die beiden Seiten miissen in jeder Ordnung in ¢ gleich sein, weil die ¢/ linear unabhéngig sind, also

G+ +2)ajp2 —2ja; + (K —1)a; =0 Vj. (6.128)
Dies ergibt die Rekursionsformel
2j+1—-K
GG+ " (6:129)
Die Losung hat offenbar die Form
h(g) = hgerade(f) + hungerade (é-)a (6130)
wobei
hgerade (&) = ao + a2€? + as&* + ... (6.131)
nur von ag abhéngt und
hungcradc (5) = alg + a3€3 + a5€5 +... (6132)

nur von a; abhéngt. Wir haben also zwei freie Parameter ag und a; in der Losung, wie fiir eine Gleichung zweiter
Ordnung auch zu erwarten war. Jedoch sind nicht alle so erhaltenen Losungen quadratintegrabel. Es ist zunéchst
iiberraschend, dass es iiberhaupt beschriinkte Losungen gibt: Fiir grofie j wird Gleichung (6.129) némlich zu

2
Aj42 ~ Eaj (6133)

85



mit der Losung

Q

0
7
a; ~ (2) (6.134)
7 C1 i de i
(%)' iir ungerade j

mit Konstanten ¢y und c¢;. Der Beweis ist einfach: Es folgt

fiir gerade 7,

2
=~ 3 fiir gerade j,
= : ’ (6.135)

=== fiir ungerade j.
J

Dann ist

1. 1
h&) ~ co 2:@§9+ﬁ > =
Jj gerade \2/° j ungerade :
— = 1 2n - 1 2n+1
=Co ZJ ] £+ z% ) ¢
=coet +eréef = (co+crf)ef . (6.136)

Aber damit wird ) ,

V(E) =) et~ (co+ ) et 2, (6.137)
was fiir £ — +o0o divergiert. Der einzige Ausweg ist, dass die Iteration, Gl. (6.129), abbrechen kann. Dies geschieht
fir K =2n+1mit n=20,1,2,..., dann gilt ndmlich

2n+1-K 0
TG )+ T D+ 2)” (6.138)
unabhéngig von a,, und dann nattrlich auch a4 = ap46 = --- = 0. Dann ist h(£) ein Polynom und I"L(ﬁ)e_52/2
verschwindet fiir £ — d+oc0. Fiir K = 2n + 1 nimmt die Rekursionsformel die Form
2(j —n)
iy = — : a; 6.139
AT R (0459
an. Die ersten paar Losungen sind:
n=o 20— 0
a9 = 7(1 ><_2 )ao = 0, (6140)
wihle a3 =0 = a3 =as="---=0 (sonst wiirde die Folge a,, nicht abbrechen und die Losungsfunktion
wire nicht quadratintegrabel)
= (6) = ape ¢/ (6.142)
(ap erhalten wir aus der Normierung).
n=t 2(1—1
as = %al =0, (6.143)
Wéihleao:() = ay=a4=---=0
= (6 = mEe O (6.145)



az

aq

wahle a1 =0

= h2(§)
= ()

asz

as

wahle ag =0

= h3(§)

= P3(§)

2(0-2)
1x2
2(2-2)
3 x4

ap = —2ayp,

GQZO,

apg — 2(1062 = ao(l — 262)
ao(1 — 26%)e ¢ /2,

2(1 - 3) 2
— 1 = —a,
2x3 3

2(3 — 3)
. :0
Ax5 3 ’

g~ i = (€ - 36

ai(§ — 253)6_52/2~

Ohne Beweis geben wir an, dass die allgemeine, normierte Losung lautet

Pn(x) = (%)1/4 \/%

()

Hy(€)e €/

Hn(,lw;iwx> exp(—%aﬂ), n=20,1,2,...

wobei H, (&) die Hermite-Polynome sind. Die ersten Hermite-Polynome lauten

1,
2,

4€% — 2,
8¢* — 12¢,
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(6.146)

(6.147)

(6.148)
(6.149)

(6.150)

(6.151)

(6.152)

(6.153)



Die Skizze legt die Vermutung nahe, dass n die Anzahl der Nullstellen von ), (z) angibt. Das ist tatséchlich fiir
alle n korrekt.
Die Eigenenergien lauten

hw
E,=—
2

hw 1
K(n) = 7(271—1—1) = hw <n+2) . (6.159)
Insbesondere ist die Grundzustandsenergie Fy = hw/2 und damit grofler als die minimale klassische Energie,
Eglassisch — min V() = 0. Die Differenz nennt man Nullpunktsenergie oder, im Zusammenhang mit der Quanten-

feldtheorie, auch Vakuumenergie. Thr Auftreten ist ein fundamental quantenmechanisches Phanomen. Wir werden
im Rahmen des Dirac-Formalismus eine elegantere Beschreibung des harmonischen Oszillators kennenlernen.

6.4 Paritit und Knotenzahl

Bei der Betrachtung der gebundenen Losungen fiir den Kasten endlicher Tiefe und fiir den harmonischen Oszillator
fallen mehrere Gemeinsamkeiten auf: Fiir beide Potentiale sind die Eigenfunktionen entweder gerade oder ungerade
Funktionen von x und ihre Paritit — die Eigenschaft, gerade oder ungerade zu sein — wechselt sich fiir aufsteigende
Eigenenergie ab. Der Grundzustand ist gerade. Auflerdem haben die Eigenfunktionen fiir aufsteigende Energie

0,1,2,... Nullstellen (Knoten). Hier wollen wir diese Eigenschaften fiir allgemeine Potentiale in einer Dimension
untersuchen. Dafiir ist die Definition der Wronski-Determinante von zwei Funktionen (), ¢(z) niitzlich:
P(x)  p(x) / /
W, p;x) = =yY(x ) — p(x ). 6.160
o) i= | 40 S| p@e @) - (o) @) (6.160)

Seien v, und 1, zwei Eigenfunktionen des Hamiltonians H zu den Eigenenergien F,, und E,. Dann gilt:

V(@) = 2 V(@) = ] (@), (6.161)
Yila) = T V(@) = Eal Yn(a), (6162)
Es folgt
A [ (2) 0n(2) = Y1) Y ()] = U1 (0) Y 0) — (&) ()
= 2 T — B — VT + B i (0) ()
2m
= ﬁ [En - Em] ¢m (I) wn(x) (6163)
und daher

Z2

W (W, i w2) = W (i, s 2) = W (W, i)
= [t (@) ¥, () — (@) Wi ()]
= — [ (@) (@) — G (2) o ()]

== [ L [0 @) ) = 010 ()]

__ / du ;ﬂ (B — Bu) () o ()

T

2m

=32 (Bm — Bn) / dz Y (2) Yn (@) (6.164)
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Fiir quadratintegrable v, (¢ = m,n) gilt lim; 10 ?¥y(x) = 0 und lim; 1 ¢p(x) = 0 und damit
limg 4 00 W (%, ¥n; 2) = 0. Wir erhalten dann

x

W(¢m7¢n;$) - W(z/}mv'(/}n; _OO) = 2%:‘ (Em - En) / dz’ ﬂ)m(.’[:/) ’Q[Jn(l'/) (6165)
=0 —00
Betrachten wir den Fall E,, = E,,. Dann folgt
W(wma'l;/}n?x) =0 vz, (6166)
also
Y () 1y, () — () Uy, (2) = 0 (6.167)
= Y () 1y, (2) = P () Yp, (7). (6.168)

Hieraus folgt fiir alle z, aufler an isolierten Nullstellen von 1), und v,

la) _ ()

77[}n($) 7/1m(93) (6'169)
d d
= o In ¢, (x) = e In ¢, () (6.170)
= In ¢Y,(z) =1In Y, () + C (6.171)
mit einer Konstanten C'. Damit erhalten wir
() = € Yy (). (6.172)

Also sind 9, und 1, linear abhéingig. Es folgt, dass fiir eine gegebene Energie nur eine linear unabhéngige Losung
existieren kann. Die Eigenenergien der gebundenen Zustédnde sind also nicht entartet.
Eine weitere Aussage ergibt sich fir E,, # E,. Wir schicken x nach +o0o und erhalten aus Gl. (6.165)

oo

0= W(wmawn; OO) - W(wma Yn; _OO) = % (Em - En) / dx ¢m(m) wn(w) (6]‘73)
25 0= [ @) iale) = [ A i) 6alo) = o) 6174

Verschiedene gebundene Eigenzustdnde sind also orthogonal. Dies hatten wir zwar schon behauptet, aber noch
nicht gezeigt.

6.4.1 Knotenzahl

Wir beweisen nun zwei Aussagen iiber die Nullstellen (Knoten) der Eigenfunktionen fiir gebundene Zustéinde.
Die zweite Aussage schlieft die erste ein und ist etwas schwieriger zu zeigen. Wir ordnen die Eigenzusténde
n=20,1,2,... so, dass gilt £y < E1 < FEy < ... Die Zahl der Eigenwerte im diskreten Spektrum kann endlich
oder (abzéhlbar) unendlich sein.

Sei nun n > m, also F,, > E,,. Seien 21 und x3, 21 < 2, zwei benachbarte Nullstellen von 1, (z). Wir lassen
auch Werte r1 = —oo und z2 = 0o zu, mit offensichtlicher Bedeutung. O.B. d. A. nehmen wir

Ym(z) >0 Vo>z Ae <z (6.175)

an. Gleichung (6.164) ergibt dann

2m

W (s i 22) = W (s s 01) = 2t (B — ) / A oo () () (6.176)
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Z2

= QFT? (Em — En)/dx Vi (2) Y () = Y (22) U, (22) — PV (22) V], (T2) — Y (21) W), (1) + Y (21) YL, (21)
J \—;,0—/ \_;,0_/
= —Yn(@2) ¥, (22) + Yn(@1) ¥p, (21) (6.177)
2m 7 , ,
2 (En — Em) /d1j Vi () Y (T) = P (w2) Yy, (22) — (1) Py, (21) (6.178)

Z1

Nehmen wir nun an, dass ¢, (x) auf Jz1,22[ das Vorzeichen nicht wechselt. Sei 0.B.d. A. ¢, (z) >0 VYV > 3
Ax < x2. Dann ist die linke Seite von Gl. (6.178) positiv. Die rechte Seite ist aber

Pn(2) P, (22) — Y (21) Yy, (21) <O. (6.179)
>0 <0 >0 >0

Widerspruch! Also muss 9, (z) zwischen den Nullstellen von ,,(x) — einschlieflich der ,,asymptotischen“ Null-
stellen fiir  — +o0o — mindestens einmal das Vorzeichen wechseln. Daraus folgt sofort, dass ¢, (z) fir E, > E,
mehr Nullstellen hat als ¢, ().

Wir begriinden nun nicht rigoros, dass die Zahl der Nullstellen (fiir endliche x) gegeben ist durch n. Das ist
die Aussage des Knotensatzes. Die Beweisidee ist konzeptionell &hnlich zu M. Moriconi, arXiv:quant-ph/0702260:
Wir definieren eine Schar von Potentialfunktionen:

Vi(z) = a % mea? + (1— a)V (z). (6.180)

Fiir « = 1 erhalten wir den harmonischen Ostzillator, fiir den wir die Giiltigkeit des Knotensatzes bereits explizit
gezeigt haben. Fiir o = 0 ist V, mit dem betrachteten Potential V' identisch. Zumindest fiir hinreichend gutartige
) und Eigenfunktionen 1/)7({1)(;15) stetig von « € [0, 1] ab. Dann kénnte sich die Zahl
der Knoten von 1/},&0‘) nur dadurch dndern, dass fiir einen gewissen kritischen Wert a = a. entweder

V héngen die Eigenwerte E,(La

(a) ein Extremum von z — wﬁf‘)(m) durch Null geschoben wird,

W) v ()

-

X N X
oder

(b) eine Nullstelle in drei aufgespalten wird oder umgekehrt.
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In beiden Fillen existiert ein x., so dass
G (@e) = 0N (@) = 0 (6.181)

Da die Schrédinger-Gleichung linear und von zweiter Ordnung ist, ist die Losung durch die Angabe der Funktion
und ihrer Ableitung an einem Punkt eindeutig bestimmt. Da ¢ = 0 offensichtlich eine Losung ist, ist dies dann
auch die einzige Losung. Aber dies ist keine Eigenfunktion. Also verschwindet die n-te Losung aus dem diskreten
Spektrum fiir & = «,, im Widerspruch zur Erwartung, dass das Spektrum stetig von « abhéingt. Es ist hier
wichtig zu beachten, dass fiir a > 0 gilt lim,_, £+, Vo (2) = 00, so dass kein kontinuierliches Spektrum existiert. Das
Verschwinden einer Losung fiir o, > 0 kann also nicht darauf beruhen, dass eine diskrete Losung ins kontinuierliche
Spektrum eintaucht. Insgesamt finden wir fiir gutartige Potentiale, dass sich die Zahl der Knoten von 1/)7(;1)(:10) als
Funktion von « € [0,1] nicht &ndert. Andererseits konnen sich Eigenwerte auch nicht schneiden, da Entartung
bereits ausgeschlossen wurde. Damit bleiben die Eigenenergien Eéa) aufsteigend geordnet und wir finden, dass
,(La)(x) mit geordneten E,(la) dieselbe Zahl von Knoten hat wir fiir den harmonischen Oszillator, also n.

Eine Bemerkung ist noch notwendig: V (x) muss nicht lim,_, 1o, V(x) = oo erfiillen und hat dann i. A. nicht
unendlich viele diskrete Eigenenergien. Da die hier betrachteten Potentiale keine Liicken im kontinuierlichen
Spektrum haben und da sich Eigenwerte fiir a > 0 nicht schneiden, miissen dann alle Zustdnde mit n > nqgis, Nqis
ist die Machtigkeit des diskreten Spektrums, ins kontinuierliche Spektrum iibergehen.

6.4.2 Paritit

Der Knotensatz gilt unabhingig von der Symmetrie des Potentials V' (z). Die Beispiele des Kastenpotentials und
des harmonischen Oszillators betrafen Potentiale mit der speziellen Eigenschaft

V(—z) =V(z). (6.182)
Fiir diese geraden Funktionen finden wir
h? d%,
o V(@) = Butae) (6.183)
w=—x h? d d
= = (=2 (= 20 )W + V(=) () = Enthu(—u) (6.184)
=V (u)
n? a2
T om du Yn(—u) + V(u)n(—u) = Exn(—u) (6.185)
und mit Umbenennung v — x:
h?* d?
e ) V(@) () = Euton(—2) (6.156)
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Yn(—x) erfiillt also dieselbe Schrédinger-Gleichung wie 9, (). Da die diskreten Eigenenergien nicht entartet sind,
folgt, dass sich ¢, (—x) und %, (x) nur um einen Faktor unterscheiden. Fordern wir Normiertheit und Realitéit, so
kann nur gelten

Die Eigenfunktionen sind also entweder gerade oder ungerade.

Gerade (ungerade) Funktionen kénnen nur eine gerade (ungerade) Zahl von Nullstellen haben. Mit dem
Knotensatz folgt, dass die 1, (x) fiir aufsteigend geordnete Eigenenergien E,, abwechselnd gerade und ungerade
sind. Die Grundzustandswellenfunktion (n = 0) ist gerade.
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Kapitel 7
Dirac-Formalismus

Wir haben im vorigen Kapitel gesehen, dass wir die Dynamik eines Teilchens dquivalent in der Orts- und Impuls-
darstellung beschreiben kénnen. Das legt nahe, dass dies nur zwei spezielle Darstellungen einer fundamentaleren
Theorie sind. Von welcher Art kann diese sein? Die Wellenmechanik fiihrte bereits auf Operatoren und deren
Eigenwerte sowie auf das Superpositionsprinzip. Wir kénnen also eine lineare Algebra von Operatoren als fun-
damentale Theorie erwarten. In diesem Kapitel wird diese Theorie, P. Dirac folgend, axiomatisch aufgebaut. Es
wird sich zeigen, dass sie sogar noch allgemeiner ist als gedacht, sie beschreibt ndmlich auch Systeme, die sich in
der Schrodingerschen Wellenmechanik nicht beschreiben lassen, z. B. Spins.

7.1 Zustande

Es ist naheliegend, den Zustand eines Systems durch Angabe eines minimalen Satzes von Grélen zu beschreiben,
der ausreicht, alle Eigenschaften festzulegen. In der klassischen Mechanik wird ein Zustand demnach durch die
Angabe der Koordinaten ¢; und Impulse p; aller Teilchen charakterisiert. Wir kénnen einen solchen Zustand
préiparieren, indem wir alle unabhéingigen Groflen ¢;, p; messen und das Experiment nur dann weiterfithren, wenn
sie die gewiinschten Werte haben.

7.1.1 Quantenmechanische Zustinde

Wie sieht das in der Quantenmechanik aus? Wir wollen im Prinzip ebenso vorgehen, wissen aber schon, dass
gewisse Groflen, wie z. B. Ort und Impuls eines Teilchens, nicht gleichzeitig scharf messbar sind. Wir sagen, diese
Grofen sind nicht vertrdglich. Wir wollen also zur Préaparation eines Quantenzustands eine hinreichend grofie Zahl
von vertraglichen Groflen messen. Einen so préparierten sogenannten ,reinen Zustand“ bezeichnen wir abstrakt
durch das Symbol | ...), z. B. |¢) oder |n), genannt Ket-Vektor. Die Wellenfunktion im Ortsraum, (7, t), und im
Impulsraum, (5, t), sind zwei spezielle Darstellungen des Zustands 1) eines Einteilchensystems.

7.1.2 Der Hilbert-Raum

Da die quadratintegrablen Wellenfunktionen einen separablen Hilbert-Raum iiber C bilden, postulieren wir, dass
dies auch fiir die Zustandsvektoren [¢) in der allgemeinen Formulierung gilt. Die Eigenschaften eines separablen
Hilbert-Raums hatten wir bereits in 5.3.1 besprochen. So existiert fiir Elemente eines Hilbert-Raums H ein
Skalarprodukt, das wir jetzt als

(o,0) : H®OH —C (7.1)

notieren, und das folgende Eigenschaften hat:

1. (¢|p) € R und (Y| > 0, wobei (¢|y)) = 0 genau dann, wenn |¢)) = 0. Wir schreiben das Nullelement von
H als 0 und niemals als |0), da |0) oft zur Bezeichnung des Grundzustandes, d.h. des Eigenzustandes des
Hamilton-Operators mit der kleinsten Energie, verwendet wird.
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2. (Ylp) = (ply)*.
3. (YIA1 + Aaha) = M (Y1) + Ao (¥|w2), woraus folgt (A1h1 + Aathalw) = AT (1]w) + A3 {1alep).

Man kann das Skalarprodukt auch als Produkt eines Elements (1| aus dem Dualraum H* zum Hilbertraum H und
eines Elements [¢)) € H auffassen. (| € H* nennt man einen Bra-Vektor. Das Skalarprodukt (|¢) ist dann ein
Bra(c)ket. Die zusétzliche Nomenklatur mit Einfithrung des Dualraums ist jedoch nicht erforderlich, der Begriff
des Skalarproduktes auf H ist ausreichend.

Zwei Vektoren |¢), |¢) # 0 nennt man orthogonal, wenn (|p) = 0 ist. Als Norm von (| € H definieren wir

191 = V(I (7.2)

Da H ein separabler Hilbert-Raum ist, existiert eine endliche oder abzdhlbar unendliche Orthonormalbasis. Ist
{len)} eine solche Orthonormalbasis, so kénnen wir einen beliebigen Zustandsvektor (| entwickeln:

= calen)- (7.3)

Die Koeffizienten c¢,, erhalten wir aus

(mlv) = ch {Pmlgn) = cm. (7.4)

*5mn

Es folgt
) = (enlt)lon) = len (nlt))- (7.5)

Weil dies fiir alle |¢) € H gilt, konnen wir als Operatoridentitit schreiben

> len)(enl =1, (7.6)
wobei 1 der identische (Eins-) Operator ist. Dies ist die Vollstandigkeitsrelation fiir die Basis {|¢n)}-

7.1.3 Produktriume

Oft interessieren uns zusammengesetzte Systeme, z. B. mehrere Teilchen. Was ist der Zustandsraum fiir zusam-
mengesetzte Systeme? Angenommen, zwei Teilsysteme werden durch Zusténde in den beiden Hilbert-Riumen
H1 und Ho beschrieben. Der einfachste Fall ist, dass die moéglichen Zusténde fiir Teilsystem 1 durch das Vor-
handensein von Teilsystem 2 weder eingeschriankt noch erweitert werden. Dasselbe soll fiir Teilsystem 2 aufgrund
von Teilsystem 1 gelten. Diese Annahmen stellen ein weiteres Postulat dar, das nicht immer erfiillt ist. Zum Bei-
spiel kénnen zwei ununterscheidbare Fermionen nicht in demselben Zustand sein (Pauli-Prinzip, siehe Vorlesung
Quantentheorie 2). Gilt das Postulat, so ist der Zustandsraum des zusammengesetzten Systems das Tensorprodukt
H =Hi ® Ha. Ist {{m)1} eine Basis von H; und {|n)2} eine Basis von Hz, so bilden

|m,n) :=|m)1|n)a (man schreibt auch |m); ® |n)s) (7.7)

eine (Produkt-) Basis von H. Die Dimension von H ist demnach das Produkt der Dimensionen von #; und Ha,
wobei die Dimension von H abzéhlbar unendlich ist, wenn die Dimension von H; oder Hs abzahlbar unendlich
ist. Physikalisch ist die Produktbasis sinnvoll: Wir miissen die Quantenzahlen m und n fiir beide Teilsysteme
angeben, um den Zustand vollstdndig zu beschreiben.

7.1.4 Der Dirac-Raum

Wie schon fiir Funktionenrdume diskutiert, ist es oft praktisch, auch nicht normierbare Zustandsvektoren, genannt
uneigentliche oder Dirac-Zustinde, zu erlauben. Dadurch wird der Zustandsraum zum Dirac-Raum erweitert, der
wegen der fehlenden Normierbarkeit kein Hilbert-Raum ist. Die Dimension des Dirac-Raums muss nicht endlich
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oder abzéhlbar unendlich sein und ist tatsdchlich meist iiberabzahlbar. Es stellt sich heraus, dass in physika-
lisch relevanten Fillen ein verallgemeinertes Orthonormalsystem existiert. Wegen der iiberabzéahlbaren Dimension
konnen seine Elemente |¢(a)) nur durch kontinuierliche Quantenzahlen «, 0. B.d. A. aus R, unterschieden werden.
Es gilt eine verallgemeinerte Orthonormalitédtsbedingung,

(pla)lp(a)) = o(a = o) (7.8)

und eine verallgemeinerte Vollstdandigkeitsrelation

/ dor (@) {p(e)] = 1. (7.9)

Die Entwicklung in Dirac-Basisvektoren hat dann die Form

) = / do f(0)|p()). (7.10)

Wie in Abschnitt 5.3.3 erwdhnt, ist die Fourier-Transformation von dieser Form.

Manchmal treten auch Orthonormalsysteme auf, die sowohl abzdhlbare als auch iiberabzihlbare Anteile enthal-
ten. Das ist z. B. der Fall fiir gebundene und ungebundene Eigenzustéinde eines Hamilton-Operators mit diskretem
und kontinuierlichem Spektrum. Die obigen Beziehungen lauten dann:

e Orthonormalitat:

(pnlen) = dnn, (7.11)
(p(@)]p(a’)) = 6(a —a), (7.12)
(enlp(@)) = (p(a)lpn) = 0. (7.13)

e Vollstandigkeit:
S len)enl + [ dalet@)ipta)] =1 (7.14)

e Entwicklung:

) =3 ealon) + / dov f ()] p(a). (7.15)

7.2 Lineare Operatoren

Wir hatten in der Wellenmechanik gesehen, dass Messgrofien (,,Observable“) durch lineare Operatoren auf dem
Raum der Wellenfunktionen dargestellt werden. In der allgemeinen Formulierung haben wir es also mit linearen
Operatoren auf dem Hilbert-Raum zu tun. Sei z. B. A ein linearer Operator auf dem Raum #:

DA — H

) = Al),
wobei Ds C H der Definitionsbereich von A ist. Wir betrachten, wie iiblich in der Physik, den Fall, dass D4
dicht in H ist. Zur Erinnerung: ,dicht“ bedeutet, dass zu jedem |¢)) € H und € € R ein |p) € D4 existiert, so
dass gilt ||¢ — ¢|| < e. In Worten: Zu jedem [¢)) € H existieren beliebig nah benachbarte |¢) € D 4. Das schliefit

die Moglichkeit ein, dass D4 = H ist.
Linearitat bedeutet

A1) + A2lib2)) = A Alpr) + Az Alya) VA1, A2 €C, |¢1),]1h2) € Da. (7.17)

Zu jedem linearen Operator A definiert man den adjungierten oder hermitesch konjugierten Operator Af
(gesprochen , A Kreuz“ oder ,A dagger®) gemif}

(W] AT ) = (plAly)* (7.18)

A: (7.16)
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fiir alle |¢)) € Da. Der Definitionsbereich D41 C H von AT ist die gréBte Menge von Vektoren |¢), fiir die die
rechte Seite von Gl. (7.18) existiert. Beachte, dass AT|y) fiir |¢) € D4+ nicht notwendigerweise im Hilbert-Raum
H liegt (oder dquivalent, dass (¢|A nicht notwendigerweise im Dualraum H* liegt).

Man kann zeigen, dass Af eindeutig bestimmt ist, wenn D4 dicht in # ist. Man kann auBerdem zeigen, dass
auf der Schnittmenge der jeweiligen Definitionsbereiche der beiden Seiten folgende Identitéiten gelten:

(AN = 4, (7.19)
(A+B) = A" 4+ BT, (7.20)
(c )Jr =c* At fiirc e C, (7.21)
(AB)" = BTAT. (7.22)

AuBerdem ist der zu Ay) fiir |¢)) € D4 gehérende Bra-Vektor (y|Af.

7.2.1 Hermitesche und selbstadjungierte Operatoren

Es gibt nun eine Reihe von Begriffen im Zusammenhang mit der Hermitizitét von Operatoren, die in der Literatur
nicht einheitlich definiert werden. Insbesondere unterscheidet sich die Verwendung zwischen der Mathematik,
speziell der Funktionalanalysis, und der Physik. In der Physik werden die Unterschiede oft gédnzlich verschwiegen.

Wir definieren zunéchst den Begriff der Beschréanktheit von linearen Operatoren: Ein linearer Operator A ist
beschrdnkt, wenn eine Zahl M € R existiert, so dass gilt

[AY[| < M|y V|y) € Da. (7.23)
Beispiele:
1. Die Multiplikation mit einer Konstanten ¢ € C ist beschrinkt:
lew | = Viewlep) = Vere (@l = el (7.24)

wir kénnen also M = |c¢| wihlen.

2. Die Multiplikation mit z ist auf H = La(R) gar kein linearer Operator, da fiir ) € Lo(R) nicht notwendig
xp € La(R) gilt. Gegenbeispiel:
Ve

N

D; = {¢ € Ly(R)|z¢ € L2(R)}, (7.26)
also die Menge aller quadratintegrablen Funktionen, die mit  multipliziert ebenfalls quadratintegrabel sind,
ein linearer Operator. Er ist aber nicht beschrankt. Denn z. B. hat

Y(z) = (7.25)

3. Die Multiplikation mit x ist fiir

1/)(:5)230261/22 mit € > 0 (7.27)
die Norm
]| = /dmw(m): /dxmz /2. (7.28)
Aber - h
ool = | [ dvariro) = | [ do g %2 ST (7.29)
= eyl =€l (7.30)

¢ kann beliebig grof} sein, also existiert kein M, so dass ||z¢|| < M ||| fiir alle &.
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Sei nun A ein linearer Operator mit in H dichtem Definitionsbereich D 4 und sei AT der zugehorige adjungierte
Operator. Dann fiithrt man folgende Begriffe ein:

1. Wenn gilt
(¥[Alp) = (plAl¢)* VIY),le) € Da, (7.31)
so heiit A hermitesch (in der Mathematik oft symmetrisch genannt). Mit der offensichtlichen Notation
|Ay) = Aly) (7.32)
und (Az)| = (1| AT fiir den zugehérigen Bra-Vektor (s.o.) ist die Definition #quivalent zu
(Y] Ap) = (p|lA)" = (Ap|p) V[Y),[e) € Da. (7.33)
Ist A hermitesch, so folgt
D4 C Dy, (7.34)

denn auf Dy erfiillt A selbst offensichtlich die Definitionsgleichung (7.18) fiir den adjungierten Operator,
aber dessen Definitionsbereich kann gréfier sein als Dy.

2. Wenn gilt
A= AT (7.35)

dann heifit A selbstadjungiert. Dies erfordert insbesondere, dass D4 = DL ist. Offenbar folgt aus Selbstad-
jungiertheit Hermitizitat, aber nicht umgekehrt.

Beispiel: Wir betrachten den Ortsoperator & in einer Dimension. Der Definitionsbereich D; =
{v € Ly(R)|2tp € Ly(R)} ist dicht in H = La(R). Beweis: Es reicht hin, zu zeigen, dass fiir jedes ¢ € Ly(R)
eine Cauchy-Folge in D; existiert, die gegen 1 konvergiert. Jedes ¢ € Lo(R) ldsst sich aber in Eigenfunktionen
des harmonischen Oszillators entwickeln:

Y(z) = Z Cnon(T). (7.36)
n=0

Die Eigenfunktionen ¢,, sind (Hermite-) Polynome multipliziert mit einer Gauf-Funktion und liegen daher in D;.
Das gilt auch fiir jede endliche Teilsumme Zg:o ¢n@n(x). Die Teilsummen fiir verschiedene N bilden die gesuchte
Cauchy-Folge. & ist hermitesch: Es ist

*

(¥]2]p) = /dfﬂw*(x)xs&(fﬂ): /déw*(x)xw(w) = (pl2|)". (7.37)

& ist aber nicht selbstadjungiert: Der Definitionsbereich von &1 ist
Dyt = {cp € Lg(R)‘(gp|j:|w>* existiert fiir alle ¢ € Di}

= {ap € LQ(R)‘<g0|QE|w> existiert fiir alle ¢ € D@}
= {<p € Lg(R)’ /OO dx " (z) z 1 (x) existiert fiir alle ¢ € Dj}. (7.38)

Aber Dj;+ ist echt grofier als Dy, denn die Funktion

p(z) = e (7.39)

/.132 _|_§2
liegt nicht in Dy, aber ¢ ist quadratintegrabel und es gilt

o0 oo o0

/dxgo*(a?)xz/}(a:): /dw\ﬂ%xw(w):\/& /dm\/x;ngw(x) (7.40)
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@(x) ist beschrénkt, da Element von Lo(R). Auflerdem folgt aus ¢ € D, dass
/ dx 2 ¢*(z) (7.41)

konvergiert. Daher fillt 22¢)?(z) fiir z — oo schneller als 1/|z| ab und () fillt schneller als 1/|z|3/? ab. Damit
konvergiert das Integral in Gl. (7.40). ¢ liegt also in Dy, aber nicht in Dgz. Damit ist

Dyt # Dj (7.42)

und also &1 # 2.

Mit &hnlichen Argumenten kann man zeigen, dass man fiir ¢(x) jede quadratintegrable Funktion wéhlen kann.
Es gilt also sogar Dsi = H.

Fiir beschrinkte Operatoren mit dichtem Definitionsbereich sind Hermitizitdt und Selbstadjungiertheit i. W.
dquivalent. Man kann némlich zeigen (Hellinger-Toeplitz-Theorem), dass man dann einen hermiteschen Operator
A auf eindeutige Weise so erweitern kann, dass D4 = H ist. Dann muss D 4+ 2 D4 auch gleich H sein.

Fiir unbeschrinkte Operatoren ist die Unterscheidung aber wichtig. Die Existenz eines vollstdndigen Orthonor-
malsystems von Figenzustédnden ist ndmlich nur fiir selbstadjungierte Operatoren gesichert. Beispiel: Der hermite-
sche, aber nicht selbstadjungierte Ortsoperator hat iiberhaupt keine Eigenfunktionen in seinem Definitionsbereich,
denn fiir diese miisste gelten

0= A = ((z — (2))?) = / dz (z — ()2 2(x). (7.43)

O.B.d. A. sei (z) =0 (sonst fithren wir eine Substitution u = 2 — (z) durch), dann folgt

0= / dx 2% (x) (7.44)
= P@)=0 Vo #0 (7.45)
= / Y*(z) =0 (Lebesgue-Integral). (7.46)

— 00

Also kann v(z) keine Eigenfunktion sein. Verallgemeinerte Eigenfunktionen von & existieren, ndmlich die 6-
Distributionen

Yo () = 0(x — ) (7.47)
mit
Ty (x) = 20(x — 20) = xo d(x — x0) = To VYa, (), (7.48)
aber diese liegen nicht in Ls(R) und damit auch sicher nicht in Dj.

In der Physik spricht man meistens — korrekt — von hermiteschen Operatoren. Der Ortsoperator 7%', der Im-

pulsoperator p und der Hamiltonian
9

3 p

H= o T V(7 (7.49)
sind alle hermitesch. Aber 7 und §'sind nicht selbstadjungiert. H ist nur selbstadjungiert, wenn lim,_, o V(rn) = oo
fiir alle Einheitsvektoren 7 gilt, dann hat H nur ein diskretes Spektrum. Die Entwicklung nach einem abzéhlbaren
Satz von Eigenzustéinden funktioniert nur fiir selbstadjungierte Operatoren. Fiir hermitesche, aber nicht selbst-
adjungierte Operatoren ist meist eine Entwicklung nach einem iiberabzihlbaren Satz von verallgemeinerten Ei-
genzustinden moglich. Diese spannen den Dirac-Raum auf. Diese Entwicklung steht auf mathematisch weniger
festem Grund.
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Aber oft findet man in Lehrbiichern der Quantentheorie fiir Hermitizitét die Bedingung
A=Al (7.50)
die eigentlich Selbstadjungiertheit bedeutet. Hermitizitdt liegt vor, wenn die schwéchere Bedingung
A=A"  auf Dy (7.51)

erfiillt ist. Es ist also iiblich, den Giiltigkeitsbereich zu unterdriicken.
Wichtig sind v.a. die Eigenwerte und Eigenvektoren der Operatoren. |a) ist ein Eigenvektor (Eigenzustand)
zum Figenwert a des Operators A, wenn die Eigenwertgleichung

Ala) = ala) (7.52)
erfiillt ist. Fiir hermitesche Operatoren gilt:
1. Alle Eigenwerte sind reell. Beweis:
(alAla) = (alala) = allal|” (7.53)
und
(alAfa) = (alala)* = a*||a]|*. (7.54)

Da A = AT auf D, folgt a = a*, also ist a € R. Allgemeiner sind sogar alle Erwartungswerte reell: fiir
beliebiges |a) € Dy N Dyt = D4 ist

(alAT|a) = (] Ala)* (7.55)
und andererseits wegen A = At

(a|AT|a) = (a|A]a), (7.56)
also

(a]Ala) = (a|Ala)™. (7.57)

Da alle bekannten MessgroBen (Observable) nur reelle Messwerte zeigen, liegt es nahe, Observable nicht
durch irgendwelche linearen Operatoren darzustellen, sondern durch hermitesche. Dann sind alle Erwar-
tungswerte garantiert reell.

2. Es existiert ein wvollstindiges Orthonormalsystem (eine Orthonormalbasis) von Eigenzusténden. D.h. es
existiert eine Basis {|a;)} mit
<a¢\aj> = 61‘]‘ (758)

und der Vollstédndigkeitsrelation

> laiy(ai| = 1. (7.59)
Lassen wir A auf einen Zustand |a) wirken, so erhalten wir
> Ala)(ailo)
i
> ailas)(ailo). (7.60)

Ala)

Da das fiir alle |«) € H gilt, folgt die Spektraldarstellung des Operators,

A= Zal|al><az| (761)

3. Zwei selbstadjungierte Operatoren A, B sind genau dann vertauschbar, [A, B] = 0, wenn sie ein gemeinsames
vollstandiges Orthonormalsystem von Eigenzusténden besitzen.
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7.2.2 Unitire Operatoren

Wir definieren nun den zu A inversen Operator: Ist die Abbildung

la) = Ala) = [B) (7.62)
umkehrbar eindeutig, dann ist der zu A inverse Operator A~! definiert durch
ATYB) = |a). (7.63)
Es gilt dann auf den jeweiligen Definitionsbereichen
ATt A=A4"1=1 (7.64)
und
(A= = (A=HT, (7.65)
Schliefflich definieren wir noch unitire Operatoren U durch
U'v=uU"=1 (7.66)
oder dquivalent
ut=u-% (7.67)

Auf ganz H definierte unitire Operatoren, Dy = Dy+ = H, haben wie selbstadjungierte Operatoren ein vollstédndi-
ges Orthonormalsystem von Eigenzusténden. Thre Eigenwerte sind jedoch komplex mit dem Betrag eins, denn fiir
einen normierten Eigenzustand |u;) gilt

1= (uglus) = (il UTU ui) = (ua| Ul us) = wi(us| U fui) = wa(QualUlug))* = winf (ui|wi) = Juq]*. (7.68)
Unter einer unitdren Transformation versteht man die gleichzeitige Transformation von Zustdnden geméf
la) = Ulay, (o] — (Ut (7.69)

und von Operatoren geméf
A — UAUT. (7.70)

Die Relevanz der unitdren Transformationen besteht darin, dass alle experimentell zugénglichen Grofien bei
solchen Transformationen unveréndert bleiben. Genauer sind alle Skalarprodukte und Matrixelemente invariant
unter unitidren Transformationen:

(a|B) — (|UTU|B) = (alB) (7.71)
und

(|A|B) — (aUTUAUTU|B) = (o] A|B). (7.72)

7.3 Zeitentwicklung

Ein quantenmechanisches System kann in einem beliebigen Zustand [¢)) préipariert werden. Die eigentlich in-
teressante Frage ist, wie es sich danach mit fortschreitender Zeit entwickelt. Wir interessieren uns also fiir die
Dynamik. Die naheliegende Verallgemeinerung der Schrodinger-Gleichung aus der Wellenmechanik ist (Postulat!)

. d -
i 0 = HI), (7.73)

Gesucht ist [¢p(t)), t > to, fiir gegebenes [¢(to)).
Wir schreiben .
[(t)) = Ul(t, t0) [(to))- (7.74)
U(t, to) heiflt Zeitentwicklungsoperator. Die Gleichung sagt zuniichst nichts weiter aus, als dass der Zustand zur
Zeit t durch den Zustand zur Zeit tg bestimmt ist. Wir haben das Problem natiirlich nur auf die Bestimmung von

U(t,to) abgewiilzt. Der Zeitentwicklungsoperator muss folgende Eigenschaften haben:
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1. U(t,to) ist linear. Da die Schrodinger-Gleichung linear ist, erfiillen ihre Lésungen das Superpositionsprinzip.
Das ist aber nur sichergestellt, wenn U (¢, o) linear ist.

2. U(t,tg) muss die Norm erhalten:
(D@O[() = (P(to)¥(to))- (7.75)

Es folgt o
((to)[UTT N (t0)) = ((to) [ (t0))- (7.76)
Da das fiir alle |1)(to)) gelten muss, folgt UTU = 1. U ist also unitir.

3. Offensichtlich ist U(to, o) = 1.

4. Ult, tg) = U, ) Ut to) V' € [to, 1], dies folgt aus der Definition.

5. Ist H zeitunabhéingig, was wir hier zunéchst annehmen, so ist die Wahl des Nullpuktes der Zeitmessung
beliebig und U (¢, tp) kann daher nur von der Zeitdifferenz abhéingen:

Ult,to) = U(t — to). (7.77)
Aber wie sieht U(t, to) explizit aus? Einsetzen in die Schrodinger-Gleichung ergibt
80t 10) [0(t0)) = AUt 10) [(t0) (7.78)
fiir alle |¢(to)). Es folgt eine Differentialgleichung fiir eine operatorwertige Funktion,

d - oA
ih o Ul(t,to) = HU(t,tp). (7.79)
Die Anfangsbedingung lautet U(t, to) = 1.
Wir machen denselben Ansatz wie fiir die entsprechende Gleichung fiir zahlenwertige Funktionen:

Ot ty) = exp (-’f (t - t0)> . (7.80)
Probe:

d _d iH - iH o
zhﬁU(t,to) = zh% exp <_h (t— t0)> = Hexp <_h (t— t0)> = HU(t,to). (7.81)

Aber kénnen wir mit Operatoren einfach so rechnen? Funktionen von Operatoren lassen sich sauber {iber deren
Taylor-Entwicklung definieren, also fiir einen Operator A:

N 1
et = — A"
n!
n=0

: (7.82)

was die Definition auf positiv-ganzzahlige Potenzen von Operatoren zuriickfiihrt. Diese sind aber wohldefiniert:
AV =1 Al = A A% = AA, A3 = AAA, ... Also behaupten wir eigentlich

ﬁ(t,to) = Z % (—;) I:In(t —to)". (7.83)

Es folgt
d =01 i\
ih—tU(t,tO) = Z — (—) H"n(t —to)"* (7.84)
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und mit m=n—1

= 1 i\" — 1 i\"
= — | —= Amtt D(t—to)" =H — | == H™(t — to)™
mZ_O(mH)!( 0 (m+1)(t o) ;m!( p) AT )
= HU(t,to). (7.85)
Die Losung ist also korrekt. Die Anfangsbedingung ist ebenfalls erfiillt:
H
exp (-’h (to — t0)> = exp(01) = 1. (7.86)

Der Zeitentwicklungsoperator erfiillt die oben geforderten Bedingungen, insbesondere ist er unitér:

. i .
Ut t0) Ut 1) = lexp <—Z§(t—t0)>] exp (—f(t—t@)

= exp (4‘“;? (t— to)) exp <_iH(th—to)> = 1, (7.87)

wobel wir die Identitéit

oo T o0
(eA)f = ( ;m) =3 (At = (7.88)

n=0 n=0

und die Hermitizitét von H ausgenutzt haben. Nur fiir hermitesches H ist der Zeitentwicklungsoperator unitér.
Nun konnen wir die Zeitabhéngigkeit von uns interessierenden Groflen ausrechnen, z. B. von Erwartungswerten
wie
(A) (1) = (WO A1) = ($(t0)|U(t, o) AT (t, t0)[3(t0))- (7.89)
Wir haben hier ohne weitere Diskussion die Zeitentwicklung den Zusténden zugeordnet, wiahrend die Observable
keine Zeitabhingigkeit (es sei denn eine explizite) haben. Dies bezeichnet man als Schridinger-Bild. Es ist jedoch
nur eine von mehreren moglichen Betrachtungsweisen, wie wir sehen werden.

7.3.1 Zeitentwicklung fiir zeitabhingige Hamiltonians

Wir wenden uns nun dem Fall zu, dass der Hamilton-Operator H (t) explizit von der Zeit abhiingt. Die Ei-
genschaften 1-4 des Zeitentwicklungsoperators U(t,to) sind davon nicht betroffen. Dagegen gilt i. A. nicht mehr

U(t,tg) = U(t — to). Fiir den Zeitentwicklungsoperator haben wir nun die Differentialgleichung

m% Ult,to) = H(t) U(t,to) (7.90)

mit der Anfangsbedingung U (t, o) = 1.

Fiir zeitabhéingiges H (t) ist eine andere Lésungsmethode als oben sinnvoll, ndmlich Iteration. Wir integrieren
die Differentialgleichung zunéchst von ¢, bis ¢:

t t
ih/dt1 % Ot o) = /dt1 A0 (k1) (7.91)
to ! to
t
= m[U(t,tO) —U(tmto)} - /dtlfl(tl)f](thto) (7.92)
——
1 to
. t
S Ut =1- %/dtl )0 (b t). (7.93)
to
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Diese Gleichung scheint nicht sehr hilfreich zu sein — wir haben die urspriingliche Differentialgleichung fiir U(t, to)
in eine Integralgleichung tibersetzt. Der Nutzen besteht jedoch darin, dass wir diese Gleichung leicht iterieren
kénnen: wir setzen das Ergebnis fiir U(¢,to) rechts wieder ein und erhalten

Ult,t) =1 — %/dtl H(ty) ll - %/dtg I?I(tz)U(tQ,to)]

to to
. t - t t1
i . i N . N
—1- ﬁ/dtl H(ty) + (—ﬁ) /dtl/dtg Ht)H (t2)U (£, o). (7.94)
to to to

Wir wiederholen die Prozedur:

Ult,tg) =1 — ;/tdtl H(t)) + <—;>2]dt1/dt2ﬁ(t1)g(t2)
+ (—;)3/dt1/ldt2/2dt3 H(t1)H (t2)H (t3)U (t3, to) (7.95)

und erhalten nach weiterer Iteration die Losung

Ult,to) =1— ;/tdtl H(ty) + (—2)2/tdt1/tldt2 H(t1)H(t2)

to
- t t1 to
to to to

Beachte, dass die Integrationsgrenzen dafiir sorgen, dass in jedem Term gilt

tg< - <ty <ty <t <t (7.97)

Wir benennen die Integrationsvariablen um, was die zeitliche Ordnung klarer macht:

t

Ult,tg) =1 — %/dtl H(ty) + (;)2/tdt2/t2dt1 H(t2)H(t1)

to
t ts to
i3 . A N
+ (*g) /dt3/dt2/dtlH(tg)H(tg)H(tl) - (7.98)
to to to
wobei nun gilt
o<ty <ty <tg<--<L (7.99)

Wir sehen, dass die Argumente der Hamiltonians H (t;) von rechts nach links anwachsen. Beachte, dass die
H (t;) zu verschiedenen Zeiten i. A. nicht kommutieren. Wir diirfen diese Reihenfolge daher nicht veréindern. Die
verschachtelten Integrationsgrenzen sind unpraktisch, es wire giinstiger, wenn alle Integrale von tq bis t liefen.
Das koénnen wir tatséchlich so schreiben, miissen dann aber fiir Mehrfachzdhlung korrigieren und fiir die korrekte
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Zeitordnung sorgen. Die Losung lautet

t
Ult,to) =1 — %/dtl H(t)
to
. 2 1 l P
; . .
4 (_ﬁ) 5 /dtz/dtl TH(t2)H (1)
to to

t t t
I\ 3 A ~ ~
+ (f%) %/dtg/dtg/dtl TH(ts)H(t2)H () + ... (7.100)
to to to

wobei 7 der von F. Dyson eingefithrte Zeitordnungsoperator ist. Er bringt Operatoren in zeitlich von rechts nach
links aufsteigende Reihenfolge, also

A®B®W)  firt >t
(1)

B(t)A@®)  fict <t (7.101)

TAWGBE) = {

und entsprechend fiir mehr Faktoren. Beachte, dass T kein Operator auf dem Hilbert-Raum ist. Die demnach
irrefithrende Bezeichnung als Zeitordnungsoperator ist aber iiblich.
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Wir zeigen die Korrektheit von Gl. (7.100) fiir den Term dritter Ordnung;:

) L L 2 v
oo foien s o o faiomies
/ dts / dts / dty B (t2) E(t3) L (41) + / dts / dts / dty B (t2) B (1) FL (1)
Jofo oo
-3 [ / dts / it / dty Fl(t5) EF(t2) FL (1) + / dts / dty / dts Fl(t5) EF(t2) FL (1)
oo fains o fon faoies
+/%/mfwﬂ%> +fm/m/%ﬂw o

=31 l/dti‘l/dt?/dtl (ts) H (t2) H (t1) /dtg/dtg/dtl (ts)H (t2)H(ty)

+ ... (insgesamt 6 identische Terme)

t t3 to

= /dtg,/dtg/dt1 H(ts)H(t2)H (t1). (7.102)

to to to

Die Einfithrung von 7 erlaubt es, die Reihendarstellung von U(t,to) formal aufzusummieren:

t t

Ot to) :2 % (—;)"Tto dt, (1) ..Zdtlﬁ(tl)
= T; % (f%)n L/ dt'H(t’)r = Texp <;1 /dt/ﬁ(t’)) (7.103)

Hier ist 7 angewandt auf jeden Term in der Taylor-Reihe der Exponentialfunktion zu verstehen. 7 exp(e) nennt
man zeitgeordnete Exponentialfunktion.

Offensichtlich ergibt sich das schon bekannte Ergebnis, wenn H (t) gar nicht zeitabhingig ist. Dann ist T
wirkungslos und kann weggelassen werden und es folgt

t

U(t, to) = exp (-2 / dt’ﬁ(t’)) = exp <—f (t — to)). (7.104)

to

105



7.3.2 Heisenberg-Bild

Die Idee hinter dem Heisenberg-Bild ist, die Zeitentwicklung den Observablen zuzuordnen und stattdessen die
Zustinde zeitunabhingig zu lassen. Anhand des Erwartungswertes (A)(t) lidsst sich dies gut darstellen:

(A)(t) = (V)| Alep(2))
(W(to)|U(t,t0) AU (£, t0)[1(t0))
V)

=: (Y| An(t)|y (7.105)

mit
WE) = [b(te)) = Ut to)|v(t)), (7.106)
Ag(t) = Ut to)AU(t, to). (7.107)

Der Subskript H bezeichnet Groéflen im Heisenberg-Bild. Gréflen im Schrodinger-Bild lassen wir ohne Subskript.
Der Ubergang zwischen den beiden Bildern ist offenbar eine unitéire Transformation und #ndert daher die beob-
achtbaren Groflen nicht.

Im Heisenberg-Bild sind die Zustandsvektoren |¢ ) konstant in der Zeit, es existiert also keine Schrédinger-
Gleichung, die ihre Zeitentwicklung beschreiben wiirde. Andererseits ben6tigen wir jetzt eine Bewegungsgleichung
fiir Observable A (). Diese erhalten wir aus

%AH(@ C‘lit [U(t to) Aff(t,to)}
) A
L;Zt Ult, to)] AU (t, t0) +U(t,t0)fz)’20(t,to) + Ut to)f Adi Ult, to)

Ableitung nach expliziter Zeitabhiangigkeit

- [-4ave to>]TAU<t,to> Ot 2 0t t0) + U t0)' (-3) Aot
| o i . . DA .
ﬁ Ult, to) HAU(t, t) — - Ult, to)TAHU (t, to) + U(t, to)" 5 Ult:to). (7.108)
Nun definieren wir R R
ag% = U(t, 1) %‘? Ult, to) (7.109)

(hier wird das Symbol 0 ey /Ot definiert) und schieben in den anderen Termen eine eins ein:

% Au(t) = ﬁ LBt o) HU (2, t0) U (£, to) T AT (£, £0) — % O (t, to) AT (1, t0) U (¢, o) HO (£, o) + %’
= L (HrAn — Anty) + agl (7.110)
Es folgt
m%AH() Ay, B + ih agf (7.111)

Dies ist die Heisenberg-Gleichung. Sie ist dquivalent zur Schrodinger-Gleichung in dem Sinn, dass sie zu denselben
Vorhersagen fiir beobachtbare Gréfen fiihrt. Beachte die Ahnlichkeit zur Bewegungsgleichung fiir eine beliebige
Messgrofie A in der klassischen Mechanik: dA/dt = {A, H} + 0A/0t, wobei H hier die Hamilton- Funktion und
{e, e} die Poisson-Klammer ist. Diese Ahnlichkeit gibt Anlass zur Hoffnung, dass der klassische Grenzfall die
korrekten klassischen Bewegungsgleichungen ergibt.

Fiir nicht explizit zeitabhéngige Observable A vereinfacht sich die Heisenberg-Gleichung zu

il % Ay(t) = [Ag, Hyl. (7.112)
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Wir sehen, dass eine nicht explizit zeitabhéngige Observable genau dann dAy /dt = 0 erfiillt, wenn [/1 H, H =0
gilt. Solche Observablen heiflen Erhaltungsgrofen.
Wir merken noch an, dass fiir nicht explizit zeitabhéngige Hamilton-Operatoren gilt

Hy = Ut to) T HU(t, to)

= exp <l§ (t— t0)> H exp (U;I (t— to)>

= exp <f (t — t0)> exp (f (t — t0)> H=H. (7.113)

=1

(Die Faktoren kommutieren, weil alle Terme in ihren Taylor-Entwicklungen nur Potenzen des einen Operators H
enthalten.) Also ist H im Schrédinger- und im Heisenberg-Bild identisch.

7.3.3 Wechselwirkungs- oder Dirac-Bild

Es ist oft niitzlich, nur einen Teil der Zeitabhéingigkeit auf die Observablen zu iibertragen, ndmlich den einfacheren.
Das ist u. a. in der Stérungstheorie wichtig. Der Hamilton-Operator habe die Form

H = Hy + H,, (7.114)

wobei Hy einfach in dem Sinne sein soll, dass wir die zugehorige Zeitentwicklung leicht ermitteln kénnen. H,
sei der ,komplizierte “ Anteil. In der Storungstheorie wird H; als klein angenommen, d. h. seine Matrixelemente
in den relevanten Eigenzustédnden von Hy sollen klein sein, aber in diesem Abschnitt miissen wir das nicht tun.
Sei nun ﬁg(t, tog) der zu Hy gehorige Zeitentwicklungsoperator. Dann definieren wir das Wechselwirkungs- oder
Dirac-Bild durch die Transformationen

[Wp(t)) = To(t, to) (1), (7.115)
Ap(t) == Us(t, to)T AUy (t, to). (7.116)

Die Observablen erhalten also die durch Hy bestimmte Zeitentwicklung. Die Zeitentwicklung des Zustands ergibt
sich aus

[¥n(t)) = Uo(t, o) U, 1)) = Uo(t, t0) U (¢, ¢)Uo(t', to) [ (1)) =: Up(t,t) (). (7.117)

InU p(t,t’) taucht i. A. nicht nur H 1 auf, weil ﬁo und H 1 und daher auch Uo und U nicht miteinander vertauschen.
Die Bewegungsgleichungen fiir Ap(t) und |[¢p(t)) erhalten wir wie folgt: Aus Gl. (7.116) folgt analog zum letzten
Abschnitt R
0Ap

ot
Diese Gleichung sieht aus wie die Heisenberg-Gleichung, enthilt aber nur Hoyp, nicht den vollen Hamilton-
Operator. Ist Hy nicht explizit zeitabhingig, so gilt Hyp = H,.

Fiir den Zustand folgt aus Gl. (7.115)

ih%le(t) - [AD(t),IYOD} +ih (7.118)

T
i 55 1) = ih | Oalt.t0)| 1000 + ottt in 5, (2

2

. t
:mP.mm@m}mm+%mmmww>

= —Uo(t, to) Ho [1(t)) + Uo(t, to) H |1(t))

Uo(t,to) Hy |¥(t))

Us(t, to) H U (t, t0) [p (t))

Hyp(t) [¥n(t). (7.119)

St
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Diese Gleichung hat die Form der Schrédinger-Gleichung, enthélt aber nur den ,,Stéroperator* H, p im Dirac-Bild.
Wegen der Transformation mit Uo héngt H 1p auch von Ho ab.

7.4 Messungen 11

In diesem Abschnitt {ibertragen wir kurz das schon im Zusammenhang mit der Wellenmechanik zu Messun-
gen gesagte in den allgemeineren Dirac-Formalismus. Das von Neumannsche Projektionspostulat sagt aus, dass
als Konsequenz einer Messung das System in einem Eigenzustand |14) (d.h. schwankungsfrei) zur gemessenen
Observablen A ist, wobei der Messwert der zugehorige Eigenwert A ist. Es gilt also

Alypa) = Altpa). (7.120)

Da das System i. A. vor der Messung nicht im Zustand |4 4) war, muss sich der Zustand bei der Messung sprunghaft
dndern (,kollabieren®). Diese Art von Zeitentwicklung wird nicht durch die Schrédinger-Gleichung beschrieben,
d. h. sie ist nicht durch den Zeitentwicklungsoperator U (t, tp) gegeben. Das sehen wir leicht wie folgt:

1. Die unitédre Zeitentwicklung mit U (t,to) ist stetig und sogar differenzierbar, der Kollaps ist unstetig.

2. Die unitiire Zeitentwicklung ist reversibel, da U(to,t) = U(t,to)~* = U(t,to)" existiert. Man kann also
immer auch vergangene Zusténde eindeutig bestimmen. Der Kollaps ist dagegen irreversibel. Denn ist z. B.

vor der Messung A g}
c1|A1) + c2| A2

(e =07) = (7.121)
Vel + el
mit R
und nach der Messung von A
[t =07)) = A1), (7.123)

so ist Information verloren gegangen, nimlich {iber ¢; und co. Aus |1(t = 07)) kann daher |(t = 07)) nicht
mehr rekonstruiert werden.

Es ist sehr wichtig, sich klarzumachen, dass die Eigenwertgleichung AWJ A) = Ala) nicht den Messprozess be-
schreibt. Sie ist nur eine Bestimmungsgleichung fiir die méglichen Messwerte und die zugehorigen Eigenzusténde.
Der Prozess im Fall der Messung des Wertes A kann durch die Gleichung

[Va)(alp(t = _)>
[1a) (alio(t = 07))]]

beschrieben werden. Hier projiziert |A)(A| den Zustand in den durch |A) aufgespannten eindimensionalen Unter-
raum (Strahl). Die Verallgemeinerung fiir entartete Eigenwerte ist plausibel: Zu einem entarteten Eigenwert A
gehéren mehrere orthonormale Eigenvektoren |[A(M) |A)) ... Diese spannen einen hherdimensionalen Unter-
raum auf. Der Projektionsoperator auf diesen Unterraum ist

[t =07)) =

(7.124)

Py = [ADYAD] 1] ADY AP 4 (7.125)
Durch die Messung des Eigenwertes A wird der Zustand in den zugehorigen Unterraum projiziert:

Pal¢(t =07))
[Pali(t =0-)]

Beachte, dass uns bisher nichts sagt, welcher Eigenwert A gemessen wird — mit der Einschrinkung, dass kein
Eigenwert gemessen werden kann, fiir den (A|y(t = 07)) = 0 gilt. Denn dann ist |A)(AJ(t = 07)) = 0 kein
Zustand. Also: Ein Eigenwert tritt nicht als moglicher Messwert auf, wenn der zugehorige Eigenvektor orthogonal
zum Anfangszustand ist.

[(t=07)) =

(7.126)
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Die iiber das von Neumannsche Postulat hinausgehende Wahrscheinlichkeitsdeutung sagt aus, dass der Mess-
wert (mit der eben besprochenen Ausnahme) aus Prinzip nicht sicher vorhergesagt werden kann. Die quantitative
Fassung ist die Bornsche Regel: Wie in 5.6 gezeigt, gilt

(A) =" Alwal)|” (7.127)
A

und Born postuliert, dass <A> tatséichlich der Mittelwert der Messwerte fiir viele Messungen an identisch
préiparierten Systemen ist. Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeit p4 der Messung des Wertes A:

pa = |(wal). (7.128)

Die Wahrscheinlichkeitsdeutung des Messprozesses ist natiirlich auch nicht mit der unitdren Zeitentwicklung
vereinbar:

3. Die unitire Zeitentwicklung ist deterministisch, da U(t,to) eindeutig ist. Der Kollaps ist dagegen stochas-
tisch.

Anscheinend enthilt die Standard-Quantenmechanik zwei unterschiedliche Arten von Zeitentwicklung. Ein Pro-
blem ist sofort erkennbar: Wann ist ein Prozess eine Messung und fithrt zum Kollaps des Zustands und wann
nicht?

7.5 Postulate der Quantenmechanik

Mit Hilfe des bisher eingefiihrten Formalismus koénnen wir nun die der Quantenmechanik zugrundeliegenden
Postulate in moderner Form ausdriicken. Wie immer miissen sich solche Postulate durch Vergleich mit dem
Experiment bewéhren.

1. Eine Observable wird durch einen hermiteschen Operator beschrieben. Die Observable ist dabei letztlich
durch die Messapparatur und den Messprozess charakterisiert.

2. Ein reiner Zustand wird durch einen Vektor oder priziser durch einen Strahl im Hilbert-Raum (bzw. Dirac-
Raum) beschrieben. Ein Strahl ist eine Menge {c|¢) | ¢ € C} fiir |¢) # 0, d. h. ein Zustandsvektor |¢)) ohne
Beachtung der Normierung. Ein Strahl ist ein eindimensionaler Unter-Hilbert-Raum.

3. Die freie Zeitentwicklung von Zustdnden im Schrodinger-Bild gehorcht der Schrédinger-Gleichung
L d o
ih = 1) = HI¥), (7.129)
wobei H der Hamilton-Operator des Systems ist. Dies ist dquivalent zu einer unitédren Zeitentwicklung
(1)) = U(t, to)|9(t0)) (7.130)
mit U(t,to) = exp(—iH (t — t)/h) fiir einen zeitunabhingigen Operator H.

4. Die freie Zeitentwicklung gilt nicht fiir Messprozesse. Eine Messung ist eine Wechselwirkung des Systems
mit einer Messapparatur, die durch die gemessene Observable A charakterisiert wird. Nach der Messung
wird das System durch einen Eigenzustand |a;) von A beschrieben, es gilt also

Ala;) = ailas), (7.131)

und der beobachtete Messwert ist der zugehorige Eigenwert a;. Der Zustand &dndert sich bei der Messung
also i. A. sprunghaft. Dies ist der Inhalt des von Neumannschen Projektionspostulats.

5. Das Ergebnis einer Messung kann im Rahmen der Quantenmechanik i. A. nicht sicher vorhergesagt werden.
Man kann jedoch die Wahrscheinlichkeit exakt angeben, am Anfangszustand |¢) den Eigenwert a; zu messen
(hier unter Vernachlédssigung der Entartung): Diese betrigt

Pa; = [{ail)]? (7.132)
(Bornsche Regel).
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7.6 Vertragliche und nicht vertrigliche Observable

Das Phénomen der Zustandsreduktion fithrt in Verbindung mit nicht verschwindenden Kommutatoren [A4, B] # 0
zu Effekten, die kein klassisches Analogon haben. Wir hatten schon gesehen, dass nicht vertrigliche Observable
A, B kein gemeinsames vollstandiges Orthonormalsystem von Eigenzustinden haben. Die Messung von B und
dann A fiihrt i. A. zu einem anderen Zustand als die Messung von A und dann B:

EES |b;) mit Wahrsch. |(b;]1)]? 4 laj) mit Wahrsch. |(a;|b;)|?
A

) =
5 laj) mit Wahrsch. |(a;|¢)[? S |b;) mit Wahrsch. |(b;]a;)|?

Da |a;) und |b;) nicht Elemente desselben vollstdndigen Orthonormalsystems sind, sind sie i. A. weder identisch
noch orthogonal. Die Messung von A zerstort (,,loscht“) die Préparation eines Eigenzustands |b;) von B durch die
vorherige Messung von B. Sind A und B hingegen vertréiglich, so zerstort die Messung von A den préiparierten
Eigenzustand nicht. In diesem Fall spielt die Reihenfolge der Messungen keine Rolle.

Allgemein definieren wir einen vollstindigen Satz kommutierender Observablen A, B, C, ... dadurch, dass sie
genau ein gemeinsames vollstdndiges Orthonormalsystem von Eigenzusténden

|ai,bj,ck,...> (7133)

haben (bis auf Normierung). Dabei kénnen wir solche Observable ignorieren, die nur trivial zusammenhéngen,
z.B. kommutiert 4% := AA immer mit A.

Die Messung eines vollstandigen Satzes A, B, C, ... liefert die maximal mogliche Information iiber einen Zu-
stand. Sie prapariert zugleich einen Zustand charakterisiert durch die gemessenen Eigenwerte a;, bj, ¢y, ... Es ist
zu beachten, dass die Wahl des vollstindigen Satzes A, B,C, ... nicht eindeutig ist. Es gibt also verschiedene
vollstéindige Sétze fiir dasselbe System. Beispiel: fiir ein Teilchen im dreidimensionalen Raum sind

{@1, 22,23}, {P1, P2, P3}, {@1, B2, D3}, {21 + &3, P2, 1 — 3}, . .. (7.134)
vollsténdige Sitze kommutierender Observabler, aber nicht
{i'h :%27 ‘%3uﬁ1}7 {'%17 jj?uﬁQ}y {i'QvﬁQ}a e (7135)

und auch nicht
{#1,22}, .., (7.136)

da 1 und 5 zwar kommutieren, aber keinen vollstdndigen Satz bilden.

7.6.1 Schwankungen
Die Schwankung

A4 = /IAG) — GIARY = TOI(A — (GIA)2TY) (7.187)

der Observablen A im Zustand |¢) hat einen wichtigen Zusammenhang mit den Eigenzusténden von A: Es gilt
AA =0 genau dann, wenn |¢) Eigenzustand von A ist. Beweis:

1. Ist |[¢) = |a;) ein normierter Eigenzustand zum Eigenwert a;, so folgt
AA* = (WA?Y) — (|A[)? = (ail Aaslai) — (ailaila;)® = ailai| Alai) — aF{ai]a;)?
a? ((aila;) — {asla;)) = 0. (7.138)

2. Ist umgekehrt AA? = 0, so folgt (mit [¢)) 0. B.d. A. normiert)

0 = (WIA%|) = (WlAl)? = (] (A= (lAW)* [8) = (¥l 3 las)as] (A = (B1A[)° )

=1
= (¥l Z la;)ag| (a5 = (D] AJ))* o) = Z |(Wla) | (a; — (1A1$))* (7.139)
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Hier wurde verwendet, dass (a;|A = (a;|a; gilt, was aus Gl. (7.52) folgt. Die Summanden sind alle nicht-
negativ. Daher miissen sie alle verschwinden:

[(Wlag) [ (a5 = (| A[))* =0 V5. (7.140)
Da die |a;) eine Basis bilden, muss ein j existieren mit (¢|a;) # 0. Es folgt
a; — (Y|Alp) =0 (7.141)
= a; = (Y|A[Y). (7.142)
Damit folgt aber fiir alle a # a;, dass gilt
ak — (WIA[) # 0 (7.143)
= (Ylax) = 0. (7.144)

|¥) ist also eine Linearkombination von hochstens solchen |ay), fiir die ar = a; gilt, die also mit |a;) entartet

sind. Damit ist
) = > crlax) (7.145)

k

ap=a;

= AW = Y arajlar) = a;ly) (7.146)

k
agp=aj;

und [¢) ist also Eigenzustand von A.

Die bewiesene Aussage bedeutet, dass von allen Zusténden genau die Eigenzustidnde eine verschwindende Schwan-
kung haben, also scharf messbar sind. Ist das System nicht in einem Eigenzustand von A, z.B. aufgrund einer
vorhergehenden Messung einer unvertriglichen Observable B mit [A, B] # 0, so ist A nicht scharf messbar.
Wir finden also einen Zusammenhang zwischen der Unvertréiglichkeit von Observablen und deren Schwankungen.
Dieser wird im Folgenden exakt formuliert.

7.6.2 Allgemeine Unschirferelation

Wir betrachten zwei Observable (hermitesche Operatoren) A, B und einen Zustand |¢). Hilfsweise definieren wir
die beiden Vektoren

o) 1= alu) i= (A — (Bl AJ))]), (7.147)
|B) = bly) == (B = ($|B[¥))[) (7.148)

(beachte, dass a und b Operatoren sind). Die Schwarzsche Ungleichung fiir |a), |5) lautet
el 118117 > [{a]8)]* = (a]8){]a). (7.149)

Da a, b wie A und B hermitesche Operatoren sind, gilt
loll? = (ala) = (] a2 [} = (WI(A - (V]A)?|) = A4 (7.150)
hermitesch

181I* = (BI8) = (| B2 |¥) = (¥|B — (¥|Bly))*|v) = AB*. (7.151)

hermitesch

Die Skalarprodukte lassen sich schreiben als

(019) = twlatte) = (ol (P57 + 52 ) 1) = 50l 4 bl + plolletle), (7152)
(Bha) = twhale) = (o1 (2520 = P52 ) 1) = sl vl - ol (7153)



Es folgt

1 1 1 1
(@18} pla) = (3wl(ab+ba)to) + uta. o)) (lel(ab+ balle) — 3 (ulla bl )
1 1
= L (wl(ab+ ba)}))? — (e b)?
1 1
= 7((Vl(ab+ba)|)* + 2 ((Wlila, B)|4))*. (7.154)
Nun sind ab + ba und i[a, b] hermitesch:
(ab + ba)T = blal + a'd’ = ba + ab = ab + ba (7.155)
und
(ila,b])" = —i(ab — ba)T = —i(b'a’ — a'b") = —i(ba — ab) = i(ab — ba) = i[a, ] (7.156)
(beachte, dass der Kommutator [a,b] selbst nicht hermitesch ist, sondern antihermitesch: [a,b]' = —[a,b]). Die

Erwartungswerte hermitescher Operatoren sind reell und deren Quadrate sind dann ebenfalls reell und nicht-
negativ. Es folgt, dass gilt

(a18){8la) = 3 (] (ab+ ba) [9)” + (W] ifa, ] [9))?
> L ((wlila, B )2
- i | ila, B) ) | ‘ da Erwartungswert reell
= 10 a8 W) = § ({0114, B ) (7.157)

Wir haben hier noch benutzt, dass die Zahlen (1| A|t) und (| BJy) mit jedem Operator kommutieren. Also folgt
insgesamt aus Gl. (7.149)

AA? AB? >

‘2 (7.158)

|(wl14, B 1w

A~

und schliefllich )
AAAB = 5 |4, B] )| (7.159)

Dies ist die allgemeine Heisenbergsche Unschirferelation. Offensichtlich erhalten wir wegen [z;,p;] = ik die be-
kannte Orts-Impuls-Unschérferelation als Spezialfall. Andererseits konnen wir jetzt fiir zwei beliebige Observable
die Unschirferelation aufstellen. Insbesondere erhalten wir fiir vertriigliche Observable, d. h. fiir [A, B] = 0, keine
Einschriankung von AA und AB. Es ist daher im Prinzip moglich, solche Observable scharf zu messen, ohne dass
sich die Messungen storen.

7.7 Ehrenfestsches Theorem

Es wire praktisch, Bewegungsgleichungen direkt fiir Grolen mit intuitiver physikalischer Bedeutung, insbesondere
fiir Erwartungswerte, zu formulieren, anstatt fiir abstrakte Zustéinde und Operatoren. Bewegungsgleichungen fiir
beobachtbare Grofien sind in allen Bildern (Schrédinger, Heisenberg, Dirac) identisch, da es sich um dquivalente
Formulierungen derselben Theorie handelt. Inbesondere sind Erwartungswerte (A) bildunabhéngig. Wir betrach-
ten die Zeitableitung, im Schrédinger-Bild,

in LAy = in L ) Ao

= in[ O] A} + ih (0] T 10(0) + el Ain S o), (7.160)
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wobei (“)fl/at die Ableitung nach der expliziten Zeitabhingigkeit von A ist. Aus der Schrodinger-Gleichung
L d -
ih— [b(t)) = H[y(t) (7.161)

folgt die duale Gleichung (beachte, dass der zu B|¢) duale Bra-Vektor (¢|BT ist)

i (o) = T = )L (7162)
Es folgt
'y o 0d .
i (&) = (e A + b (6(0)| S (D) + WOLAR )
= WOITA, ] 0(0) + b (6(0)] 5 10(0)

= ([, f]) +m<3i‘>.

o (7.163)

(Im Heisenberg-Bild erhalten wir die analoge Beziehung sofort aus der Heisenberg-Gleichung.) Diese Beziehung
heifit Ehrenfestsches Theorem. Sie erlaubt den Vergleich der Dynamik der Erwartungswerte und der entsprechen-
den klassischen Groflen. Dies sieht man am besten am Beispiel eines Teilchens in einer Dimension: Sei

i + V(). (7.164)

T 2m

Dann gilt
d 1 1

2 (8) = {8, H]) = —(p) (7.165)

|
S

und .
G0 =iy = (), (7.166)

Beachte die Ahnlichkeit mit den Hamiltonschen Gleichungen. Mit der Kraft F'(z) := —dV /dx erhalten wir

d? 1d 1.

—A(2) = ——(p) = —(F(x)). 1

T i) = — ) = —(F () (7.167)
Dies sieht natiirlich der Newtonschen Bewegungsgleichung sehr #hnlich, ist aber nicht dasselbe, da i. A.

(F(x)) # F((£)) (7.168)

gilt. Wir erhalten also nicht die klassische Dynamik fiir den Erwartungswert (). Wir koénnen uns fragen, wann

doch (F(z)) = F((z)) gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn F eine lineare Funktion von & ist,

F(&) = —ki + F. (7.169)

Dies schliefit insbesondere den harmonischen Oszillator und das freie Teilchen ein.

7.7.1 Energie-Zeit-Unschérferelation

Die Energie-Zeit-Unschérferelation, die oft zusammen mit der Orts-Impuls-Unschérferelation genannt wird, hat
eine davon verschiedene Interpretation. Das sieht man schon daran, dass die Zeit ¢ in der Quantenmechanik keine
Observable ist — es existiert kein ,Zeit-Operator®. Sie ist vielmehr ein Parameter, der durch eine reelle Zahl
dargestellt wird und innerhalb der Quantenmechanik nicht weiter begriindet werden kann. Dennoch werden wir
im Folgenden eine Abschétzung fiir typische Zeitdauern und typische Energien finden.
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Seien A eine Observable und H der Hamilton-Operator. AuBerdem moge A nicht mit H kommutieren. Dann
lautet die allgemeine Unschérferelation, siehe Abschnitt 7.6.2,

AAAH;z%MAJﬂw. (7.170)

Falls A mit H kommutiert, ist diese Ungleichung auch richtig, aber trivial. Sei A nun nicht explizit zeitabhéngig.
Dann folgt aus dem Ehrenfestschen Theorem

Wir definieren At 4 als die charakteristische Zeit fiir die Dynamik von A, némlich als die mit der charakteristischen
Anderung AA von A verkniipfte Zeit:

| =

AAAH >

NSt
S

; <A>‘ : (7.171)

A —(4)]. (7.172)

AA |d
T ldt

Dies ist die natiirliche Art, aus von A abgeleiteten GréBen eine Grofie mit der Dimension einer Zeit zu konstruieren.

Es folgt
h AA
AAAH > ——— 7.173
— 2Ata ( )
und, falls A im betrachteten Zustand nicht scharf messbar ist, also eine nicht verschwindende Schwankung AA

hat,

AH Aty > g (7.174)

Die muss aber fiir alle Observable gelten. Wir konnen daher den Subskript A weglassen und erhalten die Energie-
Zeit-Unschdarferelation

AHng. (7.175)

Eine wichtige Konsistenzpriifung ist folgende: Ist das System in einem Eigenzustand zum Hamilton-Operator, so
ist AH = 0 und es folgt At = co. Das ist verniinftig, weil solche Zustéinde ja gerade stationér sind, so dass alle
Messwerte zeitunabhéngig werden. Die Relation ist z. B. beim Teilchenzerfall wichtig, wo sie die Zerfallszeit mit
der Unschiirfe der Ruheenergie mc? der Teilchen in Beziehung setzt.

7.8 Orts- und Impulsdarstellung

Wir betrachten noch kurz, wie sich die Orts- und Impulsdarstellung der Schrédingerschen Wellenmechanik aus
dem allgemeinen Formalismus ergibt. Dazu schreiben wir die Eigenwertgleichungen fiir Ort und Impuls auf:

Pl = 7|, (7.176)
p1p) = 1p). (7.177)

Die Eigenwerte 7 und p’ sind kontinuierliche Variable, d.h. die Operatoren 7 und ]5’ haben kontinuierliche,
iiberabzéhlbare Spektren. Daher sind |7} und |p) uneigentliche (Dirac-) Zustéinde. Sie bilden verallgemeinerte
vollstdndige Orthonormalsysteme, so dass wir jeden Zustand nach ihnen entwickeln kénnen:

) = / &r [P ) = / dr () 7). (7.178)
) = / &p |5) (1) = / i (1) ). (7.179)
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Die Entwicklungskoeffizieten sind komplexe Funktionen von 7 und p; die wir als Wellenfunktionen im Orts- bzw.
Impulsraum bezeichnen:

() = (e (t)), (7.180)

PP, 1) == (Pl(t))- (7.181)

Dies sind dieselben Wellenfunktionen, die wir in der Wellenmechanik kennengelernt hatten.
Wie sehen die Eigenzusténde |7) und [p) in Orts- bzw. Impulsdarstellung konkret aus? Es gilt fiir den Ortsei-
genzustand |7):

ERIGER 7.182
(F17)
- 1 —ipi!
(pF') = O /A, (7.183)
und fiir den Impulseigenzustand [p”):
- 1 i
(rlp") = W e rin, (7.184)
@p’) =6 —p"). (7.185)

Also ist die Wellenfunktion fiir den Ortseigenzustand in der Ortsdarstellung eine §-Funktion. Die Wellenfunktion
fiir den Impulseigenzustand ist in der Orstdarstellung eine ebene Welle, wie wir schon wussten.

7.9 Der harmonische Oszillator

In diesem Abschnitt untersuchen wir den harmonischen Oszillator — wie erwéihnt vielleicht das wichtigste Modell
der theoretischen Physik — im Rahmen des Dirac-Formalismus. Der Hamilton-Operator lautet

2. (7.186)

Das Problem besteht darin, dass & und p nicht vertauschen und daher H die Summe zweier nicht vertauschbarer
Operatoren p?/2m und (1/2) mw 3? ist. Wir wollen H in eine einfachere Form bringen. Dazu fithren wir neue
Operatoren ein: Den Absteigeoperator

d::\/127h<\/7ﬂ§c+ ! ﬁ) (7.187)

und den Aufsteigeoperator

4 ::\/ﬁ<mfc— ! p). (7.188)

Da # und p hermitesch sind, ist a' offenbar tatsichlich der adjungierte Operator zu a. & und a' sind nicht
hermitesch. Der Kommutator von & und a' ist

1
o
_ 2715 (mwM—i[@,ﬁ]H[ﬁ,iHM)

mw=
1

T 2K

[a,a']

{Mﬁw p, v w & — }

L,
=25 (—ith + i(—ih)) (h+h)=1. (7.189)

Das ist sicherlich der einfachste mogliche Kommutator abgesehen von Null.
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Die Auflosung der Definitionsgleichungen nach & und p ergibt

h
o (a+ a'), (7.190)

p= fz'\/hm?w (a—a). (7.191)

Durch Einsetzen in den Hamilton-Operator erhalten wir

T =

H=—(-1)" (a—a)’ + %m&

o A1) 2
2mw (a ta )
- % (-% +aat + afa—a"a® + aa' +alaxa
(a'a+aa') = heo (a'a+aa' —a'a +a'a)

2 ——

=[a,at]=1

% (2a'a +1) = hw (a*a + ;) . (7.192)

Wir haben das Problem also auf die Bestimmung der Eigenzustinde und Eigenwerte von a'a zuriickgefiihrt. Wir
definieren zunéchst den neuen Operator
n=ala. (7.193)

Wir schreiben die Eigenwertgleichung als
aln) = n|n). (7.194)

7 ist hermitesch per Konstruktion: (afa)" = a'a!™ = a'a. Die Eigenwerte n sind also reell. Wegen
(n|aln) = (nlataln) = ||an)||* >0 (7.195)

sind die Eigenwerte n nicht-negativ.
Wir untersuchen nun die Eigenschaften von 7, ¢ und . Wir werden nur einen Teil der Behauptungen beweisen.

1. Ist |n) Eigenzustand von 7 zum Eigenwert n, so ist af|n) Eigenzustand zum Eigenwert n + 1 und a|n)
Eigenzustand zum Eigenwert n — 1, falls af|n) # 0 bzw. aln) # 0.

Beweis:

natln) = ataa'|n) = at (1 + ata)|n) = af|n) + afnln) = (n + 1)al|n) (7.196)

und
naln) = a'taaln) = (—1 4 aa’)aln) = —aln) + an|n) = (n — 1)aln). (7.197)
2. Die Eigenwerte von 7 sind nicht entartet (ohne Beweis). Damit folgt, dass Zahlen ¢, 41 und d,,—; existieren

mit
af|n) = cpy1 In + 1), (7.198)
aln) =dp_1|n—1), (7.199)

sofern af|n) # 0 bzw. a|n) # 0. Die Koeffizienten erhalten wir aus der Normierung:

lent1|? = (n+1c, s cnpa|n + 1) = (nlaa’|n) = (n|(1 +a'a)|n) = n +1, (7.200)
dp_1)® = (n—1|d_ dp_1|n — 1) = (n|aTaln) = n, (7.201)

Wihle also ¢, 11 = v/n+ 1 und d,,—1 = y/n. Dann ist
a'ln) = vn+1|n+1), (7.202)
an) = v |n — 1). (7.203)
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3. Der kleinste Eigenwert von 7 ist Null.

Beweis: Die Eigenwertgleichung fiir den kleinsten Eigenwert sei
ﬁ|nmin> - nmin|nrﬂin>- (7204)

Waére nmin > 0, so wiirde aus 2. folgen, dass

1
|nmin - 1> = &|nmin> (7205)

ein normierter Eigenzustand zum Eigenwert n,i, — 1 wére. nyi, wére also nicht der kleinste Eigenwert im
Widerspruch zur Voraussetzung.

Da npin < 0 ausgeschlossen ist, weil alle Eigenwerte nicht-negativ sind, folgt npyi, = 0,

Man nennt |0) den Vakuumzustand, er ist wegen H = hw (72 4 1/2) zugleich der Grundzustand des harmo-
nischen Osrzillators. Beachte, dass |0) = |n = 0) nicht der Null-Vektor 0 ist. Es gilt

al0) =0, (7.206)
denn sonst wére a|0) Eigenzustand von 7 zum Eigenwert —1.

4. Das Eigenwertspektrum von 7 ist nach oben unbeschréankt. Der Beweis ist dhnlich wie zu 3.

Es folgt, dass (zumindest) alle nicht-negativen ganzen Zahlen Eigenwerte von 7 sind und dass die zugehorigen
normierten Eigenzusténde

(ah)" o) (7.207)
sind.

5. Es existieren keine nicht-ganzzahligen Eigenwerte von 7. Gébe es ndmlich einen solchen, kime man durch
hinreichend hiufige Anwendung von a zu einem Eigenzustand mit negativem Eigenwert.

Damit erhalten wir das Spektrum des harmonischen Oszillators:

1
En:hw<n+2>, n=0,1,2... (7.208)

Dies hatten wir schon in Abschnitt 6.3 gesehen. Die algebraische Herleitung in diesem Abschnitt wird sich in der
Vielteilchentheorie als niitzlich herausstellen, siehe Vorlesung Quantentheorie 2. Dort werden wir af und a als
Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren von Bosonen interpretieren. n ist dann der Teilchenzahloperator der
Bosonen.

Die Eigenfunktionen in Ortsdarstellung sind

Yn(z) = (z|n). (7.209)
Konkret finden wir diese wie folgt: Wir substituieren zunéchst

£= /"2, (7.210)

dann vereinfachen sich @ und a' in Ortsdarstellung zu

s (e 4 i (e
a\/ﬁ(ngdf)’ a' = 2(5 d§> (7.211)

oder korrekter in Spektraldarstellung

a:/da@% (§+j£) € = [aclo («s—jg) (€l (7.212)
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Der Grundzustand |0) erfiillt a|0) = 0, also

laloy = [ a” €le) }( )<£|0> f< )wo(@

—5(5 )

mit der normierten Losung

wol@) = (2 e,

Die anderen Eigenfunktionen ergeben sich jetzt zu

L n
Yn(§) = <§|n>:<§|ﬁ(ﬂﬁ) 0)
1 d\"
= o (f - d§> Yo (€)

1 mw\ 1/4 d\" ey
) (e o

(7.213)

(7.214)

(7.215)

Dies ergibt dieselben Funktion wie in Abschnitt 6.3. Man definiert die Hermite-Polynome auch iiber diese Iteration,

Ha(€) im €12 (5 - dg) €,

Damit ist

1 1/4 2
wn(x):m(%) eCH, (G mite= /T
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Kapitel 8

Quantentheorie des Drehimpulses

In diesem Kapitel untersuchen wir die Quantenmechanik von Drehimpulsen. Dieses Thema hat ein eigenes Kapitel
verdient, weil neue Konzepte auftreten, die iiber die Quantenmechanik der Teilchenbewegung in einer Dimension
hinausgehen. Auflerdem sind die Uberlegungen in diesem Kapitel wichtig fiir das Verstdndnis des Wasserstoff-
Atoms.

8.1 Korrespondenzprinzip fiir den Bahndrehimpuls

Der Bahndrehimpuls eines Teilchens, L=7x p, sollte nach den Quantisierungsregeln von Schrodinger in den
Operator

L=7xp (8.1)
mit den Komponenten
Li =) €ijrl;pr (8.2)
ik
iibergehen, wobei die Vertauschungsrelationen
[25, k] = ihdjk, (8.3)
(2, 2x] = [pj, D] = 0 (8.4)

gelten. L; enthiilt nur Produkte unterschiedlicher Orts- und Impulskomponenten, die also vertauschen. Daher
tritt keine Mehrdeutigkeit bei der Quantisierung nach Schrodinger auf. Auflerdem folgt daraus, dass gilt

L= Z&jk(ijﬁkﬁ = Z&jkﬁkiﬁj = Zfijki‘jﬁk =L, (8.5)
Jk Jk jk

f)i ist somit hermitesch. R
Die Vertauschungsrelationen der Drehimpulskomponenten L; ergeben sich aus den Gleichungen (8.3) und
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[Lj7Lk] = Z [Eiklikﬁlaejntn'iNLﬁn]

klmn

= Z Eik:lgjmn[i‘kﬁlai'mﬁn]
klmn

= Z Eikl€jmn (i'k[ﬁlvimﬁn} + [ﬁkw’%mﬁn]ﬁl)
klmn

= > cin€jmn (Exdm [P Bn] +E [Br, Em) Pr + Em [Brs P o + [Bs Bm] Prr)
N—— N—_—— N—— N—_——

klmmn =0 — —ihSpm = ihbpn -0

=1ih Z Eiklfjmn((sknj:mﬁl - 6lmi'kﬁn)

klmn
=1h ( E Eikl€jmk Tmbl — E Eiki€jin xk%)
klm kin Y
= €kli€kjm = E€lik€Ing

Nun gilt
Z Eabc€ade = 5bd5ce - 6b65(1d7

woraus folgt

[L;, Ly = ih ( (01j0im — Oum i) EmPr — Y _ (Sinlj — &jékn)ikﬁn)
lm kn
=ih (:%Z b —&}Eﬁ/ﬁz— Z;p; + 0ij Akﬁk)
l k
= ih(2ip; — T;Di)-

Andererseits ist

E gijkly = E €ijkEkim L1Pm
% ——

klm
= €kij€klm

= Z(5il5jm — 8im0j1) TiPm
km
= Zipj — L;Pi-
Es folgt, dass gilt
[ﬁi, Ej] = th 5ijk ﬁk
k

Also gilt insbesondere [ﬁx, f/y} = ih L, usw., zyklisch.
Wir definieren auflerdem das Betragsquadrat des Drehimpulses,

[* =102+ 12 +12

Es ist
[im} = (22, L,] + [£2, L] + [12, L.
—
= iy [By, Bo] + [Ey, Be| By + Ee [Be, Ba] + [2, L] e
A A ) Y

= —ihL, = —ihlL, =ihL, = ihL,

= —ihL,L, —ihL L, +ihL,L,+ihL,L, =0
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und analog fiir die iibrigen Komponenten, also
[EQ,L»] —0 fiiri=g2,y,2 (8.13)

Also kommutiert das Betragsquadrat mit allen Komponenten des Drehimpulses, aber nicht diese untereinan-
der. Damit sind das Betragsquadrat und eine beliebige Komponente vertrigliche Observable, aber nicht (das
Betragsquadrat und) mehr als eine Komponente.

Wir konnen auch feststellen, welche Eigenwerte L3 = L, haben kann. (Die Wahl der z-Komponente ist véllig

beliebig; wegen der Isotropie des Raumes miissen wir dieselben Eigenwerte fiir L, und IA/y und auch fiir é - L mit
einem beliebigen Einheitsvektor é finden.) Beachte dazu

L. = ipy — §p= (8.14)
in Ortsdarstellung:
A h 0 0
b= a2y ). 8.15
i (m Oy Y &T) (8.15)
Nun ist es niitzlich, Kugelkoordinaten zu betrachten. Es ist
= rsinfcosy, (8.16)
= rsinfsinp, (8.17)
z = rcosf (8.18)
und daher
9 _ %E—&-@E—F%Q——rshﬂsin 2—|—rsin€cos 2—|—0
dp  Op dx  Op dy 0Op 0z ¥ or ‘Pay
0 0 0 0
_ e 0 __0°_ 9 8.19
yaxJ””ay xay y&‘x ( )
Also ist .
L,=-+— 8.20
i Oy (8:20)

in Ortsdarstellung. Dieser einfache Zusammenhang spiegelt wider, dass L, und ¢ in der klassischen Mechanik
kanonisch konjugierte Variablen sind. Die moglichen Eigenwerte fim erhalten wir aus der Gleichung

h 0

Es ist tiblich, einen Faktor & abzuspalten, um m einheitenlos zu machen. Diese Gleichung kénnen wir mittels des
(Separations-) Ansatzes

¥(r,0,9) = f(r,0) g(¥) (8.22)
16sen: 1 d
9 _
; f dp mfg (8.23)
dg .
do img (8.24)
mit der Lésung _
g(p) = ™. (8.25)

Nun muss die Wellenfunktion ¢ zweimal stetig differenzierbar also erst recht selbst stetig sein. Dies erfordert
g2m)=g(0) & MM =e"=1 & meZ (8.26)

Die Eigenwerte der z-Komponente des Bahndrehimpulses sind also ganzzahlige Vielfache von .
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8.2 Die Drehimpulsalgebra

In diesem Abschnitt werden wir die algebraischen Eigenschaften des Drehimpulsoperators untersuchen. Es erweist
sich als giinstig, dies allein ausgehend von den Kommutatorrelationen zu tun, ohne die konkrete Herleitung in
Abschnitt 8.1 zu beachten. Wir werden sehen, dass die mathematische Struktur zusétzliche Losungen erlaubt, die
sich nicht aus der klassischen Mechanik mittels des Korrespondenzprinzips ergeben. Es ist bemerkenswert, dass
diese zusiitzlichen Losungen in der Natur tatséichlich realisiert sind, ndmlich als Spin.

Wir bezeichnen jetzt jeden Vektoroperator J_; der die Vertauschungsrelationen

[T Jk) = by e, (8.27)
!

73]

erfiillt, als Drehimpuls. Wir definieren noch die Leiteroperatoren

Il
o

(8.28)

Jy = J, +iJ,, (8.29)

die im Folgenden niitzlich sein werden. Diese Definitionen und auch die folgenden Herleitungen zeichnen eine
Drehimpulskomponente, ndmlich Jz, vor den anderen aus. Das ist tiblich, aber véllig beliebig. Wir kénnten die
gesamte Diskussion z. B. auch fiir J, durchfithren und wiirden dann Jy := J + 4J. definieren.

Offenbar gilt J_ = Ji. Die Leiteroperatoren erfiillen auflerdem die Vertauschungsrelationen

[Ji,J-] = 2hl., (8.30)
[J.,J1] = +hJs, (8.31)
[ﬁ, j.] = 0. (8.32)

Wir betrachten nun das Eigenwertproblem fiir Drehimpulse. Wir hatten gesehen, dass J? und eine Komponente,
z.B. J,, vertréigliche Observable sind. Daher besitzen sie ein gemeinsames vollstdndiges Orthonormalsystem von
Eigenvektoren (Eigenzustinden) |, m) mit

k(> k[\‘}>

|, m) = hlala,m), (8.33)
. e, = hm|a,m). (8.34)
Da Drehimpulse dieselbe Dimension haben wie h, sind die Zahlen o« und m dimensionslos. Aufgrund der
Vollstindigkeit spannen die |, m) den Hilbert-Raum eines Drehimpulses auf.

Die Bestimmung der méglichen Eigenwerte 72 und Am #hnelt der algebraischen Lésung des harmonischen
Ostzillators in Abschnitt 7.9. Wir kénnen folgendes zeigen:

1. Mit |a, m) sind auch .]Ai|o¢,7An> Eigenzustéinde zu J2 mit demselben Eigenwert h2c und zu J, mit den
Eigenwerten ii(m £ 1), falls Jy|a, m) # 0.

Beweis: ) R
J2Jcla,m) = JeJ?|a,m) = hPadi|a,m) (8.35)

und

J, Ai|a,m> = (jzji —Jy . +jijz) la,m) = (:I: hJy + jihm)|a,m> =h(m =+ 1)ji|a,m>. (8.36)
—_————

=+hJy

Jy erhsht bzw. erniedrigt den Eigenwert von J. um eins, lisst den Eigenwert von J? aber unveréindert.
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2. Es gilt —v/a <m < /a.
Beweis: )
<0¢,m|(j2 - jf)|oz, m) = {a,m| h* (a —m?) |a,m) = h? (a — m?) (8.37)
und andererseits

(a,m|(J* = J2)a,m) = (a,m| (J + J}) |a,m) > 0, (8.38)

da alle Erwartunsgwerte von jzy reell und daher die von jgy reell und nichtnegativ sind. Es folgt

h? (a—m?) >0 (8.39)

= m’<a (8.40)

= —Ja<m< o (8.41)

3. Wir haben gesehen, dass die Eigenzustinde |a,m) fiir festes o Leitern mit m-Werten im Abstand 1 im

Intervall [—y/c, /a] bilden. Soviel wir bisher wissen, kénnte es aber mehr als eine solche Leiter geben. In
dieser Skizze z.B. zwei:

Weiter muss fiir m > /o — 1 gelten .
Jila,m) =0, (8.42)

denn wiire der resultierende Vektor nicht Null, so miisste er wegen Punkt 1 proportional zu |a, m + 1) sein.
Hierin wire aber m + 1 > /a, im Widerspruch zu Punkt 2. Entsprechend gilt

J_|a,m) =0 (8.43)

fir m < —/a+ 1.

Nun gilt wegen 1., dass Zahlen a4 («, m) existieren, die
Ji |, m) = ax(a,m)|a,m+1) (8.44)
erfiillen und die wir reell wihlen. Es folgt
(@, m| J_Jy |a,m) = (a,m| JLJy |a,m) = (a,m+ 1] a3 (a,m) |a,m + 1) = a3 (a,m). (8.45)

Andererseits zeigt man leicht, dass gilt

JoJ_ = J?—J*+hJ., (8.46)
_Jy = J*—J?—hl.. (8.47)
Also ist )
a3 (a,m) = (a,m|(j2 —J - hjz) la, m) = b2 (o — m? —m). (8.48)
Analog findet man
a® (a,m) = h*(a —m? +m). (8.49)
Also kénnen wir
ar = hy/a—m(m+1) (8.50)
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wéahlen, d. h. A
Ji la,m) = hv/a—m(m£1)|a,m+£1). (8.51)

Wie oben gezeigt, muss fiir /a — 1 < m < \/a gelten, dass a, (a,m) = 0 ist. Dies ist der Fall, wenn gilt

a=m(m+1) (8.52)

& m= 1+\/1+ d _ ! L (8.53)
m = B 1 o oder m = 2 1 . .

Die zweite Losung liegt nicht im Interval |v/a — 1,1/a] und ist daher irrelevant. Es existiert also nur ein
einziger Eigenwert m = —1/2 + /1/4 + « mit der Eigenschaft j+|a,m> = 0. Analog findet man, dass
nur ein einziger Eigenwert m = 1/2 — \/1/4 + o mit J_|a, m) = 0 existiert. Wir folgern, dass es nur eine
einzige Leiter von Zusténden mit m im Abstand 1 gibt. Weiter erfiillen das maximale bzw. minimale m die
Gleichungen

o = mmax(mmax + 1) = Mmin (mmin - 1) (854)

Wir nennen jetzt mpyax = j und entsprechend o = j(j + 1). Dann ist

1 1 1 1 1 1
Mumin 5 \/4+](]+1) 5 \/J +j+4 > <j+2) j. (8.55)

4. Da |a, Mmax) und |a, muyin) zu derselben Leiter gehoren, miissen sich mpayx = j und My, = —j um eine
nichtnegative ganze Zahl unterscheiden: myax — Mmin = 27 = 0,1,2,... Damit ist j ganz- oder halbzahlig
und j > 0. In dieser Vorlesung nennen wir j die Ldnge des Drehimpulses.

Wir folgen der iiblichen Konvention und bezeichnen die Eigenzusténde von nun an mit |7, m) oder auch |jm). Die
bisherigen Uberlegungen ergaben, dass j, m folgende Werte annehmen kénnen:

1 .3
| = —,1,=,2,... .
.7 0727 727 ) ) (856)
m = —j—j+1,...,5—1,7 (8.57)

Letzteres sind 25 + 1 verschiedene Werte fiir m. Sowohl das Betragsquadrat als auch die z- oder eine andere
Komponente des Drehimpulses kénnen in der Quantenmechanik also nur diskrete Eigenwerte h%j(j + 1) bzw. hm
annehmen. Dies unterscheidet den Drehimpuls z. B. vom linearen Impuls ﬁ, der ein kontinuierliches Spektrum hat.

Das zweite bemerkenswerte Ergebnis ist, dass die Algebra, festgelegt durch die Kommutatorrelation [jj, jk} =
ih), 5ijkjl, auch Losungen mit halbzahligen Eigenwerten j und m zulédsst. Wir hatten oben gesehen, dass der
Eigenwert m und damit auch j fiir einen Bahndrehimpuls nur ganzzahlig sein kann. Es stellt sich die Frage, ob die
halbzahligen Losungen iiberhaupt physikalische Relevanz haben. Es zeigt sich, dass das tatsdchlich der Fall ist.
Zum Beispiel zeigt das Stern-Gerlach-Experiment, dass Silber-Atome, und letztlich Elektronen, einen Drehimpul§

von j = 1/2 tragen, der offensichtlich kein Bahndrehimpuls sein kann. Er wird als Eigendrehimpuls oder Spin S
bezeichnet und kann bei verschiedenen Teilchen halb- oder ganzzahlig sein.

Teilchen mit halbzahligem Spin nennt man Fermionen, Teilchen mit ganzzahligem Spin Bosonen. Beispiele
fiir elementare Fermionen sind die Leptonen (wie das Elektron) und Quarks und fiir Bosonen die Quanten der
Wechselwirkungsfelder (Photonen, W+, Z, Gluonen, evtl. Gravitonen) sowie das Higgs-Boson.

8.2.1 Matrixdarstellung

Wir kénnen jetzt die Matrixelemente der relevanten Operatoren in der Basis {|j, m)} bestimmen. Dies ist niitzlich
fiir praktische Rechnungen. Zunéchst gilt trivialerweise

<j7m|j2|j/am/> = hQJ(j + 1) 5jj’6mm’7 (858)
<j7m|jz|j/7m/> = hmdjj’(smm" (859)
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Aus Gl. (8.51) erhalten wir

(GymlJeli’,m’) = /5 (G + 1) =m0/ (' £ 1) 855+ 0r s 1 (8.60)
Aus Ji = J, :I:ijy folgt
AL (8.61)
.S —J
v =" (8.62)
Daher ist
J,M|dg|] T )= = J\J —m(m m,m/+1 70 —m\m — m,m’—1] 9535’ .
(J, m|Jz| ) 2N’(’Jrl) '(m/ +1)6 VG L) —m(m = 1) 6 K (8.63)
(G,m|J,|5',m') = 5 (Vi (G + 1) —m/ (0 + 1) Spmrgr — V3 (77 + 1) — /(! = 1) Gmmr—1] 8550 (8.64)

Als Beispiel schreiben wir die Matrixdarstellung fiir j = j' = 3/2 explizit auf, wobei wir die Basisvektoren in der

Reihenfolge {|%,%>, %,%}, %,f%% %’,%» nehmen:

0 V3/2 0 0
- VB2 0 1 0
Jo=h| " ) 0 Vap| (8.65)
0 0 V3/2 0
0 —iv3/2 0 0
- iV3/2 0 —i 0
Jy=h|"", ) 0 —ivise| (8.66)
0 0 iv3/2 0
3/2 0 0 0
- 0 1/2 0 0
L=nl o 120 | (8.67)
0 0 0 —3/2
15/4 0 0 0
J? = n? 15/4 0 0 (8.68)

0 0 15/4

8.2.2 Spin 1/2

In der Vorlesung Quantentheorie 2 wird gezeigt, dass Teilchen mit dem Spin 1/2 die einfachste Moglichkeit
darstellen, wenn man folgendes fordert:

e Die Dynamik soll durch eine lineare Gleichung von erster Ordnung in der Zeit beschrieben werden.
e Die Beschreibung soll kovariant sein, d.h. mit der Speziellen Relativitéitstheorie vertriglich.

Man findet auch, dass dieser Spin mit einem magnetischen Moment verkniipft ist. In diesem Abschnitt betrachten
wir den Fall j = s = 1/2 genauer. Er beschreibt nicht nur die wichtigsten fermionischen Elementarteilchen,
sondern ergibt auch das einfachste nichttriviale Quantensystem. Fiir s = 1/2 existieren ndmlich nur zwei linear
unabhéngige Zusténde:
|Svm> = |%7 %> =: |T> (869)
und
s, m) = |3, — 1) = 4). (8.70)

125



Der Hilbert-Raum ist also zweidimensional. Die zweikomponentigen Vektoren nennt man Spinoren. Alle Opera-
toren konnen als 2 x 2-Matrizen dargestellt werden. Insbesondere findet man

Si = — 04, (871)

leam:< (1) é ), (8.72)
ag_ay_<? Bi > (8.73)
03 =0, = ( (1) _01 ) . (8.74)
Wir finden LR s /1 0 1 /1
S :4(Uf+ag+0§):4<0 1>=h22<2+1> 1, (8.75)

was den korrekten (zweifach entarteten) Eigenwert A2s(s + 1) mit s = 1/2 hat. Der Hamilton-Operator fiir einen
Spin 1/2 in einem Magnetfeld in z-Richtung lautet nun zum Beispiel

- 5 3 5 h(1 0
H:—QHBB'S:_Q,UBBSZ:_QMB2(0 1 ), (8.76)

wobei g =~ 2 der g-Faktor und pp das Bohrsche Magneton sind. Ein Wert von g = 2 ergibt sich in der relativisti-
schen Dirac-Quantenmechanik, siche Vorlesung Quantentheorie 2.

8.2.3 Die Bloch-Kugel

Es stellt sich die Frage, wie der Zustandsvektor |¢p) € H = C? eines Spins der Linge 1/2 mit der Richtung des
Spins im Realraum R? zusammenhingt. Wir kénnen Spins eine Richtung im Realraum zuordnen, weil sie an das
B-Feld koppeln. Die Richtung kann durch einen Einheitsvektor n beschrieben werden, den wir durch sphérische
Winkel parametrisieren: In kartesischen Koordinaten sei

sin ¥ cos ¢
A= | sindsingp | . (8.77)
cosv

Alle 7 bilden natiirlich eine Einheitskugel im R®, die Bloch-Kugel.
Wir betrachten nun Zustéande

[¥, ) = cosg |1) + e’ sing [1). (8.78)

Der Erwartungswert des Spin-Vektors in diesen Zustédnden ist

(3) = .elS10.0) = 2 0.6 [ o7 ) 0.9 (8.79)
o,
mit den Komponenten
<5'x> = g(cosg (T +e7% sing <L|) <(1) é) (cosg |1) + €™ sing |¢>)
= ; (cos g e'? sin g + e sin g cos g)
= hcos g sin g cos @ = g sin ¥ cos g, (8.80)
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h 9 : 9 —i Y ; v
) = 5(C0S5 (11 —|—e‘“’°sin§ (J,|) (? OZ) (0085 |T) —|—e“"sin§ M>)

h 9, v - 9
— —| —9 « P qin — s =P i L
2( zcos2e 51n2 + e bln2COb2)
(A h
= hcos 3 sin 3 sinp = 3 sin ¥ sin ¢, (8.81)
A I 9 _ v 1 0 % ; v
- Z WP iy Z WP i —
(8.) = 5 (cosg (4 esing 0) (o ) (cos 11 +siny 1)
_h 2¥ .o\ A
=5 (cos 5 —sin 5) =3 cos ¥. (8.82)
Also erhalten wir R N
(S) = 5 (8.83)

Der Zustand |9, ) beschreibt daher einen in der Richtung von # ausgerichteten Spin 1/2. Die Verallgemeinerung
auf Drehimpulse beliebiger Lénge j ist moglich.

8.3 Drehoperatoren
Fiir einen Einheitsvektor 7 ist .J - i die Drehimpulskomponente entlang n und hermitesch. Daher ist

Dy (n) == exp(— %j-ﬁa) mit o € R (8.84)

unitér. D, (7) ist ein Drehoperator, der einen Zustand um den Winkel o um die Drehachse parallel zu 7 dreht.
Wir zeigen dies hier nicht allgemein, sondern iiberzeugen uns anhand des Falles j = s = 1/2, dass sich D, (1) wie
erwartet verhélt.

Fiir Drehungen um die z-Achse gilt

D, (%) = exp ( — %gza) = exp < — %@a) = (egaﬂ eig/2> . (8.85)

Die letzte Gleichheit gilt, da o, diagonal ist. Man kann sich leicht {iberzeugen, dass alle Matrixelemente gleich
sind. Alternativ zeigt man mittels Taylor-Entwicklung:

eXp(_i?a&Z) :ii(_f)nonzirb(_ﬁn (15 (—?)n)

e—ioc/2 0
( ) ew/2>' (8.56)

Wir finden also o
~ _ [cos % — 4 sin % 0
Da(2) = ( 0 cos § +isin a)

—cos21— isingaz. (8.87)
3 2
Aber die z-Achse ist nicht ausgezeichnet. Wir erhalten daher analoge Ausdriicke fiir beliebige Richtungen n:

2

Da(ﬁ):exp(—%§-ﬁa):cosgl—isingﬁ-ﬁ, (8.88)
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wobei

7= o, (8.89)

der oft verwendete Vektor der Pauli-Matrizen ist.
Wir betrachten nun zunéchst die Drehung von |1) um 90° um die y-Achse:

) = Dapa(@)|1) = (cos T1—isin T o, )[1) = QF ¢7)m

56050

s =500 =5 (5 o) 5 (1) =375 (1) = 31 (s.91)

|4h) ist also ein Eigenzustand von S, mit dem (maximalen) Eigenwert //2, d. h. der Spin im Zustand |) zeigt in
die z-Richtung. Das erwarten wir auch, wenn wir |1) (zeigt in die z-Richtung) um 90° um die y-Achse drehen.

Nun ist

4

118

Was passiert, wenn wir |1) um 180° drehen? Dann erhalten wir

) = Da(@)|1) = (cos 51— isinZ o, ) 1)

——inin=(7 3)(5) = (1) =1 (5.92)

Der Spin zeigt in die negative z-Richtung, auch wie erwartet.
Eine Drehung um 360° ergibt

1W") = Doy (§)|1) = (coml - isinﬂay)|T> = |1, (8.93)

Das ist derselbe Zustand wie |1), der Spin zeigt also wie erwartet wieder in die z-Richtung. Aber in Systemen
mit mehr als einem Spin sind Phasenfaktoren relevant und speziell der Faktor —1 unter Rotationen um 360°
ist wesentlich. Er tritt allgemein bei halbzahligen Spins (also bei Fermionen) auf. Halbzahlige Spins muss man
zweimal umdrehen, um wieder zum urspriinglichen Vektor zuriick zu kommen. Mathematisch héngt dies damit
zusammen, dass die Abbildung zwischen der Symmetriegruppe SU(2) eines Quanten-Spins zur Symmetriegruppe
SO(3) fiir Rotationen im Realraum 2 : 1 und nicht 1 : 1 (bijektiv) ist. Physikalisch ergeben sich daraus, zusammen
mit der Spin-Bahnkopplung, zusétzliche Symmetrieeigenschaften. Ein Beispiel sind vierfache Entartungen von
Energiebéndern in kubischen Kristallen.
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Die Kommutatorrelationen fiir Drehoperatoren sind auch interessant. Fiir das Beispiel j = s = 1/2 finden wir
i

[Da@), Ds(9)] = [exp ( ~ 7 e0)exp (7 5,5)]

[ Xy e 61 .. P }
= | COS — — 781N — COS — — 781N —
5 7 20;5, 52 1S 2ay

(1 kommutiert mit allen Matrizen)

g sing [on)]
= —sin — sin = |0,
5 5 Oz,0y

=040y—0y—0,=210,

. a . f8
= -2 sm§ sin — o,

2
—25in & sin 2D, (2), (8.94)
2 2
Also speziell fiir Drehungen um 90°:

Interessant hieran ist, dass diese Vertauschungsrelationen im Unterschied zu [J,., J,] = ihJ. (und auch zu [#;,p;] =
ihd;;) keinen Faktor i enthalten. Das resultiert daraus, dass die Nichtvertauschbarkeit von Drehungen kein genuin
quantenmechanisches Phinomen ist, sondern ein geometrisches. Schon klassisch hingt das Ergebnis von zwei
Drehungen um unterschiedliche Achsen von ihrer Reihenfolge ab, vgl. Vorlesung Theoretische Mechanik.

Es sei noch angemerkt, dass die Quantentheorie des Drehimpulses auch umgekehrt aufgezogen werden kann:
Man startet von den Drehoperatoren und ihrer geometrischen Nichtvertauschbarkeit. DanAn konstruiert man die

Drehimpulskomponenten als Generatoren der Drehungen im Sinne von Dq () = exp(—+ J - ha).

8.4 Addition von Drehimpulsen

Oft untersucht man Systeme mit mehreren gekoppelten Drehimpulsen. Dies kénnen Spin und Bahndrehimpuls
desselben Teilchens sein oder auch Drehimpulse verschiedener Teilchen. Ist das System insgesamt rotationsinva-

riant, so ist der Gesamtdrehimpuls J erhalten, also
[J.H] = 0. (8.96)

Die einzelnen Drehimpulse j:; von Teilsystemen sind i. A. nicht erhalten. Der Zustandsraum fiir mehrere Drehim-
pulse ist nach 7.1.3 das Tensorprodukt der Hilbert-Réume der einzelnen Drehimpulse 7;:

H=Hi1Hs® ... (8.97)

Es ist niitzlich, die Zustdnde des Gesamtdrehimpulses mit denen der einzelnen Drehimpulse in Beziehung zu
setzen. Dabei werden wir auch herausfinden, welche Gesamtdrehimpulse sich iiberhaupt ergeben kénnen. Wir
beschrianken uns hier auf den Fall der Kombination zweier Drehimpulse. Mehr als zwei kann man im Prinzip
kombinieren, indem man konsekutiv jeweils einen hinzufiigt.

8.4.1 Abzihlung der Zustéinde
Wir betrachten zwei Drehimpulse der Léngen j; und ja, d. h.

7% =111 + 1) 1aj,41, (8.98)
73 = W2ja(ja + 1) 1ajp11, (8.99)

wobei 1,, die n x n-Einheitsmatrix ist. Die Hilbert-Rdume H; und H, haben die Dimensionen 2j; +1 bzw. 2j5 + 1.
Der Hilbert-Raum #H des Gesamtsystems hat daher die Dimension (2j; +1)(2j2 +1). Als Basen von H,,, n = 1,2,
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nehmen wir die Eigenzustéinde zu (72 und) jnz, also {|jn, mn) | Mn = —jns —jn + 1, ..., jn}. Eine Basis von H ist
die Produktbasis bestehend aus den Vektoren

|j172; mama) = |j1, m1)|j2, ma). (8.100)

Fiir den Gesamtdrehimpuls schreibt man meist

=

J =7+ (8.101)

Aber diese Schreibweise ist nicht ganz sauber, weil 7; 31 auf Hq, J- jz auf Hs, J aber auf H = H; ® Ho wirkt. Korrekter
miissen wir 77 und 75 auf H erweitern. Dabei soll 77 mit Drehimpuls 2 nichts tun und umgekehrt. Daher schreiben
wir korrekter

T=501? +10 e 5, (8.102)
wobei 10" jeweils der Einsoperator auf dem anderen Faktorraum ist. Im folgenden verwenden wir aber die
abgekiirzte Schreibweise aus Gl. (8.101). Man kann nachrechnen, dass gilt

[J;, Jj] zhze”kjk, (8.103)

[f Ji] =0 (8.104)

fir i,j = z,y, 2. J ist also wirklich ein Drehimpuls. (Das ist nicht tr1V1a1 da die Vertauschungsrelatlonen nicht

linear sind. Zum Beispiel ist das negative —J eines Drehimpulses J kein Drehimpuls.) Daher haben J J2 und J,
Eigenwerte der iiblichen Art. Weiter zeigt man

1>

K41>

s T7]

T ]

(8.105)
(8.106)

S

0,
0

—

fiir n = 1,2. Es gibt also ein gemeinsames vollstdndiges Orthonormalsystem von Eigenzustédnden zu 5’12 , ]:'227 J?
und J,. Diese Eigenzustéinde bezeichnen wir mit |j;j2, JM), wobei die Eigenwertgleichungen lauten

31 Cldijes JM) = 151 (ji + 1)|j1jz, TM), (8.107)
92 Ndga, JM) = 12 ja(ja + 1) |j1j2, TM), (8.108)
J? g2, JM) = B2 J(J + 1)|j1j2, JM), (8.109)
J. J12, JM) = WM |j1j2, JM). (8.110)

(8.111)

Wir wollen die Eigenzusténde |41 j2, JM) mit den Produktzusténden |j; jo; m1ms) in Beziehung setzen. Wir haben

noch nicht gezeigt, dass ]:’127 5’22, J? und J. ein maximaler Satz vertraglicher Observabler ist. Im Prinzip kénnte es
also sein, dass wir in |j1j2, JM) noch weitere Quantenzahlen brauchen, um ein vollstdndiges Orthonormalsystem
zu erhalten. Mit anderen Worten, es konnte mehr als einen linear unabhéngigen Zustand mit denselben Werten
von J und M (und trivialerweise ji, j2) geben. Wir bezeichnen diesen Entartungsgrad mit g(J, M). Aus einem
Zustand mit Quantenzahlen J, M koénnen wir durch Anwendung von Jy immer eine ganze Leiter von 2J + 1
Zustdnden mit M = —J, ..., J erzeugen. Daher héngt der Entartungsgrad nur von J ab: g(J, M) = g(J).

Nun ist |ji1j2; m1ms) schon Eigenzustand zu jz, denn

Jelgrgzmama) = (Giz + joz)|j1j2; mimea)
= (Jizld1, m1))|j2, m2) + |1, m1)J2z|j2, m2)
= h(m1 + ma)|j1j2; mima). (8.112)
Der zugehorige Eigenwert ist offenbar M = mj +ma. Also ist |j1j2, JM) eine Linearkombination nur von solchen

|71j2; mime), die my + mo = M erfiillen. Die Zahl n(M) der Paare (my, ma), die dies erfiillen — und damit den
Entartungsgrad des Eigenwerts M — erhilt man mittels des folgenden Diagramms (hier fiir j; = 2 und jo = 3/2):
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ny

X X X X
X X X X X
] 0 — N m
X X x !

. . o M+ my= const = M
X X %X X X%

Wir finden
0 fiir ‘M|>j1+j2,
n(M)=<{ji+j2+1—|M| fir |j —jo| <|M| < j1+ jo,
2min(j1,j2)—|—l fur0§|M|<|]1—j2|

(8.113)

Andererseits erhalten wir fiir jeden erlaubten Wert von J > |M| gerade g(J) linear unabhingige Zustéinde mit

der Quantenzahl M. Also gilt
n(M)=n(M) = Y g(J),

J=>|M|

wobei wir g(J) = 0 setzen, wenn J gar nicht vorkommt. Es folgt

n(|M]) = n(IM|+1)= Y g(J)= > g(J)=g(|M]).

J>|M]| J>|M]|
Das Argument |M| kénnen wir umbenennen:
g(J)=n(J) —n(J +1).
Daraus folgt, mit Gl. (8.113),
0 fir J > j1 + jo,
g(J) =11 fiir |j1 — jo| < J < j1 + Jo,
0 fﬁI‘J<|j1*j2|.
Also sind nur die Werte
J =1 = jals 71 — g2l + 1, J1 + j2

erlaubt und es gibt keine weitere Entartung. Zu jedem J erhalten wir natiirlich
M=-J-J+1,...,J
Beispiel: Fiir die Kombination zweier Spins j; = jo = 1/2 erhalten wir die Zusténde

% %, 0 O> } Singulett,
221 1)
$3,10) Triplett.

11 11>

2 2

(8.114)

(8.115)

(8.116)

(8.117)

(8.118)

(8.119)

Die drei Zusténde des Tripletts sind entartet, wenn das System rotationsinvariant ist. Wird die Entartung aufge-
hoben, z. B. durch ein Magnetfeld, so spalten die Eigenenergien in drei Werte auf. Spektroskopisch erkennt man
dies an der Aufspaltung einer Spektrallinie in drei Linien im Magnetfeld, daher die Bezeichnung ,, Triplett®.
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8.4.2 Clebsch-Gordan-Koeflizienten

Wir haben gesehen, dass die Zustéinde [j1j2,JM) eindeutig sind und sich als Linearkombinationen von
|71, 2, m1ma) mit m; + my = M schreiben lassen miissen. Jetzt bestimmen wir die Koeflizienten in dieser
Linearkombination. Es gilt

e, IMY = > |t mama) (it mimaljida, JM)

s
J15J2,M1,mM2

Z |J1d25 mamea) (j1j2; mamaljij2, JM)
s

mi+mo =M
= > (g mamalgie, JM)|jrja; mama). (8.120)

mi,mg

mi+mo =M
Die Koeffizienten nennt man Clebsch-Gordan-Koeffizienten und fithrt das Symbol
(J172; mima|J M) := (j1j2; mima|jija, JM) (8.121)

ein. Sie hingen per Konstruktion nur von den Gréflen j1, jo, m1, me und J ab (M = m; + my ist redundant), also
z. B. nicht davon, ob die beiden einzelnen Drehimpulse Spins oder Bahndrehimpulse oder selbst auch zusammen-
gesetzte Drehimpulse darstellen. Mit dieser Abkiirzung schreiben wir

e, IM) = Y (Gujas mama|TM)|jija; mams), (8.122)

my,ms2

wobei wir die Summe {iber alle my, mo laufen lassen; fiir nicht vorkommende Terme ist einfach (j;ja; mima|J M) =
0. Aus dem letzten Abschnitt wissen wir, dass gilt

<j1j2;m17TL2‘JM> =0 fiir mi +TTL2 #M, (8123)
<j1j2;m1m2‘JM>:O fir J < |j17j2|oderJ>j1 + jo. (8124)

Um die Clebsch-Gordan-Koeffizienten eindeutig festzulegen, miissen wird die Phasen von |j1js2, JM) (relativ zu
denen von |jjo; mims)) wihlen. Wir vereinbaren

o (jijoijr J —j1|JJ) €RY,

o fiir alle anderen Koeffizienten ergibt sich die Phase durch Anwendung der Auf- und Absteigeoperatoren Jy
des Gesamtdrehimpulses mittels Gl. (8.51).

Mann kann zeigen, dass dann alle Koeffizienten reell sind.

Da Gl. (8.122) eine unitére Transformation darstellt, sind die (j1jo; mima|JM) fiir feste j1, jo Komponenten
von unitiren Matrizen. Da sie alle reell sind, sind diese Matrizen auch orthogonal (d. h. sie erfiillen OTO = 00T =
1). Aus der Unitaritit bzw. Orthogonalitiit folgt

S™ (irgas mamal JM) (Gujai mamal T M') = 6550001000, (8.125)
mimo
> (Grgas mamal JM) (G jas mymb | TM) = 6yt Sy, - (8.126)
mi1msa

Die Koeffizienten sind gleich eins, wenn die Linearkombination nur einen Term enthélt. Das ist der Fall, wenn
einer der Drehimpulse die Lange Null hat,

(3 0;mO0[jm) = (0j;0m|jm) = 1, (8.127)
und fiir zwei parallel zur gemeinsamen Quantisierungsachse ausgerichtete Drehimpulse,

(J1Je2; Jrjelji+i2 Ji+i2) = (Jije; —j1 —jalirt+je —ji—j2) = 1. (8.128)
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AuBerdem kann man folgende Rekursionsformeln beweisen:

VI(T +1) = M(M + 1) (j1j2;mima| IM) = /51 (j1 + 1) — ma(my + 1) (jij2;mi+1 me|J M+1)

+ Vj2(ja + 1) — ma(ma + 1) (j1jo;m1 mo+1|J M+1), (8.129)
VI +1) = M(M = 1) (jujz; mama| JM) = \/ji(jr + 1) = ma(my — 1) (jujz; mai—1 malJ M—1)

+ VG202 + 1) — ma(ma — 1) (jrjo; my ma—1|J M—1). (8.130)

Mit den angegebenen Beziehungen koénnen alle Koeffizienten bestimmt werden. In der Praxis entnimmt man sie
Tabellen. Beispiel: Fiir zwei Spins 1/2 erhédlt man

1100y 2227201555 3)
2 27 ﬂ
_ 508 - b))
V2
= |T>|¢>\;§¢>T>’ .
33,1 -1) =Dl 1
11110) = |¢>|¢>¢+§¢>T>’ o
33,11) =D (8.134)
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Kapitel 9
Symmetrien

In diesem Kapitel werden wir kurz einige Konzepte besprechen, die bei der Betrachtung von Symmetrien quanten-
mechanischer Systeme wichtig sind. Aus den Symmetrien eines Systems kann man — wie schon in der klassischen
Mechanik — viel iiber seine Eigenschaften lernen. In der Quantenmechanik erhélt man z. B. Informationen iiber
die Entartungen von Eigenwerten und iiber strikt verschwindende Matrixelemente, die zu Auswahlregeln fiir
Ubergiinge gestorter Systeme fithren. Wir kénnen hier nur die Grundlagen besprechen, auf die in weiterfiihrenden
Vorlesungen, z. B. zur Gruppentheorie in der Physik, aufgebaut wird.

9.1 Unitére Transformationen
Wir hatten in 7.2.2 gesehen, dass beobachtbare Groflen invariant sind unter unitdren Transformationen
@) = Ula),
U:{al — (o0, (9.1)
A — UAUT
Der Grund ist, dass U beliebige Matrixelemente (a|A|3) abbildet auf
U((alAlB)) = (UTTATU|B) = (o] A|B). (9.2)

Die Transformation U wird offenbar durch den unitédren Operator U charakterisiert, wobei U bis auf einen irre-
levanten Phasenfaktor eindeutig ist. (Ein Phasenfaktor ist irrelevant fiir Zustinde und hebt sich in der Transfor-
mation der Operatoren A heraus.) Die Eigenschaften von U ergeben sich oft aus der physikalischen Bedeutung
der jeweiligen Transformation. Als Beispiel betrachten wir die Raumspiegelung (Inversion) P, die durch den
Parititsoperator U = P vermittelt wird. Inversion kehrt alle Orts- und Impulskomponenten um:

PPt = —py,

Pp, Pt = —p,. (9.4)
Daraus folgt fiir den Bahndrehimpuls o .

PL;P" = +1,. (9-5)

Wir fordern hier, dass auch der Spin gerade unter Inversion ist; im Rahmen der relativistischen Quantenmechanik
kann man dies zeigen:

Wie wirkt P auf Zustéinde? Zustéinde im Produktraum fiir Spin und riumliche Bewegung lassen sich als zwei-
komponentige (Spinor-) Wellenfunktionen

= (519) - (582)
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darstellen. Der zugehorige ,,Zeilenspinor* ist
(V1 (7), %} (7). (9:8)

Ein beliebiges Matrixelement von 7 lautet in Ortsdarstellung

(WIAlp) = / @B 1 (7) 7o)

= / dPr ot (F) Pt PFPT Po(P)

Analog lauten die Matrixelemente des Spins

& Po(F). (9.10)

Damit die Matrixelemente unter der unitdren Transformation mit P invariant sind, muss gelten

Po(7) = () (9.11)
und
PI (7 PY =t (=), (9.12)

denn dann ergibt sich

Widle) == [ drutnro-n "= - / Erol @) (e =+ [ Erdt e 019
und

(¥]Slp) = /d?’rwT F)fmp Tt /d%z/ﬁfg o(7). (9.14)

P kehrt also, wie erwartet, das Or:ssargument der Wellenfunktion um, &ndert aber nichts am Spinor. Insbesondere
wird der Spinor nicht invertiert. P ist im Spin-Raum proportional zur 2 x 2-Einheitsmatrix 1.

9.1.1 Transformationsgruppen

Die unitéren Transformationen auf einem Hilbert-Raum bilden eine Gruppe. Diese Aussage beruht auf folgenden
Erkenntnissen:

1. Das (Gruppen-) Produkt zweier Transformationen mit den unitéiren _Operatoren Uy und U, ist wieder eine
unitéire Transformation mit dem Operator U, Us,. Insbesondere ist Uy U unitér. Diese Gruppenmultiplikation
ist assoziativ, da die Multiplikation von Operatoren assoziativ ist.

2. Die identische Transformation mit U = 1 ist das neutrale Element der Gruppe.

3. Das Inverse einer Transformation ist durch den inversen Operator U-t=ypt charakterisiert, der wegen der
Unitaritét von U immer existiert.

Die Gruppe ist i. A. nicht kommutativ, da verschiedene unitire Operatoren nicht kommutieren miissen.

Fiir einen endlichdimensionalen Hilbert-Raum der Dimension N ist die vollstindige Transformationsgruppe
isomorph zur Gruppe U(NV) aller unitéiren N x N-Matrizen. Da ein skalarer Phasenfaktor e!® keine Konsequenzen
hat, kann man ihn festhalten, z. B. durch die Forderung det U = 1VU. Dies fithrt auf die Spezielle unitire Gruppe
SU(N) aller unitiren N x N-Matrizen mit Determinante 1. Oft interessiert man sich fiir Untergruppen der vollen
Transformationsgruppe.
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9.1.2 Symmetrien

Man sagt, eine Transformation lédsst eine Observable A invariant, wenn gilt

UAUT = A. (9.15)
Beachte, dass diese Gleichung dquivalent ist zu
UA=AU < AU-UA=0 <« [AU]=0. (9.16)

FEine Transformation ldsst eine Observable also genau dann invariant, wenn der zugehorige unitédre Operator mit
der Observablen kommutiert.
Man kann nun leicht folgendes zeigen:

1. Lassen Ul und Ug eine Observable invariant, so gilt dies auch fiir ﬁl 02.
2. Die Identitét 1 ldsst jede Observable invariant (das ist natiirlich trivial).
3. Lisst U eine Observable invariant, so gilt dies auch fir U~! = U,

Es folgt, dass die Transformationen (bzw. die unitédren Operatoren), die eine Observable A invariant lassen, eine
Gruppe bilden. Diese nennen wir Symmetriegruppe von A. Sie ist offenbar eine Untergruppe der vollen Transfor-
mationsgruppe. Beispiel: Eine Komponente des Drehimpulses f, 0.B.d. A. jz, kommutiert mit Drehoperatoren
um die z-Achse, aber nicht mit Drehoperatoren um andere Achsen und auch nicht mit anderen unitéiren Ope-
ratoren. Die Symmetriegruppe von J. ist daher {Da (2) | a €10, 27r[}. Der Bereich von « ist eingeschrénkt, da
a = 2w dasselbe ergibt wie a = 0. Die Gruppe ist isomorph zu

U(1) ={e"* | a € [0,2n[}. (9.17)

(Fiir halbzahlige Spins ergibt sich eine Subtilitit aus D2, (2) = —1, auf die wir hier nicht eingehen.)
Besonders wichtig ist die Symmetriegruppe des Hamiltonians H, meist Symmetriegruppe des Systems oder
einfach Symmetriegruppe genannt. Sie umfasst alle Transformationen bzw. unitdren Operatoren U mit

UHUY = H (9.18)

oder dquivalent o
[H, U] =0. (9.19)
Nun kann man jeden unitdren Operator schreiben als

U=¢eP, (9.20)

o

wobei B hermitesch ist. Fiir Gl (9.19) ist hinreichend, dass
[H,B] =0 (9.21)

gilt; ist B also eine Erhaltungsgrofe, so folgt eine unitire Symmetrie. (Manchmal bezeichnet man auch unitire
Operatoren, die mit H kommutieren, als Erhaltunsgrofien, obwohl sie keine Observablen darstellen.) Die Um-
kehrung gilt nicht allgemein. Zum Beispiel ist jedes System mit Drehimpuls ganzzahliger Lange j trivialerweise
invariant unter

2m1 >
Do () = exp ( - % J n) —1, (9.22)

aber daraus folgt nicht, dass jede Drehimpulskomponente J -7 eine Erhaltungsgrofe ist. Dies folgt aber, wenn das
System invariant unter allen Drehungen um die Achse 7 ist. Denn dann ist es insbesondere invariant fiir beliebig
kleine Drehwinkel und wir kénnen entwickeln:

i i

2 - ) T fha (9.23)

1%

Da(ﬁ):exp(— 1-

St
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und [H, Da(ﬁ)] = 0 impliziert dann [I:I, J- ﬁ] =0.
Die Wichtigkeit der Symmetriegruppe fiir Entartungen von Eigenenergien kann man leicht einsehen: Sei U

der unitéire Operator eines Elements der Symmetriegruppe und sei |¢) ein Eigenzustand von H zur Energie E.
Dann gilt

H|v) = Elv) (9-24)
= UHW)=UEp) = EU) (9.25)
= UHU'Ulp) = EU). (9.26)
Wegen der Symmetrie ist UHU' = H, also folgt
HU|p) = EU|yp). (9.27)

Damit ist U]t)) ebenfalls ein Eigenzustand von H zur Energie E. Das gilt natiirlich fiir alle U aus der Sym-
metriegruppe. Ist der Eigenwert E n-fach entartet, so muss der entsprechende n-dimensionale Unterraum des
Hilbert-Raums invariant unter allen U aus der Symmetriegruppe sein. Die Existenz und Dimension solcher inva-
rianter Unterrdume untersucht man mittels der Darstellungen von Gruppen.

Beispiel: Ein Drehimpuls J in einem Kristall sei durch den Hamilton-Operator
H=—kJ? (9.28)

beschrieben. Dies nennt man eine magnetokristalline Anisotropie, konkret fiir k > 0 eine ,leichte Achse“, weil
die Energie durch Ausrichtung des Drehimpulses entlang +Z minimiert wird. Die Symmetriegruppe enthélt be-
liebige Drehungen um die z-Achse, D, (%) = exp( J a), und dquivalent damit kommutiert H mit J, (und

auch mit J 2). Die Zustéinde |j,m) aus der Standardbasm sind also Eigenzustéinde von H. Zusitzlich enthilt die
Symmetriegruppe aber auch Drehungen um 180° bzgl. beliebiger Achsen in der xy-Ebene,

o TS o N
D, () = exp ( m J - ) nlz. (9.29)
Wir zeigen dies fir n = 2:
Dx(#) H D}(&) = = Dx(#) JZ D}(#)
i 3 Da(@)lj, m) G, ml TN, m') G, m| DL (3)

mm/’

—KR Z ‘]7 Jamlh m m'm |.]a ><.]a _m/‘ da Dﬂ(j)|]am> = |,77 _m>

mm/
Z—KZHQ *15,=m) (G, —m|
—nZh2m2|j7m (4, m|
m

s (9.30)

Da |j,m) Eigenzustand von H zum Eigenwert E,, = —xh2m? ist, so folgt, dass D, (#)|j, m) = |j, —m) ebenfalls
Eigenzustand zu derselben Energie ist. Die beiden Zusténde sind linear unabhéngig genau dann, wenn m # 0
ist. Daher sind die Energien FE,, fiir m # 0 zweifach entartet und Fy (existiert nur fiir ganzzahliges j) ist nicht
entartet. Bei diesem einfachen Beispiel kann man dies natiirlich direkt sehen.

9.2 Zeitumkehr

In der klassischen Physik diskutiert man die Zeitumkehr: Kann ein physikalischer Prozess auch riickwérts in

—,

der Zeit ablaufen? Oder exakter ausgedriickt: Wenn ¢ — (g(t), p(t)) ein mit der Hamilton-Funktion konsistente
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Zeitentwicklung der kanonischen Variablen (g, p) ist, gilt dies auch fiir ¢ — (g(—t),5(—t))? In diesem Abschnitt
besprechen wir kurz die Zeitumkehr in der Quantenmechanik.
Wir schreiben die Zeitumkehrtransformation analog zu Abschnitt 9.1 als

) = Tla),
T:{(a — (oTT, (9.31)
A — TATH

Aus dem Korrespondenzprinzip erhalten wir

Tt = 74, (9.32)

Tp, Tt = —p;. (9.33)
Daraus folgt o .

TLITT=—-L; (9.34)

und wir fordern (oder entnehmen der relativistischen Quantenmechanik), dass analog fiir den Spin gilt
TSTT = —8;. (9.35)

Aber fiir den Orts-Impuls-Kommutator finden wir dann

[, p;] = ihéy; (9.36)
= T[r},[)j]ft = Tih(gij Tt (9.37)
= —Tipj + D;Ti
= — [, p;] = T'ihé;; T1 (9.38)
N——
= —ihdy; = Tihoy; T . (9.39)

Hier tritt ein unerwarteter Vorzeichenwechsel auf. Es ist am natiirlichsten, diesen dem imaginéren Faktor ¢ zuzu-
schreiben, also o
TiTt = —i. (9.40)

Aber unitéire Operatoren erfiillen dies nicht — fiir sie gilt UiUt = i. T ist damit nicht unitér, und, da der Operator
die Komplexkonjugation enthilt, noch nicht einmal linear. Ein Operator X mit

X(MWJQ + Xolthe)) = Ni X 1) + A5 X ) (9.41)
heifit antilinear. Den zu X adjungierten Operator definiert man wie {iblich durch

WX T|) == (X¢lo) = (p| X0)* = ((p|X[¥))". (9.42)

Erfiillt ein antilinearer Operator o o
XXt =XTX =1, (9.43)
so heifit er antiunitdr. Die obigen Eigenschaften von T legen nahe, dass T antiunitér ist. Das ist tatséchlich der
Fall.
Man kann auch an der Schrédinger-Gleichung in Ortsdarstellung sehen, dass Zeitumkehr etwas mit Komplex-
konjugation zu tun hat: Aus

ih % (7, t) = HY(7,t) (9.44)
folgt durch Umbenennung ¢ — —t, dass gilt
L, 0 _, o .,
ih =D W(7, —t) = HY(F, —1), (9.45)



wobei H zeitunabhingig angenommen wurde. Es folgt

—ih 9 (7, —t) = H(T, —t)

5 (9.46)
= ik % (7, —t) = H** (7, —t). (9.47)

Also ist ¢*(F,—t) eine Losung der Schrodinger-Gleichung zu H*. Ist H reell, so ist ¢*(F, —t) Losung der
Schrodinger-Gleichung zu H, genau wie ¢(7,t). In diesem Fall nennt man das System zeitumkehrinvariant. Nun
ist in Ortsdarstellung r} = r; und

h o\ h O
?‘: —_— = = — = —D;. .4

Komplexkonjugation in Ortsdarstellung tut also genau das, was wir von der Zeitumkehrtransformation erwarten.
Beispiel: Der Hamiltonian eines Teilchens mit der Ladung ¢ im Induktionsfeld B = V x A lautet (minimale

Kopplung) X ,
H=— (ﬁ— 4 /T(F)) , (9.49)

T 2m c

hier in Gauf3schen Einheiten. Ein homogenes B-Feld in z-Richtung wird z. B. durch

A =Bz (9.50)
realisiert:
0 0
B=VxA= 0 =(o0]=:B (9.51)
ZAy -2 A B
Dann ist ) B 5
H:%(ﬁ—%xg) . (9.52)
Zeitumkehr liefert
AT = 1 (—ﬁ— @mg)Q -t <ﬁ+ B x;z))Q. (9.53)
2m c 2m c

Das System ist also nicht zeitumkehrinvariant, es sei denn, es ist B = 0 (oder ¢ = 0). Ganz allgemein bricht ein
dufleres Magnetfeld die Zeitumkehrsymmetrie.
Man kann folgendes zeigen, die Beweise sind meist elementar:

1. Sei B = {|i1), [t)2), ...} eine Orthonormalbasis des Hilbert-Raums. Die Komplexkonjugation K beziiglich
der Basis B ist definiert durch

K caltpn) = S K ln) = 3 chlinn)- (9.54)

K konjugiert also Koeflizienten und lésst die Basisvektoren unveréndert. K héngt von der Wahl der Basis
ab, da die Transformation von einer Basis zu einer anderen komplexe Koeffizienten enthalten kann. K
ist offensichtlich antiunitir und erfiillt K2 = 1, also K~! = K = K. Im letzten Beispiel wurde die
Komplexkonjugation beziiglich der Ortsbasis betrachtet.

2. Jeder antiunitdre Operator T lisst sich schreiben als
T=KU=VK (9.55)
mit unitiren Operatoren U, V. (Da K von der Basis abhéngt, gilt dies auch fiir U, ‘7)

3. Gangz allgemein gilt: Ist U unitér und 7' antiunitér, so sind U7 und TU antiunitér.
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4. Fiir zwei antiunitdre Operatoren S, T gilt: ST und T'S sind unitér. (Im Allgemeinen ist ST + T8 .) Aus

U:=8T (U unitér) (9.56)

folgt o
S =0Tt (9.57)

Zwei antiunitire Operatoren unterscheiden sich also immer um einen unitiren Faktor. Daher ist es aus-
reichend, eine einzige antiunitire Transformation zu betrachten, namlich iiblicherweise die Zeitumkehr.
Alle anderen moglichen antiunitéren Transformationen sind Kombinationen der Zeitumkehr und unitéren
Transformationen.

5. Das Quadrat des Zeitumkehroperators ist
T2 =1 oder T7%=-1. (9.58)
Beweis: zweimalige Zeitumkehr fithrt auf den Ausgangszustand zuriick, daher ist 1?2 ein reiner Phasenfaktor:
T? = e 1. (9.59)

Nun existiert ein unitédrer Operator UT, so dass gilt T =UrK. Es folgt

l.:/vTKﬁTIA( = UT IA(K U;w = UTﬁq*—v = eia 1. (960)
=1
Daraus folgt einerseits . o
Up = e (U3)! (9.61)

(es wurde verwendet, dass mit Uz auch U} unitér ist) und andererseits, durch komplexe Konjugation,
UsUp = e 1. (9.62)

Aus der letzten Gleichung folgt mit hermitescher Konjugation

UL(U) =e 1 (9.63)
= Ul =éUs. (9.64)
Mit Gl. (9.61) erhalten wir
1= UlUp = Uk (Us)T = e 1 (9.65)
= =1 (9.66)
= =4l (9.67)

Also folgt 72 = +1.

9.2.1 Zeitumkehr, Drehimpulse und das Kramers-Theorem

Wie wirkt Zeitumkehr auf Drehimpulsoperatoren in der Standardbasis {|j,m)}? Wir wissen schon, dass gilt
TJ T =—J;, i =1y, 2. (9.68)

Mit Hilfe der Basis {|j,m)} kénnen wir J; schreiben als

Jo=Y > i m)Goml Tl m ) G| =YY i m) (G ml il m ) G (9-69)

Jm j'm’ Jj m,m’
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wobei (j,m|J;|j, m’) die Matrixelemente von J; aus 8.2.1 sind. Der Zeitumkehroperator liisst sich schreiben als
T=UrK, (9.70)
wobei K die Komplexkonjugation beziiglich der Basis {|j, m)} ist. Es folgt
Ji=-TJ,T" = -UrKJ;, KU}, = ~-UrKJ;KU},
==>"N " UrK|j,m) (jym|Jilg,m) G, m/ | KU

) /
Jmm Zahl!

J mm/

Nun haben wir in 8.2.1 gesehen, dass die Matrixelemente von J, und J. reell und die von jy imaginér sind. Es
folgt

5 o : A . - -1 firi ==, z,
Jz:ZZUT|jam><]amIJl|]am/><]am/|U’}X {1 furz:y

j mm/

A A 71 f ) —
= Uy J; }x{ mrEn s (9.72)

>

1 firi =y.

Wir suchen also einen unitdren Operator UT7 der die - und z-Komponenten des Drehimpulses umkehrt und die
y-Komponente unverdndert lésst. Dies erfiillt gerade die Drehung um die y-Achse um 180°. Also ist

Ur = Dy (§) = exp ( - %T jy). (9.73)

Der Zeitumkehroperator lédsst sich im Hilbert-Raum eines Drehimpulses also schreiben als
T = exp ( - % jy)K (9.74)

Speziell fiir einen Spin 1/2 ist

Tzexp(—%&,)f(zexp(—%m},)f(z (cosgl—isingay)f(

— (—io K = <(1) ‘01> K. (9.75)

Es folgt fiir den Spin 1/2 und analog fiir alle halbzahligen Drehimpulse

L V) L ) et V) [ V) B ) R
reell

Fiir ganzzahlige Drehimpulse findet man dagegen 12 = +1. .

Die Identitit 72 = —1 fiir halbzahlige Drehimpulse hat eine wichtige Konsequenz: Sei der Hamiltonian H
eines Systems mit halbzahligem Drehimpuls zeitumkehrsymmetrisch und sei [¢) ein Eigenzustand von H. Dann
gilt:



Also ist T|¢> ebenfalls Eigenzustand von H zu derselben Eigenenergie. Nun ist aber TWJ} linear unabhéngig von
|1b). Beweis: Angenommen, 7'|¢)) und 1)) sind linear abhiingig. Dann gibt es ein ¢ € C, ¢ # 0 mit T|¢) = ¢|ih) =
T2|p) = Te|ip) = ¢*T|p) = c*e|y) = |e[2[)). Andererseits ist T2|¢)) = —|tb). Widerspruch!

Es folgt, dass fiir Systeme mit halbzahligem Gesamtdrehimpuls und Zeitumkehrsymmetrie jeder Eigenwert von
H mindestens zweifach und allgemein geradzahlig entartet ist. Diese durch zu —1 quadrierende Zeitumkehrsym-
metrie erzwungene Entartung nennt man Kramers-Entartung. Die Aussage ist Inhalt des Kramers-Theorems. Es
ist z. B. wichtig fiir die Festkorperphysik: Wenn man die Elektronen in guter Ndherung als nicht wechselwirkende
Quasiteilchen beschreiben kann, ist ein Ein-Teilchen-Bild anwendbar. Das Theorem sagt dann fiir den Fall mit
Zeitumkehrsymmetrie eine zweifache Entartung aller Eigenenergien voraus, unabhéngig von anderen Symmetrien.
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Kapitel 10

Zentralpotentiale

In diesem Kapitel beschéiftigen wir uns mit der Quantenmechanik eines Teilchens in einem dreidimensionalen
Zentralpotential V() = V (r). Als wichtigste Anwendung besprechen wir dann das Wasserstoff-Atom.

10.1 Allgemeines Zentralpotential

Wir betrachten ein Teilchen der Masse M im Zentralpotential V(r). V(r) ist zunéchst eine beliebige (hinreichend
gutartige) Funktion. Der Hamiltonoperator in Ortsdarstellung lautet

L p? R,
H=-— M) = ——— . 10.1
2M+V(r) 2MV +V(r) (10.1)
Aufgrund der Rotationssymmetrie des Potentials V' ist es giinstig, zu Kugelkoordinaten iiberzugehen. Dann ist

(siehe Skript zur Theoretischen Mechanik)
10 0 1 0 0 1 02
2_+ Y ({29 ~ (sing = - - 10.2
v r2 Or (T 67“) + r2sinf 00 (sm 80) * r2sin? § Op? (10-2)

Der erste Term fiihrt auf die kinetische Energie der Radialbewegung, die beiden anderen auf die Energie der
Tangentialbewegung. Es liegt daher nahe, zu vermuten, dass letztere mit dem Bahndrehimpuls zusammenhéngen.
Diesen Zusammenhang leiten wir nun her. Der Nabla-Operator lautet in Kugelkoordinaten

- .9 6o 0

V=¢f—+4- —. 10.3
7n(‘37“+7“8(9 rsinfd Oy ( )
Der Ortsvektor erfiillt trivialerweise
=1 (10.4)
Daraus folgt, in Ortsdarstellung,
5 h =
L - 7? X - V
i
h . (A g 0 0 p 0 >
=1 X |\ r—+ -4+ —
i or r

/
(@3— ,é a)' (10.5)
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Damit ist

2y 22 o 0 o 06 0 6 o0 .0 6 0 6 0
2 . :_2 D— D) — — D — e - . — _ JE—
LP=L-L=-h <“’89 Y96 Y96 smfop sinddp Y96 sind 0p sind agp)'

(10.6)

Hier tritt als Komplikation auf, dass die Koordinateneinheitsvektoren 7, é, ¢ von den Koordinaten r, 8, ¢ abhéngen
(anders als fiir kartesische Koordinaten). Es ist némlich, ausgedriickt in kartesischen Komponenten,

sin 6 cos ¢
7= | sinfsingy |, (10.7)
cos 6
. cos 6 cos p
0= |cosOsing |, (10.8)
—sinf
—sing
o= cosp |. (10.9)
0
Es folgt
o0 —sinfcos g
0= —sinfsing | = —7, (10.10)
—cos 0
o0 —cosfsinp
FPe cosfcosp | =cosf, (10.11)
v 0
96
a—? —0, (10.12)
. —cos @
gj = | —sinp | =2 x . (10.13)
v 0

Daraus folgt fiir das Drehimpulsquadrat

[:;2:_712 8724_@ r g_gb.A
062 sinf dp ~~~ 00 sinf Jy

0? cost O 1 0?
= = — — . 10.14
h (6‘92 + sinf 00 + sin® 6 8¢2> (10.14)

Mit
1 9 . ,0 1 o o

= ey COS % W’ (1015)

sind 26 ° ™% 59
ergibt sich schliellich

~ 2
L= —h2(1 9 o2 + 12 0 ) (10.16)

sinf 00 96 sin? 6 Op?

Damit finden wir, dass gilt

V2o 1 0 <r2 a) _ 52, (10.17)

T2 9r



also

R 19,0 12,
=it (7 ) * e VO (1018)

Da L nur auf die Winkel wirkt, folgt

A A 1 S5 a

[, Le] = o35 (L%, L] =0, (10.19)
A D 1 5o S

[H,L*] = AT [L?,L*] = 0. (10.20)

Da natiirlich auch [EQ, ﬁz] = ( ist, bilden H , EQ, L. einen Satz vertréglicher Observabler und haben ein gemein-
sames vollstdndiges Orthonormalsystem von Eigenzusténden |E, [, m), die wir nun bestimmen werden.
Die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung lautet

R 1 90 0 1 =
{_QM Lo ( ar) +oa D2V 0 = B (). (10.21)

Wir suchen gebundene Zusténde. Fiir diese fordern wir wieder, dass ¢(7) quadratintegrabel ist. Da L2 nur Ab-
leitungen nach den Winkeln 6, ¢ enthélt, ist der Separationsansatz

() = R(r) Y(0, ¢) (10.22)
vielversprechend. Es folgt
—Y(0,9) L) (r2 8R> + R(r) ! L2V (0,9) + V(r)R(r)Y (0, 9) = E R(r)Y (0, ), (10.23)
2Mr2? Or or 2Mr?
also 1 9 [ 4,0R 1 1 2
~ 9N R() or (r 87") + SN Y (0, 9) LY (0,0)+V(r)=E. (10.24)

Wir multiplizieren mit 272 und bringen alle winkelabhiingigen Terme auf eine Seite,

1 X 1 0 OR
LY (0,p) =2Mr* [E -V P — "= 10.25
Yo,g) = Y O0) =M BV pes 5o 7 5 (10-25)
Die linke Seite héingt nicht von r ab, die rechte nicht von 6, ¢. Da die Gleichung fiir alle r, 6, ¢ gelten soll, folgt,
dass beide Seiten gleich einer Konstanten sind. Die Eigenwerte des Bahndrehimpulsquadrats L2 kennen wir aber

schon: L2 und L. haben gemeinsame Eigenfunktionen zu den Eigenwerten A2{(I4-1) und Am mit [ = 0,1,2,... und
m = —I,...,l. Diese Eigenfunktionen nennen wir jetzt Y, (6, p). Es bietet sich also an, die Separationskonstante
als h%(I + 1) zu schreiben. Dann gilt fiir den Winkelanteil

L2Yin(0,0) = B3+ 1) Yim (0, 0), 1=0,1,2,..., m=—L,...,L. (10.26)

Um die Funktionen Y}, (0, ¢) zu bestimmen, miissen wir die Differentialgleichung

1 0 /. 0 1 02
- [Sme @ (bln9 89) + SnZo 8(,02} Ylvrz(97<ﬂ) = l(l + 1) Ylm(eﬁp) (1027)

explizit 16sen. Als Randbedingung gilt dabei, dass die Funktion Y;,, (6, ¢) auf der Kugeloberfliche stetig sein muss.
Die Losung erfolgt durch weitere Separation der Abhingigkeiten von 6 and ¢. Wir fithren die Losung hier nicht
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durch, sondern geben nur die ersten paar Losungen fiir kleine [ an:

YOO(oa 90) = T/ (1028)
4
3
Y10(0, ) = 4/ 4 - cost, (10.29)
3 . +i
Viz1(0, ) = F o sinf e, (10.30)
[ 5
Y20(0, @) = Tor (3cos?0 — 1), (10.31)
71'
15 +i
Yo.41(0,) = F4/ o sinfcosfe"?, (10.32)
X
15 +24
Yox2(0,0) =/ 55— sin® 6 e+, (10.33)
m

(10.34)

Die Y}, heiflen Kugelfldchenfunktionen. Allgemein lassen sie sich durch die assoziierten Legendre-Polynome P/™(z)
ausdriicken:

l 1 (1 —m)!
I+ m)!

Yim(0,¢) = P (cosf) e'™. (10.35)

—~

Die Polynome sind gegeben durch

— 2 m/2 l+m
PP (z) = (—ym L2 (d) (22— 1)

207! dz
_ .2\m/2 l+m
_(_1\+m (1-2%) i 2N
=(-1) R (dz (1—2°)" (10.36)
Die Radialgleichung, d.h. die Gleichung fiir R(r), lautet nun
1 0 OR
21 _ 2 9 2 _ 32
2M1? B = V()] + 1 s o (r 31") R21(1 + 1) (10.37)
R0 [ ,0R B2+ 1)
_ _ - o S = . 10.
SAZ By (r 87’) + Wi R(r)+V(r)R(r) = ER(r) (10.38)

Wie sehen die Randbedingungen aus? Fiir r — oo muss R(r) schneller als 1/73/2 abfallen, so dass (#) quadra-
tintegrabel ist. Das Normquadrat lautet ndmlich

||]? =/d3r|w(f’)|2 z/drd9d<p7“2sin9|z/1(7:’)|2. (10.39)

Fiir ¢(7) ~ R(r) ~ 1/73/2 ist das radiale Integral

oo 2 0o d
/ ar’ = / dr (10.40)
was fiir groe r logarithmisch divergiert.

Fiir » — 0 fordern wir, dass 1 (7) und damit R(r) beschriankt bleibt. Ein Pol der Form 1/r* mit o < 3/2 wére
in drei Dimensionen zwar quadratintegrabel, aber die Schrodinger-Gleichung l&sst sich damit nicht erfiillen, i. W.
weil die Ableitung V2 den Pol , verschlimmert“. Es folgt

lim rR(r) =0 (10.41)

r—0
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als zweite Randbedingung.
Es ist niitzlich, eine neue Funktion

u(r) :==rR(r) (10.42)
einzufiithren. Es gilt
d? d
dTZ = —(R+rR)=2R +rR" (10.43)
und andererseits
d 5 dR 9 Pu
% ('f' d’]’) = 27‘Rl + T RH =T W (1044)

In der Radialgleichung erhalten wir

R dPu R+ 1)
“adr @ b oaage WO T ) = ruln) 10.4)
TP )

e () + V() u(r) = Bulr). (10.46)

Die Randbedingungen lauten nun u(0) = 0 und u(r) — 0 fiir r — oo, schneller als 1/r!/2.
Wir sehen, dass die Radialgleichung (10.46) dieselbe Struktur hat wie die Schrodinger-Gleichung in einer
Dimension mit dem effektiven Potential

RA(1+1)

2Mr2
Der zweite Term ist das aus der klassischen Mechanik bekannte Zentrifugalpotential. Wir nehmen realistischerweise
an, dass V(r) fiir 7 — 0 nicht wie 1/r? oder noch stiirker divergiert. Dann dominiert fiir r — 0 der abstofende
Zentrifugalterm, aufler fiir [ = 0.

Die Radialgleichung hat i. A. gebundene Losungen u,(r) = rR,(r), die zum diskreten Spektrum von Eigen-
energien E,, gehoren. Gilt lim, o V(r) = 0, so sind die Energien der gebundenen Zusténde negativ, E, < 0,
siehe Abschnitt 6.1. Da die Radialgleichung [ (aber nicht m) als Parameter enthélt, werden die Eigenenergien
und Radialfunktionen i. A. von [ abhéngen. Wir schreiben also die Losungen der Radialgleichung als u,;(r) bzw.
R, (r) zu Eigenenergien E,;. n zihlt nun die Losungen zu demselben [ ab, falls es mehr als eine gibt. Die vollen
Eigenfunktionen erhalten wir, indem wir Radial- und Winkelanteil wieder zusammensetzen:

zu den Eigenenergien E,;. Beachte, dass der Winkelanteil Y}, (6, ¢) unabhingig von der spezifischen Form des
Zentralpotentials V(r) ist. Zur Bestimmung von R,;(r) und E,; benstigen wir aber diese Form.

Veg(r) = V(r) + (10.47)

10.2 Anwendung auf das Wasserstoff-Atom

Wenn wir die Uberlegungen aus dem vorigen Abschnitt auf das Wasserstoff-Atom anwenden wollen, bemerken
wir zunéchst, dass dieses gar kein Ein-Teilchen-, sondern ein Zwei-Teilchen-System ist. Wir kénnen jedoch wie in
der klassischen Mechanik auf Schwerpunkts- und Relativkoordinaten transformieren. Fiir die Relativkoordinaten
erhalten wir ein effektives Ein-Teilchen-Problem mit der reduzierten Masse

M= i, (10.49)
Me + My

Dieses Ein-Teilchen-Problem wollen wir nun 16sen.
Das Potential V (r) ist in diesem Fall das Coulomb-Potential des Kerns (Protons),

1 e
= — _— 1 .
Vi = (10.50)
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Wegen lim,_,, V() = 0 haben gebundene Zusténde negative Energien F,,; < 0. Wir verallgemeinern das Problem

ohne zusétzlichen Aufwand auf die wasserstoffihnlichen Tonen mit nur einem Elektron (He™, Lit™*, ...

wir
1 Ze?

Vir)=—-
(r) dmeg T

schreiben. Z ist die Kernladungszahl. Die Radialgleichung lautet nun

_ﬁcﬁ 3 Ze? R21(1+ 1)
2M dr?  4megr 2M 1?2

— Elu(r)=0.

= Vetr (1)

Verr

Effektives Potential fiir [ > 0.

Durch die Reskalierung der Langen- und Energieeinheiten erhalten wir eine iibersichtlichere Form:

r
p=27 g’
1 F
2. L
no = 72 B >0
mit dem Bohr-Radius A e
TEQ
= — =0,529A
ap Ry 0,529
und der Rydberg-Energie
2
Er=——F5=1
R oM, 3,605eV,

vgl. Abschnitt 3.2.1. Damit wird die Radialgleichung

2 I(l+1
WD 2l =0

> " p p

mit den Randbedingungen
u(0) =0,

u(p) — 0 fiir p — oo schneller als 1/p*/2.

), indem

(10.51)

(10.52)

(10.53)

(10.54)

(10.55)

(10.56)

(10.57)

(10.58)
(10.59)

Die Losung dieses mathematischen Problems erfolgt &hnlich wie die des harmonischen Oszillators in Abschnitt 6.3:
Zunichst wird das asymptotische Verhalten bestimmt und als Faktor abgespalten. Dann wird der iibrigbleibende
Faktor in eine Taylor-Reihe in p entwickelt und gezeigt, dass diese abbrechen muss, um eine normierbare Losung

zu erhalten. Wir geben hier nur einige wichtige Schritte an.
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1. Asymptotisches Verhalten fiir p — 0: Hier kénnen wir zunichst den Term —n? gegeniiber 2/p vernachliissi-
gen. Fiir [ = 0 erhalten wir

(j; 4 i) u(p) = 0. (10.60)

Die mit u(0) = 0 vertrigliche Losung ist eine Bessel-Funktion,

ul(p) = V2 11(2/2p), (10.61)
die sich fiir kleine p verhélt wie

u(p) = +\/2p/2p = 2p. (10.62)

Also ist das asymptotische Verhalten u ~ p fiir [ = 0.

Fiir [ > 1 kénnen wir auch den Term 2/p gegeniiber —I(I+1)/p? vernachlissigen. Die resultierende Gleichung

( iy (G 1)> w(p) = 0 (10.63)

dp? 02

hat die mit «(0) = 0 vertriigliche Losung

u(p) = p't. (10.64)
Also erhalten wir fiir alle [ = 0,1,2,... die asymptotische Form
u~ptL (10.65)

2. Asymptotisches Verhalten fiir p — oo: Hier kénnen wir 2/p und —I(1+1)/p? gegeniiber —n? vernachliissigen
und erhalten die Gleichung

(g;_ﬁ>wm:0. (10.66)

Die normierbare Losung lautet

u(p) = e "°. (10.67)
3. Wir schreiben also:

u(p) = p e " P(p). (10.68)

Einsetzen in die Gleichung (10.57) ergibt

l+1 1—n(l+1
P"(p) +2 (p — n) P'(p)+2 775)) P(p) =0. (10.69)
Der Potenzreihenansatz
Plp)=>_ aup" (10.70)
n=0

fithrt nur dann zu einer fiir p — oo abfallenden Losung, wenn die Reihe abbricht (ohne Beweis, aber &hnlich
zu Abschnitt 6.3). Also muss ein po =0, 1,2, ... existieren, so dass gilt

oy 70 und o1 = appe = ... =0. (10.71)
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Einsetzen des Potenzreihenansatzes in die Differentialgleichung (10.69) ergibt

B I+1 L 1l-qU+1
Za#ﬂ(y— Dpt=2 42 (p —77) ZO‘M‘PM ! —1—2;)Zaup“ =0. (10.72)
m

I Iz
Mit Umbenennung des Summationsindex p in einem Teil der Terme erhalten wir

> ourr (i + g+ 200+ Dayegr (p+ 1) = 2nap + 2(1 = 9l + 1)) e, ] p

= fopr(p+ D) (p+20+1) + 20, (1 —n(p+1+1))] o~ =0. (10.73)

12

Da die Potenzfunktionen p*~! linear unabhingig sind, miissen ihre Koeffizienten einzeln verschwinden.
Daraus folgt die Rekursionsformel

n(p+l+1)—1

«a = Q. 10.74
T T e (204 1) " (0.
Die Potenzreihe bricht nach dem Term der Ordnung p = o ab, wenn gilt
n(uo+1+1)—1=0 (10.75)
1
& =—. 10.76
! po +1+1 ( )

Die Quantenzahlen pg =0,1,2,...,1=0,1,2,... und m = —I[,...,[ zdhlen nun die diskreten, gebundenen
FEigenzusténde ab. Es ist aber iiblich, die Hauptquantenzahl

ni=puy+1+1=1,2,3,... (10.77)
zu definieren und die Zusténde durch n, I, m abzuzidhlen. Wegen | = n — up — 1 und o = 0,1,2,... ist [
beschrinkt auf die Werte

[=0,1,...,n—1. (10.78)

Also ist z. B. fiir n = 1 nur [ = 0 moglich. Die Eigenenergien sind nun

B B — Z°En _ _ Z%Eg
(o +1+1)2 n?

=: B,. (10.79)

Sie hingen offenbar nur von n, aber nicht von [ ab, obwohl auch [ als Parameter in der Radialgleichung
auftritt. (Von m konnen die Eigenenergien ohnehin nicht abhéngen, weil m in der Gleichung nicht vorkommt.
Das liegt an der Kugelsymmetrie des Problems: Das Auftreten von m wiirde eine Drehimpulskomponente,
néamlich ]iz, auszeichnen.) Dieses Ergebnis ergab sich schon aus der dlteren Quantentheorie nach Bohr und
Sommerfeld.

Die zu den Quantenzahlen n und [ gehérende Losungsfunktion P(p) ist ein sogenanntes Laguerre-Polynom,

P(p) = L2 (2np), (10.80)
mit der Definition
LE(z) = (-1)’6%(-1)# (p!)” o (10.81)
g = (p =k — )k + p)'p!
Hieraus erhalten wir u(p) und schliefllich die urspriingliche Radialfunktion
3/2
Bualr) = (ZB> / nz(n2+ ) (n@ Z+_z)!1)! (2nr)' ™" L (26r) (10.82)

Normierungsfaktor
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Z
K= —. (10.83)
nap
Die ersten paar Losungen lauten
7 \3/2
Rio(r) =2 ( e~ 7rlen, (10.84)
ap
7 \*"? Zr
Roo(r) =2 — 1— ) e Zr/2as 10.85
20(7) (GB> ( 2aB> € ) ( )
1 Z\? 2r
R _ . 21 o=Zr/2ap 10.86
n) =z () Lozt (10.56)

Die Radialfunktionen haben n — 1 — 1 > 0 Nullstellen fiir » > 0. Dies ergibt sich aus dem Knotensatz,
siehe Abschnitt 6.4.1. Sie haben eine weitere Nullstelle bei r = 0 genau dann, wenn [ > 0 ist. Wie aus der
Atomphysik bekannt, nennen wir die Zustéinde mit Drehimpulsquantenzahl [ = 0,1,2,... die s, p, d, f, g,
...-Orbitale des Atoms.

Die vollen Eigenfunktionen sind 1 (7) = Rpi(r) Yim (6, ¢). Abbildungen davon finden sich in allen Quantenme-
chanik-Lehrbiichern. Es sei darauf hingewiesen, dass relativistische und weitere Effekte die Ergebnisse geringfiigig
dndern und insbesondere dafiir sorgen, dass die Eigenenergien E,; auch schwach von / abhéngen.
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Kapitel 11

Naherungsmethoden

In den vorausgegangenen Kapiteln haben wir eine ganze Reihe von Modellen exakt gelost, d.h. wir haben ge-
schlossene Ausdriicke fiir die Eigenwerte und Eigenzustéinde des Hamilton-Operators gefunden. Dies vermittelt den
Eindruck, quantenmechanische Probleme seien typischerweise oder zumindest oft exakt 16sbar. Das ist keineswegs
der Fall. Die Kenntnis exakter Losungen ist die grole Ausnahme, v. a. fiir Systeme aus mehreren wechselwirkenden
Teilchen. Wenn sich keine exakte Losung finden lasst, bleiben i. W. zwei konzeptionell verschiedene Zugénge:

e numerische Losung,
e Niherungsmethoden.

Numerische Losungen kénnen ausnutzen, dass man quantenmechanische Probleme oft in verschiedenen mathema-
tischen Sprachen formulieren kann. Die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung fiir Teilchen im Ortsraum lisst
sich einerseits als partielle Differentialgleichung oder System partieller Differentialgleichungen auffassen und an-
dererseits als FEigenwertproblem des linearen Hamilton-Operators auf dem Hilbert-Raum. Das Problem bei der
exakten numerischen Losung ist oft, dass die Dimension des Systems unhandlich grof ist. Als Beispiel betrachten
wir ein Heisenberg-Modell von Spins der Lénge 1/2 auf einem einfach kubischen Gitter. Der Hamiltonian lautet

H=-JY 8.5, (11.1)
(i)

wobei J die Stiirke der Wechselwirkung beschreibt (J/h? ist die ,, Austauschenergie®, die in der Vorlesung Quan-
tentheorie 2 besprochen wird) und die Summe iiber alle Niichste-Nachbar-Bindungen des kubischen Gitters liuft.
Fiir eine numerische Losung muss man die Dimension des Hilbert-Raums endlich halten. Dazu beschréankt man
die Summe auf einen Wiirfel der Kantenlinge L (wir withlen die Gitterkonstante zu 1), iiblicherweise mit peri-
odischen Randbedingungen. Der Hilbert-Raum eines Spins ist zweidimensional. Der Gesamt-Hilbert-Raum ist ein
Produktraum der Dimension 2-° fiir die L® Spins auf dem Gitter. Damit die Ergebnisse aussagekriftig fiir den
eigentlich interessierenden thermodynamischen Limes L — oo sind, muss L > 1 gelten. Nehmen wir als Beispiel
L = 10. Dann ist die Dimension des Hilbert-Raums

L% = 91000 o 1 7. 10301, (11.2)

die Zahl ist weitaus grofler als die Zahl der Elementarteilchen im beobachtbaren Universum. Man hat also keine
Chance, einen Eigenvektor abzuspeichern, geschweige denn, ihn auszurechnen. Numerische Methoden sind aber
fiir niedrigdimensionale Probleme sinnvoll, z. B. fiir ein Teilchen in einem komplizierten Potential V(7).

Andererseits haben Ndherungsmethoden den offensichtlichen Nachteil, schon vom Prinzip her keine exak-
ten Ergebnisse zu liefern. Niitzlich ist, wenn man die Niaherung systematisch verbessern kann und ihren Fehler
abschétzen kann, dies sind Charakteristika fiir kontrollierte Niherungen. Ein Beispiel ist die Annéherung einer
Funktion durch die Partialsummen ihrer Taylor-Reihe.

Néherungsmethoden koénnen auch Vorteile haben, die dariiber hinaus gehen, dass nichts anderes moglich ist.
Man gewinnt durch Ndherungen Einsicht in die Physik eines Modells, die numerische Verfahren zunéchst nicht
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bieten, weil (a) Ndherungsmethoden funktionale Abhéingigkeiten von Parametern liefern kénnen, nicht nur Zahlen
fiir bestimmte Parametersitze, und (b) der Erfolg bestimmter Niherungsmethoden etwas iiber den Charakter des
Systems aussagt. Wir werden in diesem Kapitel verschiedene Naherungsverfahren besprechen.

11.1 Variationsverfahren

Die Gleichungen der klassischen Mechanik kann man elegant aus Variationsprinzipien herleiten, insbesondere aus
dem Hamiltonschen Prinzip. Solche Prinzipien kann man auch in der Quantentheorie formulieren. Sie liefern nicht
nur eine alternative Betrachtung von Eigenwertgleichungen, z. B. der zeitunabhéngigen Schrédinger-Gleichung,
sondern fithren auch auf eine niitzliche Niaherungsmethode.

11.1.1 Das Variationsprinzip fiir Eigenvektoren
Sei A eine Observable. Thr Erwartungswert in einem Zustand 1) ist

(wlAj)
(¥le)
Dies koénnen wir als Funktional von [i) auffassen. In diesem Abschnitt lassen wir zu, dass |¢) nicht normiert

(aber normierbar) ist. Daher miissen wir explizit durch das Normquadrat [|¢]|*> = (¢[¢)) teilen.
Die Variation von (A),, — in demselben Sinne wie in der klassischen Mechanik — ist

(Ayy = (11.3)

S(IA[) (Wl Aly) 8(wy)

M=y T i
_ (OvlAR) + (WIA[SE)  (A)y ((0v1¥) + ($]6v))
(W) )
_ (00l(A— (Dy)lv) | WI(A - (A)y)iow)
(W) )
_ (0UIA— (D)9} | [091(A = (A)y) 9)]”
(W) (W)
2Re (3] (A — (A)y) |v)
B o) | (14)

Wir haben verwendet, dass A hermitesch ist (Observable!) und (A), damit reell. Nun formulieren und beweisen
wir das Extremalprinzip fiir Eigenvektoren: .
Ein Vektor |¢) # 0 aus dem Hilbert-Raum ist Eigenvektor zur Observablen A genau dann, wenn gilt

5(A)y = 0. (11.5)

Der zugehorige Eigenwert ist dann (A),.
Beweis: §(A), = 0 ist dquivalent zu

2Re (69| (A — (A)y) 1)
()

=0 (11.6)

und damit zu . .
Re (51/}|(A — (A)¢)|w> =0, (11.7)

fiir alle infinitesimalen Variationen (4t| von Bra-Vektoren. Da mit (6v| auch —i(d1)| eine mogliche Variation ist,
schliefit die Aussage . . . .
Re (=) 001 (A — (A),) 1) = Im (6] (A = (A),) ) = 0 (11.8)
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mit ein. Also ist §(A),, = 0 dquivalent zu

(G1(A — (A)y)[0) = 0 (11.9)

fiir alle Variationen (dt|. Dies ist wiederum &quivalent zu
(A= (A)y)lp)y =0 & Ajp) = (A)yly) =0. (11.10)
Das ist gerade die Eigenwertgleichung fiir den Eigenvektor |¢) zum Eigenwert (A)w O

Wir haben damit gezeigt, dass der Erwartungswert (A), genau fiir die Eigenvektoren von A stationdr wird.
Dieses Variationsprinzip unterscheidet nicht zwischen verschiedenen Eigenvektoren. Es folgt aber sofort, dass Fi-

genvektoren zum minimalen Eigenwert Ay den Erwartungswert (A),, minimieren: Das Minimum des Funktionals

(A)y von [¢) ist natiirlich ein spezieller stationérer Punkt, d.h. fiir Grundzustandsvektoren g gilt
§(A)y, = 0. (11.11)
Es muss noch gezeigt werden, dass (A),, nicht kleiner werden kann als

(A)y, = Woldlvo) _ Ap. (11.12)

(0lto)

Beweis: Die Eigenwertgleichung fiir A laute AWJ") = A,|ty) mit A, > Ag Vn. Es folgt

WA _ (Wl Aln) ($nl¥)
(Y1) (Y1)
_ a0l An|n) (Ynlt)
{¥le)

_ S Anlnl)*

()
> Zn Ao|<¢n|¢>|2
- (Y1)
_ gy St Giule)

{¥le)

o, W)
= 4 o) = Ay. (11.13)

(A)y =

11.1.2 Ritzsches Variationsverfahren

Die Niherungsmethode besteht nun darin, §(A), = 0 nicht fiir 1)) aus dem gesamten Hilbert-Raum auszuwer-
ten, sondern fiir eine Teilmenge von Testzustinden. Sinnvollerweise wihlt man eine Teilmenge, auf der sich die
Erwartungswerte <A>¢, leicht berechnen lassen. Die Losungen von § <A>w = 0 auf der Teilmenge ergeben dann
Néaherungen fiir die wahren Eigenzustéinde und Eigenwerte. Oft interessiert man sich fiir den kleinsten Eigenwert
oder einige wenige niedrig liegende Eigenwerte. Wendet man diese Ideen auf den Hamilton-Operator H an, so
spricht man vom Ritzschen Verfahren.

Grundzustdnde des Hamiltonians minimieren den Erwartungswert (ﬁ )u, Wie eben gesehen. Sei M C H eine

Menge von Testzustdnden (H ist der Hilbert-Raum) und [¢) € M. Dann gilt offensichtlich

(H)y = W), g (11.14)

(¥ly)
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wo Ej die exakte Grundzustandsenergie ist. Die Minimierung von (H )y auf M liefert damit eine obere Schranke
von Ey und zwar die optimale fiir [¢)) € M. Wir nehmen an, dass [¢)) von o. B.d. A. reellen Variationsparametern

Qi, ..., abhangt. Dann erhalten wir alle stationéren Punkte durch Lésung von
0 (Hyy =0 Vi=1 (11.15)
= 1= cees . .
30@ P ) )

Gibt es mehrere Losungen, nehmen wir diejenige mit dem kleinsten (I:I ). Diese entspricht dann dem globalen
Minimum von (H),, auf M.
In der Praxis wihlt man |¢(a,. .., «,)) natiirlich so, dass

e man (H), effizient berechnen kann und

e die Testzustdnde beriicksichtigen, was man schon iiber die Losung weif3, z. B. aus Symmetrieiiberlegungen
oder dem Knotensatz.

Die Abhiingigkeit von |¢) von den Parametern «; kann im Prinzip beliebig sein, das Variationsproblem nimmt
aber eine besonders einfache Form an, wenn die Testzusténde linear von den «; abhéngen:

)= i), (11.16)

wobei |p;) feste Hilbert-Raum-Vektoren sind, die nicht unbedingt normiert oder orthogonal zueinander sein
miissen. Dann ist

(Yly) = Z\OC/JJO% (5len) (11.17)

Ik reell

= <1/)|1/)> Z (5o + obin ) (@5 or)

—Zak (iloor) +Z% {p5l2)

= 22%‘ Re ( s@jl%) (11.18)
J
und analog
(WIH[P) = ajon{p| Hlpx) (11.19)
7k
= ai‘ (WIHY) =2 a;Re(|Hp). (11.20)
‘ j

Die Bedingungen fiir stationdre Losungen lautet dann

0 oy _ 0 W)

0=aaz< )

S

T O (YY)
= o o ity — I 9y
@ 22% Re {ip; | H 1) - <<5|¢ 22% Re {ip; 1) (11.21)
= Zaj (Re ( @lelsOi> — (H)yRe (pjlpi)) =0 (11.22)
= zj:Re (il Hlpi)a; = ZRe (pjlpi)e (11.23)

J
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Mit den Definitionen

Hij := Re (p;|H|o3), (11.24)
jij = Re (pjl¢:), (11.25)
Eyar = (H)y, (11.26)

g
a:=|: (11.27)

Qn

konnen wir dies als Matrixgleichung R R

H&E = Eyorld@ (11.28)

schreiben. Das ist eine verallgemeinerte Eigenwertgleichung (verallgemeinert wegen des Auftretens der Matrix I ),
wobei der Ndaherungswert der Grundzustandsenergie, E.,,, als Eigenwert und der Vektor der Koeffizienten «; als
Eigenvektor auftritt. Losungen mit & # 0 existieren fiir

det(H — Eyael) = 0. (11.29)

Wenn wir fiir {|¢;)} ein vollstindiges Orthonormalsystem nehmen, ist H die Matrixdarstellung des Hamilto-
nians in dieser Basis und I = 1. Dann erhalten wir die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung zuriick. Aber die
Motivation fiir die Ndherungsmethode ist natiirlich, dass wir die volle Schrodinger-Gleichung nicht 16sen kénnen.

Beispiel: Wir tun so, als hétten wir vergessen, dass die Grundzustandswellenfunktion des harmonischen Os-
zillators eine Gauf-Funktion ist. Da es eine gerade Funktion ohne Nullstellen sein sollte, setzen wir eine Lorentz-
Funktion an:

1
o(z) = . 11.30
Yalt) = o (11.30)
Der Ansatz enthilt einen reellen Parameter a. Es ist
. > dx ot (x)Ho(x
iy, = e i@ @ s
Joo dr i (x)va(x)
mit
o0 o0 d
* . £ Tafel T
/dwa(z)%(x)— / T1a® a7 (11.32)
und
7 o7 1 &2 1 1 T 2
dx ' (x)H,, = —— d —_— - 2 dr ———
/ 2 Y (2) Hipo () om T it dil 2 ya2 3w / Tt a2
12 d 1 \d 1 1 T 2
part. 9 X
=" +— doe | — — = de ———=—=
“om x(dmx2+a2>dxx2+a2+2mw / x(x2+a2)2
K2 T 2x 2 1 T x?
= — [ do| —"— —mw? [ dr ————
2m m((ﬂw%?) #ymet T @ T ar)
Tafel 20 7 1 9 T
= T 160 2™ 34
T h? T mw?
_ T T ) 11.33
8 ma® 4 « ( )
Also ist
T B mme g2
f{ _ 8 mad® 4 o _ = - 2 2' 11.34
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Das Minimum bestimmen wir mittels

0= L@ " e (11.35)
T da YT 2mad ’
h? 4
h? 1 &
= o= a € R erfordert o > 0 (11.37)

2m2w? V2 mw

1 | h

Die Naherung fiir die Grundzustandsenergie ist damit

A hw hw
(H)y = ol V2 o (11.39)
Dieser Wert ist offensichtlich grofler als die exakte Grundzustandsenergie fiw/2, aber immerhin von derselben
Groflenordnung. Die optimierte Naherung fiir die zugehorige Wellenfunktion, die Lorentz-Funktion, ist dagegen
fiir groflie |x| beliebig verschieden von der exakten Gauf-Funktion.

Das Ritz-Verfahren kann auch zur Bestimmung angeregter Zusténde verwendet werden. Dazu nutzt man aus,
dass Eigenzusténde orthogonal sind. Um den ersten angeregten Zustand zu finden, kann man also die Menge M
der Testzusténde auf solche beschrianken, die orthogonal zum (vermutlich auch geniherten) Grundzustand |i¢)
sind. Alternativ implementiert man die Nebenbedingung (t|1)g) = 0 mittels eines Lagrange-Multiplikators bei
der Minimierung. Die Erweiterung auf hohere angeregte Zusténde ist offensichtlich.

Wie ist das Ritz-Verfahren zu beurteilen?

e Es ist immer durchfiihrbar und liefert garantiert eine obere Schranke fiir die Grundzustandsenergie.

e Es stellt keine kontrollierte Ndherung dar; zwar kann man die Naherung durch Vergroflerung der Menge
der Testzusténde potentiell verbessern, es gibt aber keine systematische Methode dafiir. Auch ist der Fehler
nicht systematisch abschétzbar.

e Meist ist die Ndherung fiir die Eigenzustéinde deutlich schlechter als die fiir die Eigenwerte.

11.2 Zeitunabhingige Stoérungstheorie

Fiir viele — aber ldngst nicht alle — physikalischen Systeme kann man den Hamilton-Operator in zwei Teile zerlegen,
H = Hy+ Hi, (11.40)

wobei sich die Eigenenergien und Eigenzustinde von Hy exakt bestimmen lassen und H; eine ,kleine Stérung*
darstellt. Da H; ein Operator ist, miissen wir sagen, was wir mit , klein“ meinen. Das geschieht letztlich a poste-
riori: Wir kénnen H; als kleine Storung betrachten, wenn die Stérungstheorie verniinftige Resultate liefert. Das
ist typischerweise der Fall, wenn fiir die relevanten Eigenzustéinde von H, (meist diejenigen zu kleinen Energien)
die Matrixelemente von H; betragsméBig klein im Vergleich zur Energieskala von Hy sind. Die zeitunabhéingige
Storungstheorie ist sehr wichtig in der Physik. Zum Beispiel sind die prazisen Rechnungen fiir die g-Faktoren von
Elektron und Myon stérungstheoretischer Natur. Die stérungstheoretische Methode ist, dhnlich wie Variationsver-
fahren, nicht auf Eigenzustinde des Hamilton-Operators beschrénkt, diese stellen aber die wichtigste Anwendung
dar. Wir entwickeln die Methode zunéchst fiir den Fall nichtentartete Zustinde von ﬁo.

11.2.1 Storungstheorie fiir nichtentartete Energieniveaus

Wir suchen einen gewissen Eigenzustand |1,,) und den zugehorigen Eigenwert E,, des Hamilton-Operators H.Die
Eigenwertgleichung

HIn) = Enltbn) (11.41)
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kénnen wir i. A. nicht exakt 16sen. Wir kénnen aber

H=H,+ H, (11.42)
schreiben und die Eigenwertgleichung
Hol ) = B (Y) (11.43)
fiir den ungestérten Hamiltonian H, l6sen. Wir sortieren die Eigenwerte so, dass gilt
E, <E, fiir m < n, (11.44)
EO < E© fir m < n. (11.45)

In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall, dass E,(LO) fiir den untersuchten Zustand n nicht entartet ist. Die
iibrigen Eigenwerte von H| diirfen entartet sein; wir zéhlen sie trotzdem nur mit einem Index m ab — bei Entartung
sind dann manche Ey(,?) gleich. Die Eigenzustidnde |@[J7(7?)> zu Hy wiahlen wir orthonormal:

@) = G- (11.46)

Natiirlich kénnen wir fiir die Eigenzustéinde [¢,,,) zu H ebenfalls Orthonormalitéit fordern, es wird sich aber als
niitzlich erweisen, den gesuchten Zustand |1, ) stattdessen durch

(WGP [n) =1 (11.47)

zu normieren. (Das funktioniert offenbar nicht, wenn [|¢,) zu |’(/J£LO)> orthogonal ist. Dann ist aber die
Storungstheorie ohnehin nicht anwendbar.) |i,,) muss dann ggf. am Ende noch normiert werden. Wir versehen
nun die Stérung H; mit einem Vorfaktor A:

H = Hy + \H,. (11.48)

Natiirlich ist am Ende A = 1 zu setzen. Die Einfiihrung dieses Parameters gestattet uns aber, alle Groflen nach
Ordnungen von H; zu entwickeln, da dies dieselben Terme sind wie in der Entwicklung nach A. Wir vermeiden
damit, Potenzreihen-Entwicklungen nach Operatoren untersuchen zu miissen. Wir schreiben

E,=E® £ XEV + NX2EP 4| (11.49)
[n) = [557) + Al) + AP + ... (11.50)

Der Superskript in Klammern gibt also immer die Ordnung in A bzw. Hy an. Multiplikation der letzten Gleichung
mit <1p7(10)| von links ergibt

(R n) = (P [00) + M olD) + X2 @0 [0?) + (11.51)
= 1=1+Au0w0) + A2<w<° [ 2>> +. (11.52)
= MDD+ XD D) + - = 0. (11.53)
Da die Potenzfunktionen M linear unabhiingig sind, folgt
(W) = doj- (11.54)
Einsetzen von Glg. (11.49) und (11.50) in die volle Schrédinger-Gleichung ergibt
Hln) = (Ho+ M) ([97) + M) + X)) +..)

= Holo) + 3" N (Holw(®) + Hy|pE=Y)

| k=1

= En|1/’n>

= (BL + AELD + N2ED + ) (D) + ApD) + A2 @) +...)
o k

=EQ ) + > A ED D). (11.55)
k=1 =0
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Da die Potenzfunktionen \¥ linear unabhiingig sind, gilt die Gleichheit fiir jede Ordnung separat. Es folgt fiir die
Ordnung k = 0:

Hol[y)) = EP[w), (11.56)
also nicht Neues, und fiir £ > 1:
k
HolgM) + Ha 1) = > EP D). (11.57)
1=0

Multiplikation von links mit <1/),(lo)| ergibt mit Gl. (11.54)

(W [Ho ) 4 (0 [ H [ ) ZE” W 0) (11.58)
N ——
=W EP WE) =0 - = 6001
= EW = @0 [pF). (11.59)

Damit erhalten wir die Korrektur der Ordnung %k zur Energie aus der Korrektur der Ordnung £ — 1 zum Zustand.
Besonders einfach ist die Energiekorrektur erster Ordnung:

Y = (O Hy |y (11.60)

Sie ist also der Erwartungswert des Storungsoperators im ungestorten Zustand.
Die Zustandskorrekturen mit & > 1 erhalten wir aus Gl. (11.57) durch Multiplikation von links mit (1&,(,9)\ fiir
m # n:

k
(W[ Holwit) + (D [Hi oY) = > BD (D)
N—— —

=EX (D 19

k—1
=3 ED @) | wegen (W [v”) =0 (11.61)
=0
k—1
= (EY —EQ) @R = @D [HwE) + B @Rl ), (11.62)

wobei die [-Summe fiir £ — 1 = 0 wegzulassen ist. Da EY nicht entartet ist, gilt B # EY und wir konnen
durch Eg,?) — E,(LO) teilen. Es folgt

(0) k— ), (k=1)
©)1,,(k) <¢m |H1|¢n y (m [0 )
(m [Wi) = O Z EORNE=OR (11.63)
Wir multiplizieren mit |1/J£3)>, summieren iiber m und nutzen die Vollstindigkeit von {|w£,?)>} aus:
0) = ST ) @D ) ST ST @) e )
m m#n
(0) (k—l) k-1 (0),,/, (k=)
©)y (m’ | Hy | () ©)) 1/’ W’ )

Zusammen mit Gl. (11.59) haben wir gekoppelte Rekursionsgleichungen fiir die Energie- und Zustandskorrekturen
gefunden. Damit kénnen wir im Prinzip alle Ordnungen ausrechnen.
Storungstheorie erster Ordnung liefert fiir die Energie, wie schon erwéhnt,

= (V| Hy |, (11.65)

159



und fiir den Zustand

© H ©

m#n

Damit erhélt man fiir die zweite Ordnung
EP = (w0 [H|p))
0 0) 7 1.5,(0
(s | ) (o’ LD [0

= 2O _ 5O
H

= —l e o)>| (11.67)

m#n

und

(2) (o) 1/Jm |H1|¢n> (1) (o) wm |¢n>
W) = i) o o B > &) 20 5O

m#n m#n

)N 7,(0) 0)
w£>|H1w<0>< D) o) © < \le >
100 VO Hy [ 0) ¢ )y L T L 11.68)

Gangz allgemein lassen sich alle Korrekturterme durch die ungestorten Zustéinde und Energien sowie Matrixele-
mente der Stérung H, bzgl. der ungestorten Zusténde ausdriicken.

Beispiel: Wir betrachten ein eindimensionales Kastenpotential mit unendlich hohen Winden und als Stérung
ein quadratisches Potential: In Ortsdarstellung ist

n?* d?
1
H, = imoﬂ z?, (11.70)
L L

Die Randbedingungen lauten

" <_§> _ (’;) —o. (11.72)

Die ungestorten Losungen kennen wir aus 6.2.2:

2 nwx -
\/Z COS I fir n ungerade,

P (z) = (11.73)
\/E sin “7*  fiir n gerade,
272
EO = 2” zz n?, n=1,2,3... (11.74)
m
Die Energiekorrekturen erster Ordnung sind
L/2
B = [ a0 mue
—L/2
21 L/2 cos? M fijir n ungerade,
= —fmwz/ dmxzx{ mem . &
L2 L2 sin® 272 fiir n gerade
o 212 272 _ 6
T—“mQZQ n7r2 |fﬁrallen:1,2,...
7r n
mw?L? 6
= 1-—— . 11.
24 < n27r2) (11.75)
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Also ist speziell fiir den Grundzustand (hier n = 1):

272
(1)_me _E
EY = o0 (1 7T2> (11.76)
2p2 mw? L2 6
pO g0 _ T mw L7 6 11.77
IO S Sl woy 24 72 (L.77)

Fiir grofle w, also fiir ein schnell anwachsendes quadratisches Potential, sollte sich die Grundzustandsenergie
derjenigen des harmonischen Oszillators, also fuww/2, anndhern. Die Randbedingungen bei +£L/2 sind in diesem
Limes unwesentlich, weil die exakte Wellenfunktion bei x = +L/2 ohnehin sehr klein ist. Die obige Niherung
geht aber nicht gegen hw/2; Storungstheorie wird fiir grofie Stérungen (hier grofie w) beliebig schlecht.
Wir betrachten die Energiekorrekturen noch etwas genauer. Die Naherung fiir die Energie bis zur ersten
Ordnung ist
B, = EQ + EWY = O |(Ho + Hy) [p?) = 0 H[p ). (11.78)

Speziell fiir den Grundzustand n = 0 hatten wir in 11.1 gesehen, dass (FI )y niemals kleiner als die exakte

Grundzustandsenergie sein kann. Damit ist E(()O) + E(()l) eine obere Schranke fiir die exakte Grundzustandsenergie.
Die Korrektur zweiter Ordnung zur Grundzustandsenergie ist

KA (87 H o)
Z —0) == B = e (11.79)
m>0 m>0 m 0

Dieser Ausdruck ist nichtpositiv und ist echt negativ, wenn nicht alle Matrixelemente ( (()O)|];[1|’l/}7(£)> fir m >
0 verschwinden. Da die Naherung erster Ordnung eine obere Schranke liefert, besteht damit die Chance, die
Néherung durch die zweite Ordnung zu verbessern. Allerdings stellen die Naherungen ab einschliellich der zweiten
Ordnung keine exakten oberen Schranken der Grundzustandsenergie dar.

Die hier betrachtete Storungstheorie wird auch als Schridingersche Stérungstheorie bezeichnet. Fiir sie sind
die Differenzen der ungestorten Energien Ey(LO) im Nenner charakteristisch. Man kann zeigen, dass eine &hnliche
Storungsentwicklung, bei der fiir den betrachteten Zustand die volle Figenenergie E,, im Nenner erscheint, eben-
falls gegen die exakte Losung konvergiert. Zum Beispiel lautet dann die Korrektur erster Ordnung zum Zustand

WO H
) =D 1) o | 1]5?0) {m [ ") (11.80)
m#n -

Diese alternative Entwicklung nennt man Brillouin- Wignersche Stérungstheorie. Sie kann oft Probleme mit Ent-
artungen und daraus resultierenden verschwindenden Nennern vermeiden, erfordert fiir konkrete Rechnungen aber
i. A. Tteration, da die vollen Energien F,, ja a priori nicht bekannt sind. Welcher Zugang giinstiger ist, hingt vom
konkreten Fall ab.

11.2.2 Storungstheorie fiir entartete Energieniveaus

(0)

Wir hatten im vorigen Abschnitt vorausgesetzt, dass die ungestorte Energie Ej, "’ nicht entartet ist. Die hergelei-

teten Rekursionsgleichungen sind in der Tat nicht anwendbar, wenn ET(LO) entartet ist, da sie Energienenner der

Form EfLO) — ET(,?) flir m # n enthalten. Jetzt wollen wir Entartung von ET(,,O)

zulassen.
Der Entartungsgrad der Energie Eﬁ?) sei gpm,. Wir nummerieren nun die Eigenzustdnde mit m und a =

1,..., gm. Es gilt also

Holp) = B [wQ)), (11.81)
f{|wma> = Ema|"/)ma>- (11.82)

Die vollen Eigenenergien E,, miissen natiirlich nicht entartet sein, nur weil die ungestorten Energien Er(LO) es

sind. Wir nehmen nun an, dass die E,, tatsichlich nicht entartet sind. Dann sind die zugehorigen Eigenvektoren
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|thna) bis auf Zahlenfaktoren eindeutig bestimmt. Andererseits ist die Wahl der (orthonormierten) Eigenvektoren
|¢f£2> zu ﬁo im entarteten Unterraum beliebig; alle nicht verschwindenden Superpositionen

9gn
> calti) (11.83)
a=1

sind ebenfalls Eigenvektoren. Daher ist irgendein [t,q) i.A. nicht nah an einem |1p,(1(2) aus einem gegebenen
Orthonormalsystem im entarteten Unterraum. Wir miissen also herausfinden, welches Orthonormalsystem in
dieser Hinsicht das ,richtige® ist

Dazu fordern wir, dass die richtigen Eigenvektoren \1/;7(1(2> so gewihlt sind, dass weiterhin Gl. (11.57) zur ersten
Ordnung gilt:

Holwi) + HiloR) = B [0id) + ES0i). (11.84)

Das ist der Beitrag erster Ordnung in A (und ﬁl) zur Schrodinger-Gleichung. Wir schreiben |1;£L(2> als Linear-
kombination der Vektoren aus einer beliebigen Orthonormalbasis {|¢S3ﬂ)>}

SOy Zuaﬁl%g (11.85)

Multiplikation der Gleichung (11.84) von links mit (z/)ﬁfm ergibt

BT + oo W) = EDGRATED + R Y wes YD) (1150
B %,—/

=0yp
= Z GO s = EStan (11.87)
Sei Hy,, die g, X gp-Matrix, genannt Stérmatriz, mit den Komponenten
Hipop = (0 H [3)), (11.88)

also die Matrixdarstellung des Stéroperators auf dem entarteten Unterraum bzgl. der Basis {|1/1§1052>} Sei auflerdem
1l der Spaltenvektor mit den Komponenten uqsg. Dann lésst sich Gl. (11.88) schreiben als

Hi, i, = EY i,. (11.89)

Die Koeffizienten uqg in {|1/~17(1%3>} ergeben sich also als Komponenten des Eigenvektor u, von Hy, zum Eigenwert
E,(LB Die Losung des Eigenwertproblems fiir Hi,, liefert zugleich die richtige Basis des entarteten Unterraums
und die Korrekturen erster Ordnung zur Energie.

Fulls die Eigenwerte der Stormatrix Hi, nicht entartet sind, so spaltet die Energie F,, in erster Ordnung in
gn Niveaus auf. In der neuen Basis {|¢£§2>} gilt
EDs

DO = Ebap, (11.90)

insbesondere verschwinden alle Matrixelemente fiir o # 3. Die Korrekturen hoherer Ordnung lassen sich dann
herleiten. Die Herleitung ist nur teilweise analog zum nichtentarteten Fall. Wir betrachten hier nur die Zustands-
korrekturen erster Ordnung und die Energiekorrekturen zweiter Ordnung. Wir lassen die Tilde weg und schreiben

die neue Basis als {|z/;,(f2>}
Aus der Forderung <1/}£L002 [hna) = 1 folgt wie oben

(@) = boj. (11.91)
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Aus der Entwicklung nach X\ erhalten wir, fir k£ > 1,
k
HolpE)) + HylpE1) = > EQ o). (11.92)
1=0

Multiplikation von links mit ( ,(3.2| ergibt
EE) = @ HilpE ). (11.93)

Fiir £ = 1 hatten wir dies schon vorher gefunden: Es ist Ena = (1/)(0 \H1|w ) in der neuen Basis.
Da die ungestorten Eigenzusténde ein vollstdndiges Orthonormalsystem bilden, kénnen wir schreiben

)= 3 3 B = 3 S O +Z|w£f}3 Oy, (11.94)

m B=1 m#n B=1
ﬁ?ﬁa

wobei in der letzten Summe der Term mit 5 = a wegen Gl. (11.91) nicht auftritt. Die erste Summe (iiber m # n)
erhalten wir wie folgt. Wir multiplizieren zunéichst Gl. (11.92) von links mit <¢£2) |, m # n, fir k= 1:

ED e + ([ Hr [p) = EO {0 w8) + B (s w%) (11.95)
=0
= (BY — B (k) = — ([ Hy (D). (11.96)

Wegen m # n ist Eq(,?) — E;LO) # 0 und wir erhalten

(WO Hy )

0) (1) _ , \rmplttllyna/
(Ympgltna) =+ 200 (11.97)
Es folgt
|H1|w<°>>
ST O L) Z B G (11.98)
m,3 Em
Fiir die zweite Summe multiplizieren wir Gl. (11.92) fiir k¥ = 2 von links mit (zbg)ﬁ) |:
BT8R0 + (ol i) = BQWEHT) + BRWRINR) + BR W)lvi) (11.99)
H—/

$Ba
Fiir |’(/J£L1(,)> setzen wir Gl. (11.94) ein:
> WD) AR D) + 3 gl E ) el = B 3 gl e 8) + B2ds0
————

my wﬁa—'—’ v#a
matn ~5 0, e
(11.100)
1 0 0)) 73
= (B — B (1= 0ap) (i 00) = B0ag) = 3 (L D) (0 0). (11.101)
————
redundant m#n
Fiir a = B verschwindet die linke Seite und wir erhalten die Energiekorrekturen zweiter Ordnung:
0
ER = ) @RI
m,f3
m#n
(0) (0)
Gl (11.97) o Hil)) AlE
L (11.102)
,;; E,(f” — Eﬁ,?)
7n;:$n
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Die Summe lduft tiber alle Zusténde, die mit dem betrachteten in nullter Ordnung nicht entartet sind. Andererseits,
fiir o # B verschwindet der Term mit E,(m und wir erhalten

(BS) - E @Dy = =3 Q1 [0 O [pil). (11.103)
o
WG HL D) (SA i)
= (gl =+ gD _ gl '
m,y na npB

m#n

(11.104)

a1 @ 5~ (np | |50 bty | Ea o))
#"/ (E(l) E(l))(E(O) E(O)) ’

Wir haben ausgenutzt, dass H, die Entartung vollstindig authebt. Wenn wir alle Ergebnisse einsetzen, erhalten
wir fiir die Zustandskorrektur nun aus Gl. (11.94)

DS EL S ) (Wb | Ho [

ORY=;
(1) ZWJ %n,g)|—1|¢ ZZW} 1

B g (e B (B )

(11.105)

m#n

Falls die Entartung in erster Ordnung nicht vollstindig aufgehoben wird, geht die Rechnung zwar bis zur Be-
stimmung der Energien zur zweiten Ordnung durch, aber das Ergebnis fiir die Zustandskorrektur zur ersten
Ordnung stimmt nicht mehr. Hier tritt ja eine Division durch Er(Lloz - Efllﬂ) auf, was nun fiir gewisse « # 8 Null
ist. In diesem Fall ist die Betrachtung der Stérung zweiter oder noch héherer Ordnung notwendig, um zu ent-
scheiden, welches die ,richtige“ Basis im entarteten Unterraum ist. Die Korrekturen miissen miithsam hergeleitet
werden. Es gibt aber eine elegante Formulierung der Stérungstheorie, die i. W. die Resolvente G = (E—- H )~ der
Schrodinger-Gleichung fiir kleine Stérungen H, entwickelt. Fiir diese Formulierung sei auf Lehrbiicher verwiesen.
Was sind die wesentlichen Merkmale der Stérungstheorie?

e Sie ist kontrolliert in dem Sinne, dass man systematisch zu héheren Ordnungen gehen kann. Der Aufwand
vergrofert sich allerdings betrichtlich in héheren Ordnungen.

e Fine Abschiitzung des Fehlers ist aber nicht streng moglich.

e Die Storungsentwicklung versagt, wenn die Stérung nicht klein ist. Es gibt aber Félle, in denen die Potenz-
reihen in A nicht konvergieren, die erste paar Terme aber trotzdem gute Naherungen darstellen.

e Es bringt oft keinen Vorteil, zu hoheren Ordnungen zu gehen: Ist die Storung klein, so reicht die fithrende
Ordnung oder einige wenige niedrige Ordnungen. Ist sie dagegen groff, versagt die Storungstheorie. Die
einzige Situation, in der man hohe Ordnungen explizit berechnet, ist, wenn man an sehr préizisen Ergebnissen
fiir einen Fall mit kleiner Storung interessiert ist, z. B. bei der Berechnung des magnetischen Moments des
Elektrons.

11.3 Die quasiklassische Niherung

Wir hatten schon diskutiert, dass sich die klassische Mechanik im geeignet definierten Limes & — 0 aus der
Quantenmechanik ergeben muss. Dies legt als weitere Nidherungsmethode eine Entwicklung in 7 als kleinem
Parameter nahe. Die nullte Ordnung entspricht dann dem klassischen Grenzfall und die Terme ab erster Ordnung
beschreiben die quantenmechanischen Korrekturen. Konkret hatte wir in 4.3.3 gesehen, dass sich die klassische
Mechanik in der Hamilton-Jacobi-Formulierung als klassischer Grenzfall der Schrédingerschen Wellenmechanik
ergibt (in 4.3.3 sind wir den umgekehrten Weg gegangen, um die Schrodinger-Gleichung induktiv zu begriinden).
Wir werden zuniichst die dort angestellten Uberlegungen zu einer mathematischen Theorie der Entwicklung nach
h ausbauen.
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11.3.1 Entwicklung der Wirkung nach A

Wie in 4.3.3 setzen wir die zeitabhéngige Wellenfunktion eines Teilchens als

Y(7,t) = tho exp (% S(#, t)) (11.106)

an. (Die Theorie kann ohne Miihe fiir allgemeine Koordinaten ¢ = (¢1, g, ...) formuliert werden. Wir schreiben
sie hier aber fiir den gewohnten Fall eines Teilchens in drei Raumdimensionen.) S(7,¢) ist die i. A. komplexe
Wirkungsfunktion. Einsetzen in die Schrodinger-Gleichung

oY

. - L
ihr ===V + V(00 (11.107)

in der das Potential v6llig beliebig ist und sogar von der Zeit abhéngen darf, ergibt

_385 oiS/h _ — (Vs)zels/h _ % (VQS)ezs/h 1 Veis/h (11.108)
1 = '
_%f = (V9)* - —;Z V2S5 + V. (11.109)

Das ist offensichtlich eine nichtlineare partielle Differentialgleichung fiir S(7,¢). Nun entwickeln wir S in Potenzen
von A. Da A in der Schrédinger-Gleichung immer zusammen mit einem Faktor 4 erscheint, schreiben wir

o0

S(Ft) = (ih)" Su (7, 1). (11.110)

n=0

Einsetzen ergibt

0Sy ., 05 ,,085; e ave s2man  pdiea 2
(ﬁ—&-zhﬁ I W—l—...)—%{(v&)) H2(VS))? + BA(VS2)? + ...
1 2hVSy- VS — 212V Sy - VSs — 20k VS) - VSs + .. }
ih
- 2Lm (V2Sy + ihV2Sy — F2V28s + ... ) + V. (11.111)

Die Reihenentwicklungen auf beiden Seiten der Gleichung sollen dieselbe Funktion von A ergeben. Wegen der
linearen Unabhéngigkeit von A" fiir verschiedene n folgt die Gleichheit der Koeffizienten. In den Ordnungen A°,
h' und h? erhalten wir

Sy 1 =
*aTO =5 (VSo)? +V, (11.112)
1o, = 1
f% = — VS VS -5 V28, (11.113)
89S, 1 - 1o, = 1
*372 =5 (VS1)% + — V5 V8~ 5 v2S,. (11.114)

Beachte, dass alle Koeffizienten in den Gleichungen reell sind. Wir kénnten daher reelle Losungen Sy, (7, t) erwarten.
In der Tat sind im klassisch erlaubten Bereich [E > V(7)] alle S, reell. Dann tragen die geraden Ordnungen zur
Phase und die ungeraden zum Betrag von ¢ (7, t) bei. Die Gleichung nullter Ordnung lisst sich umschreiben zu

0S50

H (7, V_' t) = ——— 11.11
mit
- ’ +V 11.116
H F.D. —_ r . .

Gleichung (11.115) ist die Hamilton-Jacobi-Gleichung fiir die klassische Hamilton-Funktion H. Der Limes i — 0
So beschreibt also wirklich den klassischen Grenzfall des Quantensystems.
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Die Korrektur erster Ordnung hat auch einen klaren Ursprung, sie folgt ndmlich aus der Kontinuitétsgleichung,
wie wir nun fiir den klassisch erlaubten Bereich zeigen. Die Orts- und Zeitabhéngigkeit von Sy erzwingt einen
orts- und zeitabhéngigen Betrag von 1. Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist, in fithrender Ordnung in A,

p=prep = |1/)0|Qexp(—%(Sg—iﬁSl—hQSg—&—...))exp (% (so+m51—5252+...))

= [¢o|? exp(—2S1 +...)
= |opg|2 e 251, (11.117)
Es folgt
9 o 595
ot~ ot ’
Die Wahrscheinlichkeitsstromdichte ist, zur gleichen Ordnung,

(11.118)

T= 2 [ — (T )]

2mz

i , L i ,
2mz e {exp ( — 5 (S0 — ihSy — hSy +. ..))veXp (ﬁ(so +ihS) — h2Ss + . ..))

~ (Fewp (= 550 iy~ 1252+.)) Jexp (550 + insy — A2z +..))|

_i 2 71. _ 32
= 6l exp (= RS0 — i, — 1752 +..)
% (VSy +ihV S — B2V Ss + ... ) exp (%(so +ihS) — h2Ss + . ..))

+(VSy —ihVS) — B*VSy +...)

X exp(— = (So = ihS) — K8, +...)) exp (ﬁ(so 4 ihS) — h2S, +...))}

1 - —
= E |’¢0|2(VSO — hQVSQ + ... ) exp(—251 +.. )
o~ |tho?

m

(VSp)e 25, (11.119)
Daraus folgt

2
v ]—»g |¢0| (V2S) —251 W;SJ (VS() VS) —25,

2 -
~ (2 _ = .
= m(V So)p m(VSO VSl)p (11.120)

und schlieBlich aus der Kontinuititsgleichung, zur Ordnung A°,

a ~ aSl 1 =9 2 - —
0= E—&—V ——ZW —(V So)p—%(VS()'VSl)p (11.121)
% ~ 5 VS0 + — vso VS, = 0. (11.122)

Das ist gerade die Gleichung fiir die Korrektur erster Ordnung.

Die Gleichungen fiir die Funktionen S, (7,t) sind offensichtlich rekursiv. Im Prinzip kénnen wir nun diese
Funktionen iterativ bestimmen. In héheren Ordnungen wird dies praktisch schwierig sein, da (a) die Gleichungen
immer komplizierter werden und (b) die daher i. A. notwendige numerische Losung zur Akkumulation von Fehlern
mit wachsender Ordnung fiithrt. Daher ist in der Praxis v. a. die erste Ordnung relevant.
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11.3.2 Die WKB-Niherung

Die nach Wentzel, Kramers und Brillouin (1926) benannte WKB-Ndiherung besteht darin, die Entwicklung nach
h nach der ersten Ordnung abzubrechen. Sie bezieht sich auf zeitunabhéngige, effektiv eindimensionale Systeme.
Effektiv eindimensionale Probleme kénnen sich natiirlich durch Separationsansétze aus hoherdimensionalen erge-
ben, z. B. die Radialgleichung fiir Zentralpotentiale. Fiir zeitunabhéngige Hamiltonians kann die Zeitentwicklung
absepariert werden, was bekanntlich auf die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung fithrt. Wir betrachten hier
konkret die Gleichung

Y Vi) = Bee) (11.123)
2m da? B ' '
Wir schreiben diese in der Form
¥ (@) + K2 (@ )p(a) = 0, (11.124)
mit 9
m
E*(x) == ) [E -V (z)]. (11.125)
Die zeitabhdingige Wellenfunktion schreiben wir wie im vorigen Abschnitt als
(o, 1) = o 5@/, (11.126)
wobei fiir zeitunabhéngige Systeme gilt
S(z,t) = W(x) — Et, (11.127)
vgl. 4.3.2. Damit wird _
(2, t) = hg W@/ e BN = (1) e B/ (11.128)
wobei 1(x) die zeitunabhéngige Wellenfunktion (Eigenfunktion zur Energie F) ist. Einsetzen in Gl. (11.124) ergibt
;é;)( ( )) iW( m)/h Z¢0 W//( ) iW(z)/h + k2($)w0 eiW(z)/h -0 (11.129)
= (W’(x)) - th”(sc) = I?k*(x) = 2m [E — V(2)]. (11.130)
Jetzt entwickeln wir W nach ih: -
W(x) = (ih)" Wy(z). (11.131)
n=0
Einsetzen ergibt
(W{(z) + ihW{(z) — RPW5(z) + ... )2 — (W (z) + ih W (z) — RPWY (z) +...) = i*k*(). (11.132)

Die niedrigsten Ordnungen in i kénnen wir direkt ablesen, wobei wir beachten miissen, dass h%k? = 2m (E — V)
ein Term nullter und nicht zweiter Ordnung ist:

(W3(2))” = Wk (w), (11.133)
2Wo(2)Wi () — Wy'(z) = 0, (11.134)
(Wi (x))” + 2W(x)Wy(x) — WY'(x) =0, (11.135)

Die Gleichung nullter Ordnung ist gerade die Eikonal-Gleichung der Mechanik aus 4.3.2. Sie ldsst sich explizit
16sen: Zunéchst folgt

Wi (z) = +hk(z) (11.136)

= j:h/dxk

=+h dx’ V2m[E -V (2], (11.137)

T4
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wobei x4 unbestimmt ist; es ist der erwartete freie Parameter in der Losung einer Differentialgleichung erster
Ordnung. Soweit ist die Rechnung rein klassisch.
Die Gleichung erster Ordnung kann leicht fiir Wi (x) geldést werden:

I W) 1K@ 1d d

Wi(z) = = == =-— Ink(z) = — In\k 11.138

i@ =3 W) 2 k(z) 2dz (v) = 3z M V(@) ( )

= Wi(z) =lnvk(z)+C (11.139)

mit einer Integrationskonstanten C. In der WKB-Niherung werden die héheren Ordnungen Wh(z),... ver-

nachléssigt. Fiir die Wellenfunktion erhalten wir nun
xr

() = g exp (;(WO + th1)) = gexp | +i / dr' k(z") | exp (— In/k(x) — C’)

Tt

exp :ti/dm’k(x’) : (11.140)

T4

=pe©

1
V()

Der Faktor e~¢ kann offensichtlich in den Normierungsfaktor ¢y absorbiert werden. Die (geniiherte) allgemeine
Losung der Schrodinger-Gleichung ergibt sich als Superposition

vlw) =

K@) i P

wobei ¥4+ und x4+ nicht unabhéngig sind; es gibt nur zwei unabhéngige Parameter, da die Schrédinger-Gleichung
zweiter Ordnung ist. Beachte, dass der Grenzfall eines konstanten Potentials exakt beschrieben wird: In diesem
Fall ist ik = y/2m (E — V') der konstante Impuls, die Integrale ergeben k (z — x4 ) und die Losung 1(x) beschreibt
nach rechts und links laufende ebene Wellen. Es liegt nahe zu vermuten, dass die Naherung insbesondere dann
gut ist, wenn sich V(z) schwach rdumlich &ndert.

Nichts in der Herleitung verbietet uns die Auswertung von () im klassisch verbotenen Bereich, wo E < V (x)
gilt. Hier wird k(z) imagindr. Wir schreiben

¢4(_x) exp iz[dx’k(x’) + V- 'z/dx’k(x') , (11.141)

k(z) = ir(x) (11.142)
mit
om [V (z) — B). (11.143)

Die WKB-Néherung fiir ¢(x) lautet dann

x%wi—kex —wdx’ﬁx’ Y- ex xdx’/@x’ 11.144
w()mpl<>+mpz[ @) . (11.144)

wobei komplexe Faktoren in ¢4 absorbiert wurden. Wenn sich ein klassisch verbotener Bereich bis +occo erstreckt,
schlieft die Forderung der Quadratintegrabilitidt oft eine der beiden unabhéngigen Losungen aus, weil sie expo-
nentiell anwéchst.

An den klassischen Umkehrpunkten z* gilt £ = V(2*) und damit & = 0 und x = 0. Dann versagt die
WKB-Néherung offensichtlich, da die Vorfaktoren 1/4/k(z*) und 1/+/k(z*) divergieren.
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Re V()

klassisch erlaubt klassisch verboten

Auch in einer Umgebung der Umkehrpunkte ist die Wellenzahl k i. A. klein und % (x) daher betragsmafig zu
grof}. Unter welchen Bedingungen ist die WKB-Néherung giiltig? Um dies zu beantworten, untersuchen wir, fiir
welches Potential die gendherte Wellenfunktion exakt wére. Es ist

d? Yy . f / ’ d kl(x) . f / /
s o) exp :l:z/dm k(z') | = v+ & | 0w exp :I:z/d:v k(z)
: el

x

+iv/k(z) exp :l:i/dx’k(:c')

T+

|- k" (x) +3(’:c 2 . LT%/ W 3/2(95)
1722 () T AR () Tk /{\ﬁ

X exp :l:i/dx’k(m’)

T4
[ K@) 3K (@), Vi
— [_Zk(m) + 12 () — k*(x) m exp iz/dm k(z') | . (11.145)
T4
Die WKB-Néherung fiir 1(z) erfiillt also die Gleichung
1E"(z) 3 (K(2))?
" 2 L 9 _
P (@) + [k () + 5 W) 1R Y(z) =0, (11.146)
anstelle der eigentlich interessierenden (Schrédinger-) Gleichung
V" (x) + k2 (z) (x) = 0. (11.147)

Die Niherung ist gut, wenn die Zusatzterme in der ersten Gleichung klein im Vergleich zu k24 sind, d. h. fiir

(K (x))?
4

) < 1. (11.148)

‘1 K (z)

1 23
2 k3(x) 4

Generisch, d. h. ohne spezielle Wahl von V(z) und damit k(x), ist dies nur erfiillt, wenn beide Terme jeweils fiir
sich klein sind. Dann ist
‘ (k' (2))?

k4(z)

<1, (11.149)

was dquivalent ist zu

— <1 (11.150)




und auch zu

d 2w @

dx k(z)|  |dz
mit der de Broglie-Wellenlinge A\ = 27/k. Die WKB-Niherung ist also gut, wenn sich die de Broglie-Wellenlénge
rdumlich nur langsam &ndert, also wie erwartet fiir schwach verédnderliche Potentiale. An den klassischen Um-
kehrpunkten wird aber £ = 0 und A divergiert. In ihrer Umgebung ist die Bedingung |dA/dx| < 1 daher sicher
nicht erfiillt. Wegen der Divergenz von 1 (x) in der WKB-Niherung an Umkehrpunkten kann man dort auch nicht
Losungen in den beiden Bereichen (erlaubt, verboten) stetig oder differenzierbar aneinander anschliefen und so
einen Teil der freien Parameter festlegen. Beachte, dass kein solches Problem auftritt, wenn das Potential V' (x)
bei 2* einen Sprung von einem Wert weit unterhalb der Energie E auf einen Wert weit oberhalb von E hat. Dann
bleiben die Losungen fiir den erlaubten und den verbotenen Bereich bis zum Punkt x = z* giiltig und koénnen
aneinander angeschlossen werden.

Ein Ausweg fiir den Fall mit stetigem V(x) besteht darin, in der Umgebung des Umkehrpunktes z* das
Potential zu linearisieren:

<1 (11.151)

V(z) 2 V(z*)+ V'(2") (x — 2¥). (11.152)
Damit kann die Schrodinger-Gleichung exakt gelost werden. Man erhilt Losungen in den Bereichen:
e WKB-Niherung im erlaubten Bereich, hinreichend weit weg vom Umkehrpunkt x*,
e exakte Losung fiir linearisiertes Potential in einer Umgebung von x*,
e WKB-Niherung im verbotenen Bereich, hinreichend weit weg von x*.

Diese Losungen konnen stetig differenzierbar aneinander angeschlossen werden. Eine Weiterentwicklung dieser
Idee geht auf Rudolf E. Langer (1937) zuriick. Die Langer-Korrektur besteht darin, die WKB-Gleichungen so
abzuéndern, dass sie weit weg vom Umkehrpunkt gegen die urspriinglichen WKB-Gleichungen gehen, aber fiir
x — x* zur vollen (nicht quasiklassischen) Schrodinger-Gleichung fiir linearisiertes Potential dquivalent sind.
Damit konnte Langer die freien Parameter der Losungen im klassisch erlaubten und verbotenen Bereich direkt
miteinander in Verbindung setzen. Der Bereich in der Nihe der Umkehrpunkte und die Abdnderung der WKB-
Gleichungen treten dann in der Praxis gar nicht mehr auf. Wir geben hier nur das Ergebnis an: Die WKB-Ndherung
lautet

1]/:() ) cos (a(x) - % + @) im klassisch erlaubten Bereich,
x
Y(z) = " 1 (11.153)
ﬁ (2 CoS e~ 1@ 4 sin %) elo‘(w)> im klassisch verbotenem Bereich.
x

Beachte, dass nur vor dem Kosinus-Term ein Faktor 1/2 steht. Hier ist 1y eine Normierungskonstante und ¢ ist
eine konstante Phase, die sich aus Normierbarkeits- oder Randbedingungen ergibt. 19 und ¢ nehmen im erlaubten
und im verbotenen Bereich dieselben Werte an. Weiter ist

/dx’ k(z') fiir * linksseitig,
alz) =" . (11.154)
/dx’ k(z") fiir z* rechtsseitig.

Linksseitig (rechtsseitig) bedeutet, dass der klassisch verbotene Bereich links (rechts) von z* liegt, d. h. bei z < x*
(x > z*). Mit der Langer-Methode kénnen nun z. B. Reflexions- und Transmissionskoeffizienten fiir Tunnelbarrie-
ren bestimmt werden. Die WKB-Néaherung fiir die Wellenfunktion ist in der N#he der Umkehrpunkte natiirlich
immer noch divergent und daher unbrauchbar.

Wir machen noch einige abschlieSende Bemerkungen zur WKB-N#herung:

e Sie gilt nur fiir langsam raumlich verdnderliche Potentiale — oder Spriinge.
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e Sie ist im Prinzip eine kontrollierte Ndherung, da man zu héheren Ordnungen in /& gehen kann. In der Praxis
geschieht dies selten. Andererseits existiert wie in der Stérungstheorie keine rigorose Fehlerabschétzung.

e Sie versagt in der Nihe der klassischen Umkehrpunkte, jedenfalls fiir stetige Potentiale V(x). Dies kann
durch hybride Methoden, die keine konsistenten Entwicklungen in £ darstellen, behoben werden.
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Kapitel 12

Der Dichteoperator

Das Ergebnis einer Messung ist in der Quantenmechanik i. A. nicht sicher vorhersagbar, selbst wenn der Zustand
des Systems vollstéindig bekannt ist. Die Bornsche Regel liefert die Wahrscheinlichkeiten fiir verschiedene Ausgiéinge
der Messung: Fiir einen nicht entarteten Eigenwert A einer Observable A mit zugehorigem Eigenzustand |1 4) ist
die Wahrscheinlichkeit der Messung von A im Zustand |¢) gegeben durch W4 = [(¢4]))|?. Im Fall der Entartung
von A mit mehreren Eigenzustéinden |1 4,), ist die entsprechende Wahrscheinlichkeit

Wa = [($anl$)[*. (12.1)

Diese Unvorhersehbarkeit ist intrinsisch fiir die Quantentheorie. Oft tritt aber noch eine andere Form von Unbe-
stimmtheit auf, wenn wir ndmlich gar nicht sicher wissen, in welchem Zustand ein System vor der Messung ist.
Diese Unbestimmtheit hat zunéchst nichts mit Quantentheorie zu tun, sie tritt auch in der klassischen Physik auf.
In diesem kurzen Kapitel besprechen wir, wie beide Formen von Stochastik in einem einheitlichen Formalismus
beschrieben werden kénnen.

12.1 Projektionsoperatoren und Dichteoperatoren fiir reine
Zustdnde
Wir definieren zunéchst den Begriff des Projektionsoperators: Ein Operator P ist ein Projektionsoperator, wenn
P (a) selbstadjungiert und (b) idempotent ist, d. h. wenn gilt P? = P.
Wenn |1) ein normierter Hilbert-Raum-Vektor ist, dann ist

Py =) (| (12.2)

ein Projektionsoperator, denn
Pl = () ()T = [)(w| = Py, (12.3)
P2 = |9) ([6) (W] = Py. (12.4)

=1

Jedoch sind nicht alle Projektionsoperatoren von dieser Form.
Ein Projektionsoperator P kann nur die Eigenwerte 0 und 1 haben. Der Beweis ist einfach: Unter Verwendung
der Eigenbasis von P sehen wir, dass die Eigenwerte p? = p; erfiillen miissen, was nur fiir p; = 0,1 mdglich ist.
Was wir bisher einfach als Zustand bezeichnet haben, nennen wir jetzt einen reinen Zustand. Fiir einen reinen
Zustand, der durch den normierten Hilbert-Raum-Vektor |1)) beschrieben wird, definieren wir den Dichteoperator
(oder Statistische Operator) durch

pi= Py =) (12.5)

172



Er ist also gerade der Projektionsoperator auf |¢). Seine Spur ist

Sph =D (nl¥)(@lwon) = (1Y [n) (Wal ) = (1) = 1 (12.6)

n n
=1
mit einer beliebigen Orthonormalbasis {|¢y,)}.

Man kann im Prinzip die gesamte Quantenmechanik mittels Dichteoperatoren anstelle von Zustandsvektoren
formulieren. Gleichung (12.5) legt eine Bijektion zwischen Zustandsvektoren und Projektionsoperatoren auf diese
Zusténde nahe. Diese gilt auch fast; nur ein Phasenfaktor in |¢) ist in p nicht enthalten, weil (16| den komplex
konjugierten Faktor enthilt. Aber da die globale Phase ja keine physikalischen Konsequenzen hat, ist es als Vorzug
des Dichteoperator-Formalismus anzusehen, dass sie darin gar nicht vorkommt.

Erwartungswerte sind z. B.

(WIA[) =D (Wl AJn) (nlt)) =D (n] ) (W] Altrn) = Sp pA. (12.7)

n n

Die Zeitentwicklung von p folgt natiirlich aus der Schrédinger-Gleichung fiir |1)):

4 5=
=( ) 1+ 1) 5 0
A1) (] - |w> (A
4 o 2
= ihL p [ } (12.9)

Dies ist die von Neumann-Gleichung fiir den Dichteoperator. Sie hat dieselbe Form wie die Heisenberg-Gleichung
bis auf ein Vorzeichen, aber wir arbeiten hier im Schridinger-, nicht im Heisenberg-Bild. Die Zeitentwicklung wird
daher von den Zusténden getragen, die nun durch den Dichteoperator repréisentiert werden. Im Heisenberg-Bild
ist p dagegen zeitunabhéngig.

Fiir reine Zusténde ist der Dichteoperator-Formalismus dquivalent zum Dirac-Formalismus und hat keine be-
sonderen Vorteile. Hochstens hat er die dsthetisch ansprechende Eigenschaft, dass nur eine Klasse von mathemati-
schen Objekten — ndmlich Operatoren — betrachtet werden, und nicht zwei — Vektoren und Operatoren. Allerdings
wirkt es etwas unnatiirlich, Operatoren auf einem Hilbert-Raum zu untersuchen, ohne nach der physikalischen
Bedeutung der Vektoren in diesem Hilbert-Raum zu fragen.

12.2 Gemischte Zustande

Die Stérke des Formalismus zeigt sich, wenn man kein vollstédndiges Wissen iiber den Zustand eines Systems hat.
Wir nehmen an, ein System sei mit bestimmten Wahrscheinlichkeiten p; in Zusténden |g;). Dabei sollen die Vek-
toren |p;) normiert sein, aber verschiedene |p;) miissen nicht orthogonal und noch nicht einmal linear unabhéingig
sein. Die Gesamtheit der p; und |g;) beschreibt einen gemischten Zustand des Systems. Die Wahrscheinlichkeiten
p; haben wie gesagt nichts mit Quantenmechanik zu tun, sie beschreiben einfach unsere unvollstindige Kenntnis
des Systems. Sie ergeben sich daher auch nicht aus der Bornschen Regel fiir irgendeinen Zustandsvektor. Der
iibliche Dirac-Formalismus der Quantenmechanik auf Basis von Zustandsvektoren wird also nicht ausreichen, um
die Unkenntnis auszudriicken. Dies kann aber mittels des Dichteoperators geschehen, wie wir nun plausibel zu
machen versuchen.

Der Erwartungswert einer Observablen A sollte nach den iiblichen Regeln der Stochastik gegeben sein durch

A) =2 pi{d)e, (12.10)
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und die Quantenmechanik liefert dann
= pi(pilAlpi). (12.11)
i

Einschieben einer Orthonormalbasis {|1,)} ergibt
A) =22 pileilAlen) (Vales)
=2 (nl D_pileid il Aln)
=5p (2pi e (oil4). (12.12)

Dies ist von derselben Form wie A = Sp pA fiir einen reinen Zustand. Wir definieren daher nun den Dichteoperator
fiir einen allgmeinen, gemischten Zustand durch

p = Zpi i) (@il. (12.13)

Fiir einen reinen Zustand haben wir volle Kenntnis, also enthélt die Summe iiber ¢ nur einen Term und dieser
hat die Wahrscheinlichkeit p = 1. Damit erhalten wir wieder die Form aus 12.1, 5 = |¢){¢|, als Spezialfall.
Wir untersuchen nun die Eigenschaften des Dichteoperators.

e p ist selbstadjungiert:

Pt =2 i lea (o) = D _pilei) (el = b (12.14)
o / hat die Spur 1:
Spp =D (¥nl 3 pileidlpiltin)
= i:pi <soilzz [n) (Wb 0:)

n
—_———

=> pi=1, = (12.15)

da sich die Wahrscheinlichkeiten bei Summation iiber alle Alternativen natiirlich zu 1 addieren miissen.

e p ist positiv, d.h. p ist selbstadjungiert und hat keine negativen Eigenwerte. Beweis: Angenommen, p habe
einen negativen Eigenwert r < 0 mit dem Eigenvektor |r). Dann folgt

0> 7= (r|plr) sz rlos) (pilr) = sz rlpd)]? > 0, (12.16)

da Wahrscheinlichkeiten nichtnegativ sind. Widerspruch!

e Wie schon gesehen, gilt X A
(A) = Sp pA. (12.17)

e Die Zeitentwicklung von p gehorcht der von Neumann-Gleichung

i [ﬁ, H} . (12.18)
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Beweis:

szlh l3) (il
— sz- [(zhdt |90i>> (il + |¢Z—>m% m@
= > i (Hlpioil = o) (il )

_ []:[’/3} S [ﬁ,ﬁf}, (12.19)

Diese Zeitentwicklung erhélt die Spur:

d dp 1 oA
*Spp Sp — w = Sp [p,H}
1 N ~
=——(SppH — SpHp ) = 0. (12.20)
ih ~——

e Ein Zustand ist rein genau dann, wenn gilt Sp p? = 1. Das ist ein niitzliches Kriterium fiir die Reinheit von
Zusténden, da diese der Matrixdarstellung von p in irgendeiner Basis oft leicht anzusehen ist.

Beweis: 1. Ist 5 ein reiner Zustand, so existiert ein normierter Vektor |¢) mit

p =)ol (12.21)
= P =le)ele) el = o) el = p | idempotent! (12.22)
= Spp?=Spp=1. (12.23)

2. Es gelte Spp? = 1. Angenommen, p sei kein reiner Zustand, Dann existieren mindestens zwei linear
unabhéngige normierte Vektoren |¢;) und Zahlen p; €]0,1] mit > p; = 1, so dass
i

p=2_nilei)(eil (12.24)

Es folgt
p° = pipjlei) (@il (@il (12.25)
ij
Achtung: die |¢;) sind i. A. nicht orthogonal. Nach Voraussetzung ist
1=Spp?
= D pivi (Wnlei)(@ilos) (il¥n)
n o ij
= pipi(eile) (051 > [tn) (Wnl 0i)
©j n
=1
= pipil(pile;). (12.26)

Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist [{¢:]p;)1? < {(@ilpi){(p;le;) und, da die |p;) linear un-
abhéngig sind, sogar
{pilei)|* < {pilpid(esles) =1 (12.27)

= 1=Spp®=> pip;llpile;))* < Zpipj = (ZP@) (ij) =1. (12.28)

ij
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Widerspruch!

Beispiele: 1. Wir untersuchen
. (1/2 1)2
p= (1/2 1/2> (12.29)

auf dem Hilbert-Raum eines Spins 1/2. p ist selbstadjungiert, hat die Spur 1 und ist positiv. Beschreibt p
einen reinen Zustand? Wir priifen

0" =0 (173 1) (12 17a) =% (1o 1j2) =" (1230

also ist p rein. (Man miisste die AuBerdiagonalkomponenten von p? nicht berechnen, um dies auszusagen.)
Tatséchlich ldsst sich p schreiben als p = |¢){p| mit

1 /1
= — =|—=), 12.31
0 =75 (1) =1 (12.31)
das ist der Eigenvektor zu S, zum Eigenwert 7i/2.
2. Ist
A 1/2 0
p= ( (/) 1/2> (12.32)
rein? Nein, denn
9 /4 0\ _1
Spp —Sp(O 1/4>—2<1. (12.33)
Explizit ist
! 1
p=5 NI+ 5100 (12.34)

Die formale Losung der von Neumann-Gleichung erhélt man aus der formalen Lésung der Schrédinger-
Gleichung: mit dem Zeitentwicklungsoperator U (¢, 1) ist

[ (t)) = U(t, to)1b(to)). (12.35)

Daraus folgt
p(t) = Zml%(ﬂ)%(t)l

= U(t, to) Zpi|%(to)><%(to)|fﬁ(t7to)

2

= U(t, to)p(to)UT (¢, to). (12.36)
Damit sieht man leicht, dass gilt
Sp p(t) = Sp U (t,t0)p(to)U" (t,t0) = Sp UT(t,t0)U (¢, to) pto) = Sp p(to), (12.37)
=1
wie bekannt, und
Sp p°(t) = Sp U (¢, to)p(to) UT (¢, 1)U (£, to) p(to)UT (¢, t0) = Sp 5 (to). (12.38)
=1

Die Reinheit des Zustands ist also ebenfalls erhalten.
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e Da p selbstadjungiert ist, existiert ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren |¢,,) und p ldsst sich schreiben

als
p= Zﬂ'nlxn><Xn‘- (12~39)
Das ist die Spektraldarstellung von p, siehe 7.2.1. Es gilt offensichtlich
1=Spp=>» 7 (12.40)
und wegen der Positivitdt von p
T >0 Y n. (12.41)

Die , lassen sich als Wahrscheinlichkeiten der — nun orthonormalen —Zusténde |&,,) verstehen.

Fiir gegebene Wahrscheinlichkeiten p; bzw. m,, konnen wir die Erwartungswerte beliebiger Observabler ausrechnen,
auch als Funktion der Zeit. Die Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten selbst ist Gegenstand der Statistischen
Physik, genauer der Quantenstatistik.

12.2.1 Messung und Projektionspostulat

Wie stellt sich nun der quantenmechanische Messprozess im Dichteoperator-Formalismus dar? Wir betrachten
der Einfachheit halber die Messung eines nicht entarteten Eigenwertes.

Wird bei der Messung der Observable A der (nicht entartete) Eigenwert A zum Eigenzustand |¢4) beobachtet,
so geht nach dem von Neumannschen Projektionspostulat ein reiner Anfangszustand |p) instantan in den Zustand
|t)4) iiber. Nach der Bornschen Regel ist die Wahrscheinlichkeit dafiir

pa = [(Yalo)]*. (12.42)

Wir schreiben jetzt den Dichteoperator nach der Messung (0. B.d. A. zur Zeit ¢ = 0) in der Eigenbasis {[¢)4)} von
A:

plt=07) = ZA:pA [ha)(al
= ZA: [(Wale) | 1) (Wl
= > 1$a) (Wale)(pla)(@al
- XA:PAﬁ(t =07)P4, (12.43)
a

wobei Py = [14) (4] der Projektionsoperator auf den Zustand [¢4) und p(t = 0~) der Dichteoperator unmittel-
bar vor der Messung ist.
War der Zustand vor der Messung schon gemischt, so sollten wir das Ergebnis entsprechend mitteln:

= Z 4i|ea) (4l (12.44)

ist dann

pt = ZquWm (Wl (@ilba)(a| = ZPAP “)Pa, (12.45)

also dieselbe Beziehung wie fiir einen reinen Anfangszustand. Hier sieht man {ibrigens gut, wieso das Projekti-
onspostulat diesen Namen tragt. X
Schreiben wir den Dichteoperator vor der Messung auch in der Eigenbasis von A, so erhalten wir

5(07) = Y [a) (Walp(07)[har) (Warl. (12.46)

AAY
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In Matrixschreibweise sind die Komponenten

pan(07) = (Yalp(07)[Yar). (12.47)

Nach der Messung ist, wie gesehen,

AOT) = [ha) (Walp(07)|1ha) (al. (12.48)
A

In Matrixschreibweise sind die Komponenten nun
paar(07) =644 paa(07). (12.49)

Die Messung fiihrt also dazu, dass alle Auflerdiagonalkomponenten von p in der Eigenbasis der gemessenen Ob-
servablen auf Null gesetzt werden (diese Komponenten nennt man auch K ohdrenzen). Die Diagonalkomponenten
bleiben dagegen unangetastet. Beispiel: Die Messung von S, am (reinen) Zustand

s (1/2 0 1/2
p(07) = (1/2 1/2) (12.50)
fiihrt zum Kollaps in den gemischten Zustand

p0") = (1(/)2 192) : (12.51)

12.2.2 Teilspur und Zustand in Faktorrdumen

Nehmen wir an, der Hilbert-Raum eines zusammengesetzten Systems sei der Produktraum
H="H1 ®Ha. (12.52)

Das System sei im reinen Zustand |¢)) € H. Man interessiert sich oft fiir den Zustand in einem Teilsystem.
Letztlich ist das immer der Fall, wenn wir ein kleines System (Spin, Atom ...) getrennt vom Rest des Universums
untersuchen. Der formale Weg, den Zustand in einem Teilsystem zu erhalten, ist die Bildung der Spur iiber eine
Orthonormalbasis fiir den Rest des Universums. Seien also {|1} )} und {|#/2)} Orthonormalbasen von H; bzw.
Ho. Wir hatten in 7.1.3 gesehen, dass dann {|},)[1)2)} eine Basis von H ist. Die Teilspuren iiber Teilsysteme 1
und 2 sind gegeben durch

Spre =Y (tnlelvr), (12.53)
Spoe = (V2] e[tn). (12.54)

n

Das Ergebnis ist jeweils ein Operator auf dem iibrigbleibenden Raum Ho bzw. H;.
Die Spurbildung ist nur fiir Operatoren definiert, also miissen wir den reinen Zustand |¢) durch den Dich-

teoperator p = [¢)(¢p| darstellen. Der Zustand im Teilsystem 1 wird nun beschrieben durch den reduzierten
Dichteoperator
p1="5p;p =Y (WLll¥)(Wlv7). (12.55)
n
Wir betrachten zunéichst einen Produktzustand, o. B.d. A.
[¥) = |v1)[1). (12.56)
Dann ist der reduzierte Dichteoperator
pr=Y_ WalleD D) @1@tllen) =Y Waled) i) (il Wilvn) = [ (Wil (12.57)
= 6n1 = 677,1
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Dies ist offensichtlich ein reiner Zustand. Bisher ergab sich nichts iiberraschendes. Nun sei |¢) kein Produktzustand
— dann nennt man |¢) verschrinkt. Als Beispiel betrachten wir

_ [enlvd) + 1) lvd)

1) NG : (12.58)
ein Zustandsvektor dieser Art ist (|11) + |41))/v/2. Dann ist
pr=g (Zwi|wi>|w%><w%|<wi||wi> + S @RI ) 31 b 12)
' - =0
+ > (W2 [d) [03) (W3 (w1 ][02) +Z<wi|w§>|w%><¢§<w5||wi>>
- y -
= (whwl] + ) (12:59)
= () = 7 () Qo lubyoll + 1o (ot w1+ o) Qalubyud] + o) (o) wd)
~ ~ ~ ~
= 1 (el + ) (12.60)
= Sp(p) =4 <1 (12.61)

Der Zustand des Teilsystems ist also kein reiner Zustand, obwohl das Gesamtsystem in einem reinen Zustand
ist! Man kann zeigen, dass das fiir verschrinkte Zusténde immer gilt. Wann immer man Teilsysteme betrachten
will, benétigt man also im Prinzip den Dichteoperator- (Ensemble-) Formalismus. Nun hatten wir gesehen, dass
gemischte Zustdnde unvollstdndige Kenntnis anzeigen. Im vorliegenden Fall ist durch die Bildung der Teilspur
Information verloren gegangen. Im Gegensatz zum vorigen Abschnitt liegt hier aber kein Zustandskollaps vor —
der wahre Zustand ist weiterhin [¢)) € H, also rein.
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Kapitel 13

Konsequenzen und Deutungen der
Quantenmechanik

Die Quantentheorie und speziell die Quantenmechanik sind zweifellos sehr erfolgreich in der Beschreibung der
realen Welt. Es liegt nahe, zu vermuten, dass eine Theorie die Realitéit nicht zuféllig gut beschreibt, sondern
weil sie auf einem i. W. korrekten Bild der Welt beruht. Wenn das stimmt, kénnen wir hoffen, durch Analyse der
Quantentheorie etwas dariiber zu lernen, wie die Welt wirklich beschaffen ist. Dieses Programm erfordert, die
Elemente der Theorie mit Elementen der realen Welt in Beziehung zu bringen, d. h. es erfordert die Interpretation
oder Deutung der Theorie.

Nun kommen wir in der Physik nie ganz ohne Deutung aus — sonst wiirden wir gar keine Beziehung zwischen
Theorie und Welt herstellen und damit nicht Physik betreiben, sondern Mathematik. So enthélt das Postulat,
dass als Messwerte nur Eigenwerte hermitescher Operatoren auftreten, schon Deutung. Das fiir die praktische
Anwendung notwendige Minimum an Deutung bezeichnet man als Minimalinterpretation. Obwohl Einfiihrungen
in die Quantenmechanik, z. B. auch diese Vorlesung, so formuliert sind, als wiirde die Theorie {iber Eigenschaften
mikroskopischer Systeme sprechen, ist dies aus Sicht der Minimalinterpretation nicht der Fall. Stattdessen be-
schreibt sie letztlich nur, was man mit bestimmten makroskopischen Versuchsanordnungen an makroskopischen
Messgeriten (reprisentiert durch ,Zeigerstellungen®) abliest. Vertreter der Minimalinterpretation haben z.B.
nicht unbedingt die Existenz von Atomen oder Elementarteilchen akzeptiert oder ihnen zumindest nicht dieselbe
Existenzform wie makroskopischen Objekten zugestanden.

Man kann sich natiirlich damit zufrieden geben, dass die Quantenmechanik mit der Minimalinterpretation
gute Vorhersagen fiir Experimente macht, und nicht nach dem physikalischen Gehalt der iibrigen Elemente der
Theorie fragen. Dann sind z. B. Zusténde nur Hilfsgroflen, die bei der Vorhersage von Messergebnissen auftreten.
Diese Sichtweise wurde von N. David Mermin mit ,,shut up and calculate“ charakterisiert (er teil sie nicht). Dafiir
spricht der Anspruch der theoretischen Physik, (nur?) experimentell iiberpriifbare Voraussagen zu machen. Einige
zentrale Debatten iiber die Deutung der Quantenmechanik drehen sich um unterschiedliche Interpretationen, zwi-
schen denen prinzipiell nicht experimentell entschieden werden kann. Demnach sind diese Debatten eher Teil der
Naturphilosophie als der Physik. Die Beschéftigung damit erscheint aber auch im Rahmen der Physikausbildung
aus mehreren Griinden relevant:

e Wie schon gesagt: Wir vermuten, dass die Quantentheorie die Realitéit gut beschreibt, weil sie auf einem
verniinftigen Bild der Welt beruht. Das legt nahe, den Elementen der Theorie physikalische Bedeutungen
zuzuschreiben. Dann kénnen wir aus der Analyse der Theorie etwas iiber die Welt lernen.

e Ein solches tieferes Verstdndnis der Theorie ermdglicht ihre Weiterentwicklung.

e Was nach heutiger Kenntnis nicht experimentell zugéinglich ist, kann es durch neue Erkenntnisse in Zukunft
werden.

In der Deutungsdebatte ist das Verstéindnis des Messprozesses und des (scheinbaren?) Zustandskollapses von
Anfang an eine zentrale, vielleicht die wichtigste, Fragestellung gewesen. Ein Grund hierfiir ist die (scheinbare?)
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Dichotomie von einerseits unitarer Zeitentwicklung und andererseits instantanem Zustandskollaps bei der Mes-
sung, die von vielen als Mangel der Theorie gesehen wurde. T. Maudlin (1995) hat das Messproblem als Trilemma
formuliert, d. h. von drei Aussagen iiber die Quantenmechanik muss mindestens eine falsch sein:

1. Die Quantenmechanik ist vollstindig, d. h. der Zustandsvektor [¢)) beschreibt sémtliche Eigenschaften eines
Systems.

2. Die Zustédnde gehorchen einer linearen (und reversiblen) Dynamik. Konkreter nimmt die Quantenmechanik
die durch die Schrédinger-Gleichung beschriebene unitédre Dynamik an, dies ist hier aber nicht erforderlich.

3. Messungen liefern definitive Messwerte, die Eigenwerte von hermiteschen Operatoren sind, und sind wie-
derholbar.

Verschiedene Interpretationen der Quantenmechanik unterscheiden sich u. a. darin, welche diese Aussagen sie fiir
falsch halten.

In diesem Kapitel diskutieren wir zunédchst wichtige Ergebnisse, die Konsequenzen der Quantenmechanik
aufzeigen, die der Alltagserwartung widersprechen. Danach skizzieren wir einige repriasentative Deutungen speziell
des Messprozesses.

13.1 Verschrinkung und verborgene Variable

Wir besprechen nun eine Reihe von theoretischen und experimentellen Ergebnissen, die mit der Verschrinkung
von Teilsystemen zu tun haben. Zur Erinnerung: Wenn ein System aus zwei Teilsysteme besteht und die Hilbert-
Réume der beiden Teilsystemen und des Gesamtsystems Hq, Ho und H = H; ® Ho sind, so nennt man einen
Zustand |¥) € H Produktzustand, wenn er sich schreiben ldsst als |U) = |¢1)|th2) mit |11) € Hy, [1p2) € Ho. Ist
|¥) kein Produktzustand, so ist |¥) verschrinkt.

13.1.1 Das Einstein-Podolsky-Rosen-Paradoxon

Albert Einstein, Boris Podolsky und Nathan Rosen haben 1935 ein Gedankenexperiment beschrieben, das allge-
mein als Einstein-Podolsky-Rosen- (EPR-) Paradoxon bekannt ist. Dieser Name wird weiterhin verwendet, obwohl
das Gedankenexperiment heute nicht mehr paradox erscheint. Einstein et al. wollten zeigen, dass die Quantenme-
chanik unwvollstindig ist, d. h. dass die Realitdt Eigenschaften hat, die in der Theorie keine Entsprechung haben.
Aus heutiger Sicht sind die Konsequenzen aber schwicher: Das Gedankenexperiment zeigt nur, dass die Quan-
tenmechanik nicht zugleich wvollstindig und lokal realistisch sein kann. Hier bedeutet lokal realistisch, dass alle
FEigenschaften eines Systems, insbesondere Korrelationen zwischen Teilsystemen, lokal den einzelnen Teilsystemen
(z. B. Teilchen) zugeordnet werden kénnen.

Wir geben hier die Formulierung des Paradoxons durch Bohm (1951) wieder (Einstein et al. hatten ver-
schriinkte Zustédnde im Hilbert-Raum der rdumlichen Bewegung statt im Spin-Hilbert-Raum betrachtet): Diese
Formulierung bezieht sich auf ein System aus zwei Teilchen mit Spins der Linge 1/2, dessen Gesamt-Spin Null
ist. Die Teilchen bilden also ein Spin-Singulett beschrieben durch den Spin-Zustand

_ DD =10 _ D = D)
V2 V2

Das Singulett ist offensichtlich verschréankt. Zur Zeit ¢ = 0 befinden sich die Teilchen an demselben Ort 7 = 0.
(Eine solche Situation tritt z. B. auf, wenn ein spinloses Teilchen in zwei Leptonen zerfillt: 7° — et + e~ oder
H — 77 4+ 77.) Fiir t > 0 fliegen die beiden Teilchen auseinander und wir nehmen an, dass sie nicht mehr
miteinander wechselwirken. Thr Spin-Zustand bleibt dann der Singulett-Zustand |t).

Nun werde die z-Komponente S! des Spins von Teilchen 1 gemessen. Die beiden Terme in Gl. (13.1) sind
Eigenzustiinde zu S} mit den Eigenwerten +h/2. Wenn wir den Wert +7/2 (—h/2) messen, muss nach dem von
Neumannschen Projektionspostulat der Zustand in [1]) (|41)) kollabieren. Aber dann wissen wir sofort, was eine
folgende Messung von 3’22 an Teilchen 2 ergeben muss.

Die z-Komponente ist nicht ausgezeichnet, da |¢) als Spin-0-Zustand rotationsinvariant ist. In der Tat ist

|1bo)

(13.1)

l1ho) Eigenzustand zu (S -7) ® (52 -7) zum Eigenwert —h2/4 fiir einen beliebigen Einheitsvektor i = (n,, ny, 7).
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Das bedeutet, dass beziiglich jeder Achse die Komponenten der beiden Spins entgegengesetzt sind. Zum Beweis
verwenden wir die Basis {|11), [11), [{1), [{{)}. In dieser Basis ist

0
1 1
[tho) = 7| -1 (13.2)
0
und
- - K2
ij
_ hj N, Ng — 1My 2 N, Ng — 1Ny
4 Ng =+ 17y —Ny Ng + 1Ny —n,
n? ny(ng —iny)  (ng —ing)n, (ng — iny)?
B2 n.(ng +iny) —n? n2 +n? —(ng —iny)n,
= 5 ; 2 2 2 ; (133)
4 | (ng+ing)n, ng +n; —n? —nz(ng — iny)
(ne +1iny)?  —(ng +iny)n, —n.(ng +iny) n:
Damit ist
0
2, 2, R 1 —n2 _n2_np2 K2
Stn)® (S%-h =—— L2 3 =—=1|vo). 13.4
(S ) @ (5% - 1) [¢ho) 1B | n2endeng 1 |vbo) (13.4)
0
O

Durch die Messung einer Spin-Komponente von Teilchen 1 wissen wir also sofort, was eine Messung dersel-
ben Spin-Komponente von Teilchen 2 ergeben wird. Nun kann die Messung an Teilchen 1 nach Einstein et al.
keine Anderung des Zustands von Teilchen 2 bewirken, da die beiden Teilchen nicht mehr miteinander wechsel-
wirken. Schon gar nicht kann Information iiber die Messung an Teilchen 1 instantan zu Teilchen 2 iibertragen
werden; dies steht offensichtlich im Widerspruch zur Speziellen Relativitédtstheorie. Daher miisste schon vor der
Messung an Teilchen 1 bestimmt gewesen sein, was bei der Messung irgendeiner Spin-Komponente an Teilchen
2 herauskommt. Aber eine solche Information ist im Zustand |ig) nicht enthalten, denn |t¢)y) ist ja rotations-
symmetrisch. Schlimmer noch, die Quantenmechanik kann gar keine Zustdnde von Teilchen 2 beschreiben, in
denen alle Spin-Komponenten feststehen, weil unterschiedliche Komponenten unvertréglich sind und daher kein
vollstéindiger Satz gemeinsamer Eigenzustinde existiert. Einstein et al. schlossen daraus, dass die Quantenme-
chanik unvollstindig ist. Sie duflerten in ihrem Artikel aber die Vermutung, dass eine grundlegendere Theorie
formuliert werden kann, die diese Unvollstéandigkeit beseitigt. Eigenschaften, die in der Realitdt vorliegen, aber
nicht durch den Zustandsvektor beschrieben werden, nennt man verborgene Variable. Einstein et al. vermuteten
also, dass verborgene Variable existieren.

Niels Bohr reagierte kurz darauf mit der Vermutung, dass man die behauptete Unvollstédndigkeit nicht durch
eine fundamentalere Theorie beheben kénnte. Nach Bohr ist die Quantenmechanik vollstdndig in dem Sinne, dass
ein Quantensystem keine weiteren Eigenschaften hat, die nicht im Zustandsvektor enthalten sind. Sein Versuch,
das Paradoxon auszurdumen, beruht auf der Forderung, dass die Diskussion von Aussagen der Quantenmechanik
immer die Beschreibung der makroskopischen Messapparatur beinhalten muss. Das geht offenbar in die Richtung
der Minimalinterpretation.

Erwin Schrodinger reagierte ebenfalls sehr schnell auf Einstein et al. Er wies zu Recht darauf hin, dass der
Zustand des einzelnen Teilchens 1 oder 2 eben nicht durch einen Zustandsvektor beschrieben werden kann. Wie in
Kapitel 12 besprochen, ist ein Teilsystem bei einem verschrinkten reinen Zustand in einem gemischten Zustand.
Daher ist die Beschreibung durch einen Dichteoperator moéglich, aber nicht durch einen Hilbert-Raum-Vektor.

Die moderne Diskussion des EPR-Paradoxons bezieht sich eher auf den lokalen Realismus. Sie folgt Schro-
dingers Argument. Es ist nicht moglich, den Zustand eines verschrinkten Systems auf lokale Eigenschaften von
Teilsystemen, z.B. Teilchen, zu reduzieren. Die Quantenmechanik enthélt im Gegenteil Korrelationen, die nur
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durch den Zustand des Gesamtsystems ausgedriickt werden, die also nicht lokal sind. Am Beispiel des Spin-
Singuletts: Der Dichteoperator des Spins von Teilchen 2 ist

p2 = Spy o) wol = 5 N1 + 5 1. (13.5)

Dieser Dichteoperator ist weiterhin rotationsinvariant, denn er lautet in jeder Spin-Basis
R 1
p2=35 1. (13.6)

Er enthélt offensichtlich keine Information dariiber, was an Teilchen 1 gemessen wird. Die Korrelation von Mes-
sergebnissen ist nur in [¢g) enthalten. Dies fiithrt aber auch zu einer fiir Einstein inakzeptablen Folgerung: Wird
an Teilchen 1 der Eigenwert von 5‘21 gemessen, kollabiert nach von Neumann der Zustand sofort und global.
Beschreibt der Zustand ein reales Element der Welt, so entspricht der Kollaps offenbar einer instantanen Fernwir-
kung. Beschreibt er dagegen nur unsere Kenntnis, so ldsst man offenbar zu, dass das System Eigenschaften hat,
die nicht im Zustandsvektor enthalten sind, und wird so wieder auf die Idee von verborgenen Variablen gefiihrt.

13.1.2 Bellsches Theorem und Bellsche Ungleichung

Das EPR-Gedankenexperiment motivierte eine wichtige Weiterentwicklung durch John S. Bell (1964). Bell konnte
zeigen, dass jede lokal realistische Theorie den Voraussagen der Quantenmechanik widerspricht — selbst wenn die
Theorie verborgene Variablen zuldsst. Mit anderen Worten, verborgene Variablen kénnen den lokalen Realismus
nicht retten.

Bell beginnt mit einem modifizierten Gedankenexperiment: Es werden wieder Spin-Komponenten an zwei
Spin-1/2-Teilchen im Spin-Singulett-Zustand

)
1ho) = 7 (13.7)

gemessen, aber nun nicht unbedingt dieselbe Komponente. Stattdessen wird am ersten Teilchen S'. 7y und am

zweiten S2 - Nio gemessen, wobei 7 und 7o Einheitsvektoren sind. Ist 7o = 711, so erhalten wir den EPR-Fall. Die
zentrale Grofle ist

P(iy, ) := <(§1 1) @ (2 -ﬁ2)> : (13.8)
Im Spin-Singulett sind gleiche Komponenten der beiden Spins entgegengesetzt gerichtet, also gilt im EPR-Fall
h2
P(fiy,n1) = - (13.9)

Um P(nq,7n2) fiir beliebige Einheitsvektoren auszurechnen, beachten wir zunéchst

(81 @82) = 2 (14— (111) 8t @ 83 (114) — 111)
1 N A ~ N ~ ~ A A
— 5 ((HSD IS = ISR (IS5 11) = (SIS L) + (SIS 1)
h2
=3 [5iz(—1)5]- — (0iz — 104y) 85z + 905y) — (Oiz + 16y) (05 — 90jy) — 51-25]-2]
h? . . . .
= § ( - 57,z5Jz - 5ZI5]£E _MJ’_M_ 6iy5jy - 51965]:6 +M_%_ 6iy5jy - 5226j2)
2
= —% (0iz0ja + Oiyjy + 0i20;2)
FL2
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Damit ergibt die Standard-Quantenmechanik

Pin,a) = { (31 i) © (57 a)) = 3 (Stmus @ 2y )

ij

h? h?
= —Zz&-jnlmg]— = —Zﬁl 'ﬁ2~ (13'11)
J

Nun zu Bells Theorem: Die Voraussagen der Standard-Quantenmechanik sind unvereinbar mit einer lokal
realistischen Theorie, sogar wenn diese die Existenz verborgener Variabler annimmt.

Beweis: Der reale Zustand des Spin-Paars werde durch einen Satz verborgener Variabler A und den Zustands-
vektor |¢) vollstindig beschrieben. Wir nehmen an, dass das Ergebnis der Messung an Teilchen 1 unabhéngig
von 7o ist, d.h. von der Einstellung des Detektors fiir Teilchen 2, und umgekehrt. Das ist die Annahme lokaler
Realitiit. (Sie wirkt verniinftig, da 72 ja zu einem Raumzeitpunkt gewiihlt werden kann, der vom Raumzeitpunkt
der Messung an Teilchen 1 raumartig getrennt ist, so dass keine Information tiber np zum ersten Teilchen und

Detektor kommen kann.) Seien s; und so die Messergebnisse der Spin-Komponenten St -np und S2. Ny der
beiden Teilchen. Die Vollsténdigkeit der Beschreibung impliziert, dass diese Messwerte eindeutig vom Zustand
des Systems beschrieben werden:

S§1 = Sl(ﬁl, )\)7 (13.12)
S9 = 82(ﬁ27 )\) (1313)

Die Abhingigkeit von |¢)o) haben wir unterdriickt. Das Produkt der Messwerte ist natiirlich
P(’ﬁl,’flg,)\) = Sl(ﬁl,)\) 52(@2,)\). (13.14)

Eine lokal realistische Theorie mit verborgenen Variablen muss die beobachtete Streuung von P durch eine
Zufallsverteilung von A erklidren, da 77 und 7o ja fest vorgegeben sind. Der Erwartungswert von P iiber viele
Messungen ist dann

Pl ia) = Plans iz 3 = [ dAw(h) s1(in. ) safiz, ), (13.15)
wobei w(A) die Verteilungsfunktion von A ist. Drehimpulserhaltung erfordert, dass fiir gleichen Achsen 79 = 71y

gilt
Sg(ﬁl, )\) = —Sl(ﬁl, )\) A ﬁl, A (1316)

Damit konnen wir schreiben
P(’fbl,’flg) = —/d)\w()\) Sl(fll?)\) Sl(ﬁg,)\). (1317)

Sei nun 73 ein weiterer Einheitsvektor. Dann ist
P(’ﬁl, ﬁg) — P(ﬁl, ﬁ3) = — /d)\ w()\) [Sl(ﬁl, )\) 81(ﬁ27 )\) — Sl(ﬁl, )\) Sl(ﬁg, )\)]
__ /d)\w()\) 5171, N) 31, ) — 51 (s, ). (13.18)

Die gesuchte lokal realistische Theorie soll dieselben Voraussagen machen, wie die Standard-Quantenmechanik.
Also darf s; nur die Werte 4-4/2 annehmen. Es ist also s7 = h?/4 und wir kénnen schreiben

= —%/d)\w()\) 51(7t1, A) 51y N2 [51 (o A) — 51 (3 V)]

= —% dAw(A) s1(g, A) s1(R2, A) {Z — s1(N2, \) 31(ﬁ37)\)]
_ —/d)\w()\) s1(n, A) 12, \) {1 - % s1(Rz, ) s1(s, )\)} . (13.19)
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Nun ist

und natiirlich auch

h2
81(712,)\) Sl(ng,)\) = iZ
4 .
= l—ﬁ (ng,)\)sl(n37 )E{O 2}

Daraus folgt

P, z) — P, 3) | = ’/d/\sl(ﬁl,A) 51702, ) w(\) [1 _ 4

4 mit s1(fq, N) sl(ﬁg,)\) = :i:%z

< —/d)\w { — 1(7529\)31(733’)‘)}

/dm(x) Kl — 51(fiz, \) sl(ﬁg,)\)]

h2
= Z +P(ﬁ23ﬁ3)

Wir haben damit die Bellsche Ungleichung

o N
|P(f1, f2) — PRy, n3) | < T + P(nz,n3)
erhalten.
Betrachten wir nun als Beispiel die drei (koplanaren) Einheitsvektoren
1 0 1
ni= 1|0 o= (1 — |1
0 0 ‘[ 0
I’ll N
3
45°
45° ~
)
Die Standard-Quantenmechanik sagt voraus
P(ﬁl, ﬁg) - 0,
1 h?
P(nq,n3) = P(ng,Ni3) = —— —
(n15n3) (n27n3) \/5 4
Einsetzen in die Bellsche Ungleichung ergibt
1 <1 1
V2T V2
2
= 1> =2
T V2

(13.20)

(13.21)
(13.22)

(13.23)

(13.24)

(13.25)

(13.26)

(13.27)

(13.28)

(13.29)

(13.30)



Das ist offensichtlich falsch. Es ergibt sich also ein Widerspruch. (]

Das Ergebnis sagt aus, dass man auch durch Annahme beliebiger verborgener Variabler — wir haben nichts
dariiber angenommen, aus welcher Menge A kommt oder wie die Verteilungsfunktion w(\) aussieht — keine lokal
realistische Theorie konstruieren kann, die dieselben Voraussagen macht, wie die Standard-Quantenmechanik. Die
Hoffnung von Einstein et al., die vermeintlich unvollstindige Quantenmechanik kénne durch eine vollsténdige,
lokal realistische Theorie ersetzt werden, die dieselbe Physik beschreibt, hat sich also zerschlagen. Es ist wichtig,
sich klarzumachen, dass Bells Theorem nicht die Existenz verborgener Variabler verbietet. Es kann durchaus
verborgene Variablen geben, nur kann man durch ihre Einfiihrung die Theorie nicht lokal machen.

Soweit sagt Bells Theorem natiirlich nichts dariiber aus, ob die Welt {iberhaupt durch die Standard-
Quantenmechanik beschrieben wird. Sie kénnte ja in Wirklichkeit durch eine lokal realistische Theorie beschrie-
ben werden, die dann eben nicht dieselben Voraussagen macht. Aber die Bellsche Ungleichung stellt auch hier
einen grofien Fortschritt dar. Man kann ja das beschriebene Experiment wirklich ausfithren und damit P (71, 72),
P(n1,73) und P(fg,fi3) experimentell bestimmen. Dies wurde vielfach getan und die Ergebnisse stimmen mit
der Standard-Quantenmechanik {iberein und verletzen somit die Bellsche Ungleichung. (Die Interpretation dieser
Experimente ldsst manchmal Schlupflocher, wie sie unter — meist wenig plausiblen — Annahmen doch noch mit
dem lokalen Realismus in Einklang gebracht werden kénnen. Groflier Aufwand ist sowohl experimentell als auch
theoretisch getrieben worden, um diese Schlupflocher zu schlieflen.) Es ist sehr naheliegend, aus dem Versagen
jeglicher lokal realistischer Beschreibung zu schlieflen, dass die Welt selbst fundamental nichtlokal ist.

Die experimentelle Bestéitigung der notwendig nichtlokalen Beschreibung, z. B. durch den verschriankten Zu-
stand |vg), provoziert erneut Einsteins Frage: Fiihrt der Kollaps des Zustands bei der Messung an Teilchen 1 zu
einer realen Fernwirkung? Die Antwort ist nein, wenn damit eine kausale Wirkung gemeint ist. Man kann zeigen,
dass die Nichtlokalitéit nicht fiir die instantane oder auch iiberlichtschnelle Ubertragung von Information genutzt
werden kann. Wesentlich dafiir ist, dass Experimentatorin Alice mit Teilchen 1 zwar die Richtung n; wéhlen
kann, aber nicht bestimmen, welcher Messwert s (71) herauskommt. Experimentator Bob kann aber durch keine
Messung an Teilchen 2 feststellen, welche Richtung 71 Alice gewihlt hat. Die Nichtlokalitit zeigt sich erst, wenn
Alice und Bob spiéter ihre Datensétze fiir viele Messungen an Teilchen-Paaren zusammenfiihren und finden, dass
die Bellsche Ungleichung verletzt ist.

13.2 Schroédingers Katze

Das bekannteste Gedankenexperiment zur Quantenmechanik stammt von Erwin Schrédinger (1935). Es beruht
auf Schrodingers Beschiiftigung mit dem EPR-Paradoxon. Schrédinger wollte mit seinem Gedankenexperiment die
scheinbar paradoxen Konsequenzen aufzeigen, die sich ergeben, wenn ein mikroskopisches und ein makroskopisches
Objekt in einem verschriankten Zustand sind. Letztlich kann man die paradoxen Konsequenzen der durch die
Quantenmechanik vorhergesagten unitiren (es reicht auch linearen) Zeitentwicklung und dem daraus folgenden
Superpositionsprinzip zuschreiben.

Schrédinger betrachtete einen geschlossenen Kasten mit einer Katze und einer Killermaschine. Die Maschine
enthélt ein Atom mit radioaktivem Kern. Wenn der Kern zerfillt, wird ein Mechanismus ausgelost, der die Katze
totet. Schrodinger ging davon aus, dass die beobachtete (Exponential-) Verteilung von Zerfallszeitpunkten intrin-
sisch quantenmechanischer Natur ist. Sie beruht dann nicht auf unserer Unkenntnis iiber einen hypothetischen
inneren Zustand des Kerns (d.h. es lduft keine verborgene Uhr im Kern). Der Zustand des, evtl. zerfallenen,
Kerns zur Zeit t ldsst sich dann schreiben als

|[Kern(t)) = Ve /7 |heil(t)) + v/ 1 — e~ /7 |zerfallen(t)). (13.31)

Hier ist 7 die mittlere Zerfallszeit, |heil(¢)) der Zustand des nicht verfallenen Kerns und |zerfallen(t)) der dazu
orthogonale (komplizierte!) Zustand der Zerfallsprodukte des zerfallenen Kerns. Wir lassen jetzt das Zeitargument
der Zustinde weg. Der Vektor |Kern) ist normiert:

(Kern|Kern) = et (heil|heil) + (1 — e_t/T) (zerfallen|zerfallen) = 1. (13.32)

=1 =1

Da der Apparat die Katze kausal an den Kern koppelt, ist der Zustand des Gesamtsystems im Kasten von
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derselben Form:

|Kern+Katze) = vV e~/ |heil)|lebendig) + V1 — e~/ |zerfallen)|tot). (13.33)

Wenn ein Beobachter den Kasten 6ffnet, findet er entweder eine lebende oder eine tote Katze vor. Er findet nie eine
Superposition von lebender und toter Katze (wie wiirde das iiberhaupt aussehen?). Dies ist die Motivation, einen
Zustandskollaps zu postulieren: Nach dem Projektionspostulat kollabiert bei Messungen der Zustand instantan. Im
vorliegenden Fall wird die Beobachtung des Zustandes der Katze als Messung aufgefasst. Die Wahrscheinlichkeit
dafiir, eine lebende Katze zu finden, ist nach der Bornschen Regel

Wiebendig = | (lebendig|(heil|[Kern+Katze)|> = e /. (13.34)

Vor der Beobachtung ist das makroskopische System im Kasten also in einer Superposition von deutlich verschie-
denen Zustidnden — sie enthalten eine lebende oder eine tote Katze. Dies hielt Schrodinger fiir absurd. Er sah
sein Gedankenexperiment als Argument gegen die Kopenhagener Deutung der Quantentheorie, auf die wir noch
kommen werden. Aber das Paradoxon greift nicht wirklich: Die Kopenhagener Deutung neigt dazu, den Zustand
als Ausdruck der Kenntnis eines Beobachters aufzufassen, und dann zeigt die Superposition nur an, dass der
Beobachter eben nicht weifl, ob die Katze lebendig oder tot ist.

Man bezeichnet allgemein Superpositionen makroskopisch unterschiedlicher Zusténde als Schridinger-Katzen-
Zustinde. Dabei ist es keineswegs einfach, zu definieren, was mit ,, makroskopisch unterschiedlich®* gemeint ist,
und es gibt verschiedene Ansichten dazu.

Schrodingers Katze ist ein Priifstein fiir jeden Versuch der Interpretation der Quantenmechanik. Die Mini-
malinterpretation ist allerdings damit kaum angreifbar. In ihr wird ja gerade dem unbeobachteten Zustand der
Katze im geschlossenen Kasten keine physikalische Bedeutung beigemessen. Ein Vertreter von ,shut up and cal-
culate® wiirde also weder versuchen, der makroskopischen Superposition einen physikalischen Sinn zu geben, noch
sie durch Anderung der Theorie zu vermeiden, sondern wiirde die Frage als gegenstandslos und damit unsinnig
zuriickweisen.

Das Gedankenexperiment wirft auch die Frage auf, wann genau der Zustand kollabiert. Geméfi dem Projek-
tionspostulat und der Kopenhagener Deutung nach Heisenberg kollabiert der Zustand, wenn der Beobachter den
Kasten offnet und den Zustand der Katze iiberpriift. Aber ist nicht die Katze auch ein Beobachter? Dann wiirde
der Zustand kollabieren, sobald der Kern zerfillt — hier konnten wir auch den Fall betrachten, dass die Apparatur
den Kernzerfall fiir die Katze sichtbar anzeigt, diese aber nicht tétet. Die Frage nach der Rolle des Beobachters
steht auch hinter dem folgenden Gedankenexperiment.

13.2.1 Wigners Freund: Bewusstsein erzeugt Kollaps

Eine Fortsetzung des Gedankenexperiments iiber Schrédingers Katze stammt von E. Wigner (1961): Dabei fiihrt
ein Freund von Wigner das Experiment mit der Katze aus, wéhrend Wigner nicht im Raum ist. Wigners Freund
Offnet den Kasten und iiberpriift den Zustand der Katze. Nach der Kopenhagener Deutung ist aus Sicht von
Wigner, der all dies nicht beobachtet, das System Kern+Katze+Freund nun in einem Zustand der Form

|Kern+Katze+Freund) = v e~*/7 |heil) |lebendig)|gliicklich) + \/1 — e~*/7 |zerfallen)|tot)|traurig).  (13.35)

Dieser Zustand kollabiert demnach erst, wenn Wigner den Raum wieder betritt und seinen Freund oder die
Katze untersucht. Das wiirde bedeuten, dass der Kollaps fiir Wigner und seinen Freund und evtl. die Katze zu
unterschiedlichen Zeitpunkten stattfindet. Die Kopenhagener Deutung nach Heisenberg interpretiert den Zustand
als Ausdruck des Wissens iiber ein System, nicht als Eigenschaft des Systems selbst. In dieser Sichtweise ist
es natiirlich kein Problem, wenn der Kollaps fiir die beteiligten Beobachter zu unterschiedlichen Zeitpunkten
stattfindet, sondern dies ist zu erwarten.

Will man dem Kollaps aber realen Charakter zuschreiben, also sagen, dass sich iiber die Kenntnisse von Beob-
achtern hinaus etwas in der Welt dndert, sind die unterschiedlichen Kollapszeitpunkte nur schwer zu verteidigen.
Wigner vertrat eine solche realistische Interpretation des Kollapses. Er war der Auffassung, dass ein bewusster
Beobachter notwendig ist, um einen Zustand zu kollabieren. Dann findet der Kollaps eindeutig genau dann statt,
wenn Wigners Freund den Kasten 6ffnet, und nicht, wenn Wigner den Raum betritt. Wigner billigte der Katze
also kein Bewusstsein zu. Aber hier liegt ein Problem: Bewusstsein ist eine graduelle Eigenschaft und kann somit
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nicht leicht eine zweiwertige Konsequenz erkliaren, namlich Kollaps oder kein Kollaps. Ab welchem Alter kann z. B.
ein Kind einen Zustand kollabieren? Kann ein Schimpanse oder ein Delphin einen Zustand kollabieren? Wigners
dualistische — und esoterisch anmutende — Auffassung von Materie vs. Bewusstsein ist auch kaum zu halten.

13.2.2 Stern-Gerlach-Experimente als Prototyp des Messprozesses

Varianten des in 2.7 besprochenen Stern-Gerlach-Versuchs sind fiir die Diskussion des Messprozesses besonders
geeignet, weil sie eine minimale Realisierung darstellen, die dennoch alle relevanten Aspekte enthélt. Wir be-
schreiben zunéchst eine Variante des Versuchs, die etwas vom historischen Experiment abweicht. Die einlaufenden
Teilchen sollen némlich in einem wohldefinierten Spin-Zustand [¢) sein, wihrend sie bei Stern und Gerlach aus
einem Ofen kamen und daher zufillig verteilte Spin-Zusténde hatten. Beim historischen Experiment kann der
einlaufende Zustand also korrekt nur mittels eines Dichteoperators beschrieben werden. Ein bestimmter (reiner)
Spin-Zustand kann im Prinzip leicht durch eine vorgeschaltege Stern-Gerlach-Apparatur realisiert werden, die den

Strahl abhéingig von einer einstellbaren Spin-Kompontente S -7 aufspaltet (7 ist ein Einheitsvektor). Hier ist dies
fiir das Beispiel S, skizziert:

Schirm

Was geschieht nun, wenn die zweite Stern-Gerlach-Apparatur die Komponente S, misst? Zunichst kénnen wir
den einlaufenden Zustand schreiben als

[9) = M) + [ ) = () 1) + (L) ) (13.36)

Dies ist eine mathematische Operation, die natiirlich immer mdoglich ist, unabhéngig davon, ob und was wir
messen. Zur Abkiirzung schreiben wir

) =cr [1) + e ) (13.37)

Wir verfolgen ein Teilchen jetzt im mitbewegten Bezugssystem. Zunéchst wirkt kein Magnetfeld und der Hamilton-
Operator ist H = p?/2m. Im zweiten Stern—Gerlach—AppaI:at wirkt ein inhomogenes Magnetfeld, dass eine Kraft
auf das Teilchen ausiibt, die fiir die Eigenzustinde von S, entgegengesetzt ist. Eine rdumlich konstante Kraft
entspricht einem linearen Potential. Im Bereich der zweiten Apparatur ist der Hamiltonian daher
P2 .
H=-—+b2S 13.38
2m vz ( )

mit einer Konstanten b. An dieser Stelle erweist es sich als niitzlich, dass wir [¢)) nach Eigenzustéinden von S,
entwickelt haben und nicht in irgendeine andere Basis. H ist ndmlich in der Eigenbasis von S, (block-) diagonal:

a—| 2m ™ 2 , (13.39)
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Beim Durchlaufen des inhomogenen Magnetfeldes erhalten die Teilchen im Spin-Zustand |1) bzw. ||) entgegenge-
setzte Impulse senkrecht zum einlaufenden Strahl. Hinter der Apparatur kénnen wir den Zustand also schreiben
als

V) = ¢t |1, p2>0) + ¢ |1, p.<0). (13.40)

Die Zusténde |1), |{) im Spin-Faktorraum sind nun mit den Zustdnden |p,>0), |p,<0) im Faktorraum der
rdumlichen Bewegung verschriankt. Dies wiirde man noch nicht als Schrédinger-Katzen-Zustand bezeichnen, weil
[T, p.>0) und |, p.<0) mikroskopische Teilchen an ndherungsweise demselben Ort beschreiben.

Aber nun miissen wir nur abwarten. Wegen der entgegengesetzten Transversalimpulse laufen die Teilchen
abhéngig von m = 1, | rdumlich auseinander und treffen an makroskopisch getrennten Orten auf den Schirm oder
Detektor. Der Zustand hat dann die Form

[Y) = et |1, 2=20) + ¢} |4, 2=—20). (13.41)

Ob das jetzt ein Schrodinger-Katzen-Zustand ist, hingt von der genauen Definition ab. Im néchsten Schritt
wird das Auftreffen des Teilchens detektiert. Und schliellich erhélt ein Beobachter die Nachricht, wo das Teilchen
aufgetroffen ist. (Der Detektor spielt hier keine fundamentale Rolle, denn es ist fiir einen menschlichen Beobachter
zwar schwierig, aber im Prinzip moglich, ein einzelnes Teilchen sinnlich wahrzunehmen.)

Ist die Zeitentwicklung weiterhin unitér, so ist der gemeinsame Zustand des Teilchens und der Beobachterin
Alice nun von der Form

(W) =cp |1, Ap) + ey [ Ay), (13.42)

wobei A,, bedeutet ,,Alice hat Spin m gemessen“. Das wire nach jeder sinnvollen Definition ein Schrodinger-
Katzen-Zustand.

Das Projektionspostulat sagt dagegen, dass der Zustand bei der Messung kollabiert. Dann ist der Zustand
nach der Messung entweder |1, A3+) oder ||, A;) mit Wahrscheinlichkeiten |c,|? = |(m|¢)|?. Wann findet dieser
Kollaps statt? Oder, in anderen Worten, was genau macht hier die Messung aus? Die Minimalinterpretation macht
dazu keine Aussage. Interpretiert man den Zustand als Ausdruck des Wissens iiber ein System, erfolgt der Kollaps
offenbar dann, wenn das Messergebnis Alice bekannt wird. Dasselbe folgt aus Wigners Vermutung, wonach ein
bewusster Beobachter notwendig ist.

13.3 Das No-Cloning-Theorem

Eine fiir die experimentelle Untersuchung von Zusténden und fiir auf Quantenmechanik beruhenden Technologien
wesentliche Einschrankung besteht darin, dass Zustinde von Quantensystemen prinzipiell nicht perfekt kopiert
werden konnen. Dies ist die Aussage des No-Cloning-Theorems (Wootters und Zurek, 1982), das wir nun for-
mulieren und beweisen werden: Wir betrachten zwei gleichartige Teilsysteme, insbesondere mit Hilbert-Riumen
gleicher Dimension. Anfangs sei das Gesamtsystem in einem beliebigen Produktzustand [i)1|v)s. Behauptung:
Es existiert kein unitérer Prozess, der fiir alle |¢); diesen Zustand in |¢)]1))o {iberfiihrt, d.h. der den Zustand
|t)1 von Teilsystem 1 unverdndert ldsst und in Teilsystem 2 kopiert.

Beweis: Angenommen, es gibe einen solchen Prozess. Seien |[¢)); und |¢); zwei beliebige Zustéinde von Teil-
system 1. Alle vorkommenden Zustéinde seien normiert. Die Zeitentwicklung werde durch den unitidren Zeitent-
wicklungsoperator U beschrieben. Dann ist

U [)11v)2 = [)1]), (13.43)
Ulgh|v)z = [8)1]¢)a- (13.44)
Es folgt
2l (Bl1)1[1)2 = 2 (W1 (B TTT [9)1]1)2 = 2 (w1 (@l [¥)1 V)2 = 2(v|v)a 1{Bl1h)1 = 1{Bl1h)1. (13.45)
T
Andererseits gilt
2(011(D][V)1]Y)2 = 2(d])2 1(P|Y)1. (13.46)
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Die Teilraum-Indizes 1, 2 sind fiir die Berechnung der Skalarprodukte irrelevant, also folgt aus Glg. (13.45) und
(13.46)

((8l))? = (¢l¥). (13.47)

Dalfiir gibt es nur zwei Losungen:
(l) € {0,1}. (13.48)

Also sind die Zusténde |¢)) und |¢) entweder identisch oder orthogonal. Die Voraussetzung war aber, dass [¢) und
|¢) beliebig sind, sie kénnen insbesondere (p|¢)) ¢ {0,1} erfiillen. Widerspruch!

Der Kontext des No-Cloning-Theorems ist eine Sichtweise, wonach die gesamte Zeitentwicklung in der Quan-
tenmechanik unitér ist, also kein Zustandskollaps stattfindet — wir kommen darauf zuriick. Aber auch, wenn echter
Kollaps zugelassen wird, bleibt das Theorem giiltig. Das sieht man z. B. daran, dass Kollaps, also Projektion von
Zustdnden, notwendigerweise gewisse Basen auszeichnet, ndmlich die Eigenbasen der Projektionsoperatoren. Da-
her kann damit erst recht kein Prozess konstruiert werden, der alle moglichen Zusténde kopieren kann.

Noch zwei Bemerkungen:

e Esist moglich, den Zustand eines Teilsystems in ein anderes zu kopieren. Das No-Cloning-Theorem erzwingt
nur, dass dabei der Zustand des urspriinglichen Teilsystems gedndert wird. Es ist also insbesondere im
Prinzip moglich, einen Quantenzustand {iber makroskopische Entfernungen zu verschicken, man spricht
dann von Teleportation des Zustands.

e Es ist auch moglich, beliebig viele Teilsysteme in identischen Zustédnden zu préparieren, z. B. mehrere Spins
im Zustand |1). Das Theorem verbietet nur die Kopie vorher unbekannter Zusténde.

Das Theorem hat wichtige Konsequenzen. Zunéchst zeigt es, dass wir die Unmoglichkeit der gleichzeitigen Messung
unvertréglicher Observabler nicht umgehen kénnen: Ware es moglich, Zustéinde zu kopieren, so kénnten wir z. B.
den Zustand [¢) eines Spins der Liinge 1/2 kopieren und dann S, und S, messen, ohne dass sich die Messungen
gegenseitig stéren. Das Argument lidsst sich umdrehen: Es ist unméglich, den Zustand |¢) eines Quantensystems
vollsténdig zu messen. Denn wiire es moglich, kénnten wir danach beliebig viele Subsysteme in diesem Zustand |¢)
praparieren, was dquivalent zur Anfertigung von Kopien ist und damit durch das No-Cloning-Theorem verboten.

Damit im Zusammenhang steht die Erkenntnis von N. Herbert (1982), dass die Moglichkeit der Kopie von
beliebigen Zustidnden iiberlichtschnelle Informationsiibertragung erlauben wiirde. Dies wird durch das No-Cloning-
Theorem ausgeschlossen.

13.4 Ensemble-Interpretation

Wir haben gesehen, dass die Quantenmechanik eine stochastische Theorie ist — wenn bei einem Stern-Gerlach-
Experiment der einlaufende Zustand der Eigenzustand |—) zu S, ist und man S, misst, kann man wirklich nicht
vorhersagen, ob ein Teilchen nach oben oder unten abgelenkt wird. Eine wesentliche Frage ist, ob dieses Element
des Zufalls eine vermeidbare Unvollstéindigkeit der theoretischen Beschreibung ist (Einstein) oder intrinsischer
Natur (Bohr). Unabhéngig von der Haltung zu dieser Frage kann man sich nun auf den Standpunkt stellen, dass
die Quantenmechanik nur als statistische Theorie von Ensembles zu verstehen sei, aber nicht von Einzelsystemen.

Im Rahmen dieser Sichtweise ist der Formalismus des Dichteoperators aus Kapitel 12 naheliegend, da er gerade
Ensembles beschreibt. ,,Reine Zusténde“ werden dann ebenfalls als Ensembles verstanden, bei denen man aber
maximale Information iiber die Einzelsysteme hat. Fiir die Ensemble-Interpretation und den Dichteoperator-
Formalismus spricht, dass man bei der Betrachtung von Teilsystemen generisch eine statistische Beschreibung
benstigt, selbst wenn das Gesamtsystem in einem reinen Zustand ist, wie wir in 12.2.2 gesehen haben. Da man in
der Praxis nicht den Zustand des gesamten Universums betrachtet, ist die Beschreibung mittels des Dichteope-
rators als primér und die Betrachtung reiner Zustdnde von Teilsystemen mittels der Schrédinger-Gleichung als
Néherung anzusehen.

Auflerdem kann man im Dichteoperator-Formalismus den Zustandskollaps recht elegant beschreiben: Die Au-
Berdiagonalkomponenten des Dichteoperators in der Eigenbasis der gemessenen Observable werden auf Null ge-
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setzt,
P11 P12 v pii O
pa1 p2 | 0 pa2 - | (13.49)

Erklirt wird der Kollaps damit aber sicher nicht.

Den Wahrscheinlichkeiten aus der Bornschen Regel wird im Rahmen der Ensemble-Interpretation eine Bedeu-
tung in der Realitit (also eine ontologische Bedeutung) zugeschrieben: Sie sind relative Hiufigkeiten von Mes-
sergebnissen in Ensembles. Wenn man von Ensembles von Messungen spricht, geht die Ensemble-Interpretation
nicht iiber die Minimalinterpretation hinaus. Wenn man dagegen an Ensembles von Mikrosystemen denkt — war
natiirlicher scheint — dann schon. Die Interpretation von Wahrscheinlichkeiten als relative Hiufigkeiten wird phi-
losophisch auch ohne Bezug zur Quantentheorie als problematisch angesehen. Ein Punkt dabei ist, dass zwar
relative Haufigkeiten fiir Ensembles aus N Einzelsystemen fiir N — oo mit Wahrscheinlichkeit eins gegen die
Wahrscheinlichkeiten streben, aber eben nur mit Wahrscheinlichkeit eins — auch fiir beliebig grofie N kann eine
gemessene relative Haufigkeit beliebig weit von der tatsdchlichen Wahrscheinlichkeit abweichen. Das Konzept
der Wahrscheinlichkeit und damit die stochastische Natur der Theorie wird man in der Ensemble-Interpretation
jedenfalls nicht los, was zumindest fiir einige ihrer Vertreter das Ziel war.

Auch aus anderen Griinden kann die Ensemble-Interpretation nicht befriedigen. Die Quantenmechanik, so
wie sie in dieser Vorlesung entwickelt wurde, stellt sich als Theorie fiir die Dynamik von (reinen) Zusténden von
FEinzelsystemen dar. Der statistische Dichteoperator-Formalismus folgt aus dieser Schrédinger-Heisenberg-Dirac-
Quantenmechanik und elementaren Aussagen der mathematischen Stochastik. Die statistische Deutung bricht
i. W. die Quantenmechanik einzelner Zustdnde weg. Man kann dann nicht recht verstehen, wie eine Theorie fiir
Ensembles begriindet werden soll, wenn man keine fundamentale Theorie fiir Einzelsysteme hat. Insbesondere
wird nicht klar, wieso die Wahrscheinlichkeiten gerade den von Born postulierten Wert haben.

Zum anderen kann man ja einzelne Quanten-Experimente durchfithren. Es wére unbefriedigend, wenn man
theoretisch dariiber nichts aussagen konnte. In der Tat macht die Quantenmechanik erfolgreich Aussagen iiber
Einzelsysteme, z. B. wenn man zweimal hintereinander dieselbe Observable misst. Wird bei einem Stern-Gerlach-
Versuch zuniichst der Eigenwert m = h/2 fiir S, gemessen und dann die Messung von S, wiederholt, kommt
mit Sicherheit wieder m = h/2 heraus. Es liegt nahe, zu sagen, dass ein einzelnes Teilchen zwischen den Mes-
sungen im Zustand |m) ist. Dagegen erscheint es unnatiirlich, nur die Aussage zuzulassen, dass die Teilsysteme
eines Ensembles mit der Wahrscheinlichkeit 100% im Zustand |m) sind, d.h. dass der Dichteoperator in der

Standardbasis
. (1 0
p= < 0 0 ) (13.50)

ist. Wenn man hier aber eine solche Aussage iiber das Einzelsystem zulésst, kann man nur schwer die Frage
zuriickweisen, was denn mit dem Einzelsystem im Zustand |m) passiert, wenn man dann S statt S, misst.

Insgesamt kénnen wir feststellen, dass die Ensemble-Interpretation dem Verstédndnis des Messprozesses nicht
niher kommt. Sie verharrt in der ,,shut up and calculate“-Haltung, indem sie den Anwendungsbereich der Quan-
tenmechanik so einzuschrinken versucht, dass schwierig zu deutende Aspekte herausfallen. Diese defensive Stra-
tegie ist aber noch nicht einmal erfolgreich. All dies bedeutet nicht, dass die Beschreibung von Ensembles mittels
des Dichteoperator-Formalismus abzulehnen wére. Sie ist im Gegenteil ein sehr erfolgreicher Teil der Standard-
formulierung. Problematisch ist nur, die Quantenmechanik als ausschlieflich fiir Ensembles sinnvolle Theorie
interpretieren zu wollen.

13.5 Kopenhagener Deutung

Wiéhrend geméfl der Minimalinterpretation die Quantenmechanik makroskopische Messapparaturen beschreibt,
bezieht sie sich nach der Ensemble-Interpretation immerhin auf mikroskopische Quantensysteme, aber nur als
Ensemble. Erst die Kopenhagener Deutung nach Niels Bohr und Werner Heisenberg geht davon aus, dass die
Quantenmechanik wirklich einzelne Quantensysteme beschreibt. Sie sieht dariiber hinaus die Quantenmechanik
als wvollstindig an.
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Die Kopenhagener Deutung galt fiir lange Zeit als Standardinterpretation und wird in Lehrbiichern oft immer
noch so dargestellt. Allerdings wird nicht immer dasselbe gemeint, wenn von der Kopenhagener Deutung die
Rede ist. Schon Bohr und Heisenberg haben nicht dieselben Standpunkte vertreten. Aulerdem blieb v.a. Bohr
recht vage in seiner Interpretation. Heisenbergs Sichtweise wird oft als Kopenhagener Deutung im engeren Sinne
angesehen, nicht zuletzt, weil Heisenberg selbst diese Bezeichnung in einem Artikel von 1959 (,,Die Kopenhagener
Deutung der Quantentheorie“) eingefiihrt hat.

13.5.1 Bohrs Interpretation
Niels Bohr vertrat drei Thesen:

e Bei der Messung existiert notwendig eine Verkniipfung zwischen dem Quantensystem und der Messappara-
tur.

e Experimente, insbesondere der Aufbau von Messapparaturen, miissen in der Sprache der klassischen Physik
beschrieben werden.

e Komplementaritit: Verschiedene Beschreibungen der Realitéit konnen jeweils fiir sich korrekt, aber unverein-
bar sein. Zum Beispiel kann man einem Quantensysteme scharfe Werte von einer von zwei unvertréglichen
Observablen zuschreiben, aber nicht beiden gleichzeitig. Die Welle-Teilchen-Dualitét ist auch von dieser Art
— sie beruht ja auf der Unvertriglichkeit von Ort und Impuls.

Damit ist laut Bohr das Quantensystem zwar real, aber es ist nicht unabhéngig von der makroskopischen Ap-
paratur. Quantensysteme haben Eigenschaften nur bezogen auf die zu ihrer Messung dienende Apparatur, die
klassisch beschrieben wird. Dies legt nahe, dass Quantensysteme vielleicht zwar real existieren, aber ihre (oder
ein Teil ihrer) Eigenschaften erst durch die Kopplung an eine Messapparatur erhalten. Andererseits besteht die
Messapparatur aus Elementarteilchen, die man quantenmechanisch beschreiben mochte. Wenn aber diese Teil-
chen ihre Eigenschaften nicht ohne Bezug auf eine Messapparat haben, ergibt sich die Gefahr einer zirkuléiren
Beschreibung.

Weiter lief3 sich Bohr nicht darauf ein, zu sagen, was beim Messprozess wirklich passiert. Er akzeptierte
jedenfalls nicht den Zustandskollaps als fundamentales Element der Quantenmechanik. Aber es fragt sich, wie dann
bestimmte Messwerte zu Stande kommen. Damit blieben die wesentlichen Fragen der Deutung des Messprozesses
unbeantwortet.

13.5.2 Heisenbergs Interpretation

Werner Heisenberg geht iiber Bohrs vorsichtige Interpretation hinaus und schreibt dem einzelnen Quantensystem
Realitét zu. Insbesondere hat nach Heisenberg ein Quantensystem in einem Eigenzustand [¢)4) eines hermiteschen
Operators A wirklich eine durch den zugehorigen Eigenwert A charakterisierte Eigenschaft. Heisenberg akzeptiert
die Postulate von von Neumann und Born und damit die Existenz zweier unterschiedlicher Dynamiken:

o die deterministische, stetige und reversible unitdire Zeitentwicklung geméf der Schrodinger-Gleichung und
e den indeterministischen, unstetigen und irreversible Kollaps des Zustands bei einer Messung.

Nach Heisenberg beschreibt aber keine der beiden Dynamiken einen realen Prozess in der Welt. Denn er schreibt
zwar Eigenwerten von hermiteschen Operatoren Realitét zu, aber nicht dem Zustandsvektor bzw. der Wellenfunk-
tion. Er deutet den Zustand als Ausdruck der Kenntnis des Beobachters iiber das System: Er schreibt nédmlich
1959 iiber den Zustandskollaps: ,hier handelt es sich um die unstetige Anderung unserer Kenntnis im Moment
der Registrierung.“ Der Zustand hat demnach epistemischen Charakter (er ist Teil der Beschreibung) und nicht
ontologischen (Teil der Welt).

Wegen der Existenz zweier Zeitentwicklungen muss offenbar entschieden werden, wann welche Dynamik statt-
findet.

1. Falls das wesentliche Kriterium ist, ob eine Messung stattfindet, stellt sich die Frage, wann ein Prozess eine
Messung ist. Nimmt man an, dass der Zustand real ist in dem Sinne, dass er zu jedem Zeitpunkt unabhéingig
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von irgendeinem Beobachter ist, kommt man schnell in Schwierigkeiten. Wenn z. B. ein Teilchen ,zuféllig*
durch ein starkes und inhomogenes Magnetfeld fliegt, sagen wir in der Ndhe der Sonne, so wird es abhéingig
von seinem Spin abgelenkt. Die Situation unterscheidet sich physikalisch nicht von einer Stern-Gerlach-
Apparatur. Ist der Vorgang deshalb eine Messung? Wie schwach muss die Inhomogenitét des Feldes und
damit die Ablenkung bei einer Stern-Gerlach-Anordnung im Labor oder in der Natur sein, damit es keine
Messung mehr ist? Falls sie beliebig schwach sein kann, existieren dann iiberhaupt , Nicht-Messungen*?
Doch wohl ja, denn sonst existierte gar keine unitére Zeitentwicklung und die Schrodinger-Gleichung wiire
niemals anwendbar. Falls es andererseits eine Schwelle fiir die Inhomogenitét gibt, unterhalb derer man es
nicht mehr mit Messungen zu tun hat, was bestimmt dann die Schwelle?

Wir schlieflen, dass kein physikalisches Kriterium dafiir existiert, was eine Messung ausmacht. Das stimmt
natiirlich mit dem {iiblichen Verstindnis von Messungen iiberein, das einen Beobachter einschlieft. Aber
der Versuch, die Notwendigkeit eines Beobachters mit einem realen Kollaps zu vereinbaren, fiithrt direkt auf
Wigners These, dass Bewusstsein notwendig ist, um Zusténde zu kollabieren. Wie in 13.2.1 diskutiert, hat
man dann das Problem zu entscheiden, wann ein Beobachter ,,bewusst genug* ist.

. Diese Schwierigkeiten ergeben sich nicht, wenn der Zustand — wie in der Kopenhagener Deutung — als Aus-
druck der Kenntnis eines Beobachters iiber das System interpretiert wird und nicht als Eigenschaft des
Systems. Die unmittelbare Folge ist, dass fiir verschiedene Beobachter dasselbe Quantensystem durch un-
terschiedliche Zustédnde beschrieben werden kann, weil sie unterschiedliche Kenntnis tiber das System haben
(z.B. Wigner und sein Freund). Ein Zustandskollaps zeigt dann einfach an, dass ein Beobachter zusitzliche
Information gewonnen hat. Die Frage, ob Schriodingers Katze einen Zustand kollabieren kann, reduziert
sich auf eine Frage nach den geistigen Fihigkeiten von Katzen und wird irrelevant fiir die Vorhersage und
Interpretation von Quantenexperimenten durch menschliche Beobachter.

Was konnen verschiedene Beobachter iiber dasselbe System ,,wissen*“? Angenommen, zwei Beobachter Alice
und Bob haben dieselbe Kenntnis iiber einen Spin der Lénge 1/2, weil sie beide die Apparatur kennen, die
den Spin prépariert. Sie beschreiben den Spin dann mit demselben Zustand, dieser sei [4) = [¢¥B) = |—).
Nun misst Alice in Abwesenheit von Bob S, und erhilt den Messwert 7/2. Dann wird fiir Alice [p4) = |1).
Aber Bob weiB nichts vom Messergebnis und daher bleibt fiir ihn |1)5) = |—). Als néchstes misst Alice S,
und erhilt den Messwert —//2. Diese Abfolge von Messergebnissen ist im Rahmen der Quantenmechanik
natiirlich erlaubt; sie tritt mit einer Wahrscheinlichkeit von 25% auf. Nun ist [1)4) = [«) und immer noch

|¥p) = |—=). Nun sagen beide Beobachter das Ergebnis einer weiteren Messung von S, vorher:

e Alice: mit 100% Wahrscheinlichkeit —#/2,
e Bob: mit 100% Wahrscheinlichkeit %/2.

Wenn sie nun beide die Messung von S, beobachten, ist das Ergebnis mit Sicherheit im Widerspruch
zur Vorhersage von einem von beiden. Diese Schlussfolgerung bezieht sich auf die Vorhersagekraft der
Quantenmechanik und #ndert sich also nicht, wenn wir annehmen, dass ein wahrer Zustand des Spins
existiert, der bestimmt, was bei der letzten Messung herauskommen kann. Unter der Annahme, dass der
Zustand nur die Kenntnis iiber das System beschreibt, sind die Vorhersagen der Quantenmechanik also
zumindest fiir manche Beobachter falsch.

. Ein physikalisch potentiell besser fassbares Kriterium besteht in der Unterscheidung zwischen Mikro- und
Makrosystemen. Es beinhaltet jedenfalls keinen Bezug zu einem Beobachter und verhindert daher auch
nicht eine realistische Deutung des Zustands. Demnach wiirde die Schréodinger-Gleichung nur mikroskopi-
sche Systeme beschreiben. Makroskopische Systeme wiirden einer anderen (noch zu bestimmenden, aber
vermutlich klassischen) Dynamik gehorchen. Koppelt man ein Mikro- an ein Makrosystem, kollabiert der
Zustand sofort. Das schliefit offensichtlich Messprozesse mit ein, da, nach Bohr, Messapparaturen ja klas-
sisch beschreibbar und damit sicher makroskopisch sein miissen. Messungen werden hier aber nicht mehr
als wesentlich verschieden von anderen Wechselwirkungen mit makroskopischen Systemen betrachtet.

Aber wir haben wieder die Schwierigkeit, dass eine Ja-Nein-Entscheidung von einer (quasi-) kontinuierlichen
Variablen, néamlich der Systemgrdéfle, abhidngen soll. Wie groff muss ein System sein, damit der Zustand
kollabiert? Eine konkret ausgearbeitete Interpretation in dieser Richtung stammt von Ghirardi, Rimini und
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Weber und wird in 13.8.2 kurz besprochen. Dabei wird postuliert, dass die typische Zeit bis zum Kollaps
proportional zur Teilchenzahl in einem System ist. Die Proportionalitéitskonstante wird dann so gewahlt,
dass diese Zeit fiir wenige Teilchen sehr lang, aber fiir 10?® Teilchen sehr kurz ist.

13.6 Dekohirenz

Die von Heisenberg angenommene zweifache Dynamik (unitéir vs. Kollaps) wurde als wesentlicher Mangel der
Kopenhagener Deutung angesehen. Daher gab es verschiedene Versuche, ohne Kollaps auszukommen. Dies war
eine Motivation flir die Entwicklung der Theorie der Dekohdrenz ab 1970. Diese steht konzeptionell eher in
der Tradition der Ensemble-Interpretation und kann, letztlich aus diesem Grund, das Messproblem nicht 16sen.
Wir hatten in 13.4 gesehen, dass bei einer Messung die AuBerdiagonalkomponenten, genannt Kohdrenzen, des
Dichteoperators in der Eigenbasis der gemessenen Observablen auf Null gesetzt werden. Hier geht es um die Frage,
wie dies genau geschieht. Das Ziel ist, dabei ohne expliziten Zustandskollaps auszukommen. Die Zeitentwicklung
des Gesamtsystems soll also immer unitér sein.

Wir betrachten als Beispiel einen Spin der Linge 1/2, an dem S, gemessen wird, so dass als Messwert /i/2
oder —h/2 herauskommen kann. Die Zahl der moglichen Messwerte ist fiir der Argumentation unerheblich. Ein
Messgerit sollte auf jeden Fall eindeutig den richtigen Messwert anzeigen, wenn der Spin schon vorher in einem
der entsprechenden Eigenzusténde |1) oder ||) prépariert wurde. Vor der Messung sei das Messgerit im Aus-
gangszustand | Mp) und vom zu messenden Quantensystem getrennt. Wenn wir nun annehmen, dass die Messung
durch den unitédren Zeitentwicklungsoperator U beschrieben wird, so gilt

U 1) Mo) = [1)]

= [1)|My), (13.51)
U [1)|Mo) = [4)|M,).

) (13.52)

Hier sind |M4) und |M|) makroskopisch verschiedene Zustéinde des Messgerétes, die jeweils den Messwert //2 bzw.
—h/2 anzeigen. Aber wegen der Linearitit der Schrédinger-Gleichung gilt dann notwendig fiir eine Superposition

My
M,

U (er1) + ey [ 1)) [Mo) = ey 1)[My) + e, [1)| M) (13.53)

Da |M;) und | M) makroskopisch verschieden sind, ist dies ein Schrodinger-Katzen-Zustand. Das ist (scheinbar?)
nicht, was man jemals beobachtet. Mit der Dekohérenz-Theorie méchte man dies ohne Kollaps (Projektionspos-
tulat) verstehen.

Die Losung besteht nicht darin, das Quantensystem und das Messgerit als Teilsysteme anzusehen und die
reduzierten Dichteoperatoren auszurechnen. Wenn wir dies trotzdem tun, erhalten wir

pspin = ler|* D) (M + leg P 1) (4, (13.54)
par = [er [ [My) (My] + ey |? [ M) (M. (13.55)

Aber hier haben wir relevante Information weggeworfen. Denn nichts in Glg. (13.54) und (13.55) verhindert,
dass der Spin im Zustand |1) ist, das Messgerdt aber im Zustand M|, so dass es —h/2 anzeigt. Das schliefit
der Zustand des Gesamtsystems aber aus. Also macht die Beschreibung mittels der reduzierten Dichteoperatoren
falsche Voraussagen und ist daher ungeeignet, um irgendetwas zu verstehen.

Die wesentliche Idee ist nun, das Quantensystem und das Messgerit zusammen nicht als abgeschlossen an-
zunehmen. Stattdessen steht es, so das Argument, immer in Wechselwirkung mit seiner Umgebung, d.h. mit
dem Rest des Universums. Es ist fiir die Argumentation niitzlich, als Gedankenexperiment anzunehmen, dass die
Wechselwirkung zwischen Quantensystem und Messgerét einerseits und der Umgebung andererseits erst zu einem
spéiteren Zeitpunkt nach der Messung eingeschaltet wird (das erinnert stark an Schrédingers Katze!). Dann ist
nach der Messung, aber vor der Kopplung an die Umgebung der Zustand von der Form

@) = (et [1)[My) + ¢ [L)[M))) [Uo). (13.56)
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Der reduzierte Dichteoperator ist dann

pa+m = Spy W) (V]
= (et INIMy) +cp [DIML) (ef (Mr[(T] + ] (ML (L)
= lep* PP ) (M |(H + epe] Y IM) ML+ ey [ MM+ ey )M (M

- ( lerl® - ere] ) (13.57)

et eyl

Das ist natiirlich ein reiner Zustand, weil Quantensystem und Messgerét nicht mit der Umgebung verschrinkt
waren.

Nun werde die Kopplung an die Umgebung eingeschaltet. Durch diese Wechselwirkung &ndert sich die Um-
gebung in unterschiedlicher Weise fiir die beiden Spin-Einstellungen. Wenn wir idealisierend annehmen, dass das
Messergebnis dadurch nicht verfélscht wird (wir kénnen an ein Stern-Gerlach-Experiment denken; das Vorzeichen
der Ablenkung der Teilchen ist vermutlich sehr robust gegeniiber der Wechselwirkung mit der Umgebung), dann
wird der Gesamtzustand schliellich von der Form

(W) = e [NIM)|Uy) + ey [DIM)IU) (13.58)

sein, wo |Up,) nun den Zustand der Umgebung reprisentiert. Die Umgebung ist kein Messgeriit und insbesondere
nicht so konstruiert worden, dass der Zustand der Umgebung eindeutig den Zustand des Quantensystems wider-
spiegelt. Daher ist nicht garantiert, dass |U;) und |U}) orthogonal sind (wir nehmen aber beide als normiert an).
Das miissen wir beachten, wenn wir nun den reduzierten Dichteoperator des aus Quantensystem und Messgerit
bestehenden Teilsystems ausrechnen:

PQ+m = Spy p = Spy [ W) (Y|
=D (unl (er NM)U) + e NIMDIUL) (& (UM + € UML) )

= lep 2 (U] Y lun) (un] 1UR) 1) IM) (M3 (] + e (U] D Tun) (unl [UL) 1)1 (M (L]

T/ T/
ey (UL S L) Can U (1)L (M (1] + ey P (UL S ot Gl [0 W1 [
- =1 - =1
= lerl? 1) M) (M3 (1] + exc (U [UL) 1) M) (ML (U
ey (ULUR) [ IML) (M (] 4 ey [1)10,) (M | (4] (13.59)

wobei {|u,)} eine Orthonormalbasis der Umgebung ist. In der Basis {|1)|M4), |)|M,)} ist dieser Dichteoperator

X et [? ere} (Ur|Uy) )
- ) , 13.60
Pa+u ( Qe U Jeyf? (13.60)

Er ist offenbar nicht diagonal in der Eigenbasis der Messgroie S., weil |U3) und |U}) i. A. nicht orthogonal sind.
Aber dies sind Zustidnde des Restes des Universums, d. h. Zusténde in einem Hilbert-Raum von unendlicher oder
jedenfalls sehr hoher Dimension. Wir erwarten, dass eine unkontrollierte Wechselwirkung fiir die Zusténde |1)| M)
und |])|M}) von Spin und Messapparat den Umgebungszustand in unterschiedlicher Weise zuféllig éndert. Dann
sind |Uy) und |U;) Ergebnisse unabhéngiger Zufallsbhewegungen in einem hochdimensionalen Vektorraum und
daher ist ihr Skalarprodukt sehr klein.

Zur Veranschaulichung: Fiir zwei normierte Zufallsvektoren im R™ ist der Erwartungswert des Quadrates ihres
Skalarproduktes

(@ 0)2 = % (13.61)
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Beweis: Wir konnen das Koordinatensystem so wéhlen, dass die x,,,-Achse, m = 1,...,n parallel zu ¢ ist. Dann
ist

(V- W)? = w2,. (13.62)
Andererseits gilt
dowZ =Y w=T=1 (13.63)
Aber nun ist @ fiir alle m wegen der Isotropie des Raumes gleich. Es folgt
vz =1 (13.64)
™ on
und daraus die Behauptung. O
Wird das Skalarprodukt (U+|U;) Null oder vernachléssigbar, so erhalten wir offensichtlich
- 2 2 s> 0
Patm = [erPIT M) (T Myl + fes [ My (L M= {50 e ) (13.65)

Dieser reduzierte Dichteoperator driickt aus, dass
o das Messgerit entweder h/2 oder —h/2 anzeigt und
e das Messgerit genau den Zustand anzeigt, den der Spin wirklich hat.

Man kann ohne Probleme den Beobachter mit in |M,,) einschlieen und sagen, dass nun der Beobachter entweder
h/2 oder —h/2 abliest und dies dem tatséchlichen Spin-Zustand entspricht.

Die Auflerdiagonalkomponenten (Kohé#renzen) miissen stetig von i. A. grofien Werten mit dem Betrag |cicy ]
in Eq. (13.57) auf Null in der letzten Gleichung abfallen. Diesen Prozess nennt man Dekohdrenz. Die Grundlage
des Arguments ist, dass dies unvermeidbar ist und wegen der riesigen Grofle der Umgebung sehr schnell passiert.
Der Zerfall der Kohéirenzen ist eine unitdire Zeitentwicklung des Gesamtsystems, die aber fiir das Quantensystem
und das Messgerét nicht von einem instantanen Kollaps zu unterscheiden ist.

Diese Interpretation klingt verniinftig. Hier ist aber noch ein Problem verborgen: Der Bezug auf Auflerdia-
gonalkomponenten impliziert eine Basisabhdngigkeit. Der reduzierte Dichteoperator pgim ist i. A. in manchen
Basen diagonal, in anderen aber nicht. (Dies gilt nur dann nicht, wenn der Dichteoperator proportional zum Iden-
titdtsoperator ist.) Aussagen der Quantenmechanik sollten iiblicherweise basisunabhingig sein, was also zeichnet
hier eine Basis aus? Die scheinbar offensichtliche Antwort ist, dass die Eigenbasis der gemessenen Observablen
ausgezeichnet ist, weil das Messgerit eben so konstruiert ist, dass es diese Observable misst und nicht irgendeine
andere. Wir wiirden in unserem Beispiel gern wie folgt argumentieren: Weil der Apparat S. misst und nicht z. B.

Sz, hat der Zustand nach der Messung aber vor der Wechselwirkung mit der Umgebung die Form

et [ Mr) + ¢y [1)[ M) (13.66)

und nicht
e [ ) M) + e [) | M), (13.67)

Hier sind |—), |[«) Eigenzustiinde von S, zu den Eigenwerten +h/2. Aber das ist falsch. Der Zustand in GI.
(13.66) ldsst sich umschreiben als

=)+ 1)

V2
| My) + ¢ [ M) [ My) — ey | M)
V2 V2 '

Dies hat genau dieselbe Form wie Gl. (13.67)! (Das Ergebnis hingt nicht davon ab, dass der Spin-Hilbert-Raum im
Beispiel zweidimensional ist. Man kann jeden Zustand eines zusammengesetzten Systems in Produktzustinde mit

|My) + ¢, (ol o} |M,)

er DIML) + e, [WIML) = e >

— )

+1<)

(13.68)
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einer beliebig gewihlten Basis eines Teilsystems, hier des Spins, entwickeln.) Der verschriankte Zustand von Quan-
tensystem und Messgerét lasst sich auf unendlich viele verschiedene Weisen in eine Summe von Produktzustéinden
zerlegen und zwar unabhéingig davon, was das Messgerét messen soll.

Es gibt aber einen entscheidenden Unterschied zwischen den verschiedenen Zerlegungen desselben Zustandes
in Gl (13.68): |M4) und |M,) sind makroskopisch verschiedene Zusténde des Messgerites, in denen es unter-
schiedliche Messwerte +#/2 fiir S, anzeigt. Dagegen ist

|M_) ~ e[ My) + ¢ [My) (13.69)

nicht ein Zustand eines Messgerites, dass S, misst. Es ist ja immer noch derselbe Apparat. Vielmehr ist |M_,) eine
Superposition der beiden makroskopisch verschiedenen Zusténde fiir unterschiedliche Messwerte von S,. |M_) ist
also ein Schrodinger-Katzen-Zustand. Dekohérenz muss offenbar so stattfinden, dass Schrodinger-Katzen-Zusténde
sehr schnell zerfallen.

Es ist tatséichlich zu erwarten, dass Kohérenzen zwischen makroskopisch verschiedenen Zusténden schnell zer-
fallen. Zur Begriindung kommen wir auf die Diskussion nach Gl. (13.60) zuriick: Die Auflerdiagonalkomponenten
des reduzierten Dichteoperators in der Eigenbasis von SZ, Gl. (13.60), fallen auf Null, wenn die Umgebungs-
zustédnde |U;) und |U}) orthogonal werden. Die unkontrollierte Wechselwirkung der Umgebung mit den makro-
skopisch verschiedenen Zusténden |My) und |M)) erzeugt deutlich unterschiedliche Zufallshewegungen von |Uy)
und |U)) in einem hochdimensionalen Vektorraum und daher wird ihr Skalarprodukt schnell klein. Im Vergleich
zur Diskussion nach Gl. (13.60) ist ein Punkt geschérft worden: Die Dekohédrenz wird durch die makroskopisch
verschiedenen Zustdnde des Messgerites bewirkt. Rechnungen fiir Modelle unterstiitzen die Erwartung, dass
Schrodinger-Katzen-Zusténde schnell dekohérieren.

Zusammengefasst ist die Dekohédrenz-Theorie recht erfolgreich darin, den scheinbaren Zustandskollaps im
Dichteoperator-Formalismus durch eine unitdre Zeitentwicklung unter Einbeziehung der Umgebung zu erkliren.
Dies 16st aber nicht die Aufgabe, den Messprozess auf Basis reiner Zustdnde zu erklaren. Wir erwarten, dass das
Universum in einem reinen Zustand ist und es ist daher relevant zu fragen, was mit diesem bei einem Stern-
Gerlach-Experiment geschieht.

13.7 Kein Kollaps: Viele-Welten-Interpretation

Maudlin hatte das Messproblem als Trilemma formuliert, sieche den Anfang dieses Kapitels: Die Quantenme-
chanik kann nicht gleichzeitig vollstdindig und linear sein und definitive Messwerte ergeben. Nun erscheinen
Vollstandigkeit und Linearitét als natiirliche und wiinschenswerte Eigenschaften der Theorie. Fordert man sie, so
muss die Existenz definitiver Messwerte verletzt sein. In diesem Abschnitt wollen wir die Konsequenzen der An-
nahme untersuchen, dass die unitire Quantenmechanik — ohne Kollaps — eine vollstdndige Beschreibung darstellt.
Die Strategie ist hier also, soweit moglich die Interpretation aus dem Formalismus abzuleiten. Dieses Programm
wurde zunéchst von Hugh Everett II1. (1957) verfolgt.

Wir betrachten als Beispiel wieder eine Stern-Gerlach-Apparatur. Ein Spin-1/2-Teilchen soll auf eine Appara-
tur treffen, die Teilchen entsprechend der z-Komponente ihres Spins nach oben oder unten ablenkt. Wir kénnen
den einlaufenden Zustand schreiben als

et 1)+ el (13.70)

Bei unitérer Zeitentwicklung ist der Zustand nach der Messung dann

[Y) = e |1, 2 = 20) + ¢y 4, 2 = —20), (13.71)

in dem Teilchen mit m = 1,] bei z = +z7 auf dem Schirm auftreffen. Der Beobachter ist nun auch Teil des
Universums und kann (muss?) daher von einer nach Voraussetzung vollstdndigen Theorie mit beschrieben werden
(im Widerspruch zu Wigners ,, Kollaps durch Bewusstsein®!). Nach der Beobachtung sind das Quantensystem und
Beobachterin Alice dann in einem Schrédinger-Katzen-Zustand der Form

[0) = cr |1, A) + e [, Ay). (13.72)
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Diesen Zustand fanden Einstein, Schrédinger, Heisenberg usw. inakzeptabel und versuchten daher, ihn entweder
als blof epistemisch (Teil der Beschreibung, nicht der Realitéit) zu interpretieren oder seinen sehr schnellen Zerfall
zu begriinden.

Everett hat die Superposition dagegen akzeptiert und interpretiert, was sie eigentlich bedeutet. Seine Vorgénger
(z.B. Schrodinger in seiner Diskussion des Katzen-Paradoxons) und auch viele Nachfolger haben argumentiert,
dass wir nie Superpositionen von makroskopisch verschiedenen Zustéinden beobachten und dass daher eine Theo-
rie/Interpretation, die sie vorhersagt, abzulehnen oder durch Kollapsprozesse zu ergéinzen sei. Everett hat dagegen
gezeigt, dass die Standard-Quantenmechanik zwar solche Superpositionen vorhersagt, aber nicht, dass wir sie be-
obachten konnen. Das ist die entscheidende Idee.

| &) beschreibt offenbar die Superposition von einerseits Spin-1 und Alice beobachtet T und andererseits Spin-J
und Alice beobachtet |. Nun ist die Zeitentwicklung linear, d. h. es gilt

[W(8)) = Ult,to) (er |1, Ap(to)) + ey 11y Ay (t0) = e Ult, t0) 1, Ap(to) + ¢, Ult.to) [ Ay(bo)). (1373

Die Zeitentwicklung des Zustandes mit ,,Alice beobachtet 1 ist daher unabhéngig davon, ob er in Superposition
zu einem Zustand mit ,, Alice beobachtet |“ steht oder nicht und wie sich dieser ggf. zeitlich entwickelt. Wegen
der Linearitdt wechselwirken die beiden Vektoren |1, A3+) und |}, A;) nie mehr miteinander. Der Gesamtzustand
| ) enthilt jetzt zwei Instanzen von Alice in makroskopisch unterschiedlichen Zustéinden (beobachten 1 bzw. |),
die jeweils in ihrem Teilzustand gefangen sind.

Fiir Alice, die 1 beobachtet, scheint es so, als ob der einlaufende Zustand zu |1) kollabiert wire. Wir kénnen
annehmen, dass Alice den einlaufenden Zustand kennt, weil sie weif3, durch welchen Prozess er priapariert wurde.
Analog scheint es Alice, die | beobachtet, natiirlich so, als ob der einlaufende Zustand zu |}) kollabiert wére.
Das ist Everetts Losung fiir das Maudlinsche Trilemma: In Wirklichkeit existieren alle {iberhaupt moglichen
Messwerte in Superposition, aber fiir jede Instanz der Beobachterin scheint es so, als ob ein bestimmter Wert
gemessen wurde und der Spin-Zustand in den zugehorigen Eigenzustand kollabiert ist. Der beobachtete Kollaps
ist also nur scheinbar, aber der Anschein ist eine perfekte Taduschung: Fiir Alice ist nicht unterscheidbar, ob
der Zustand kollabiert ist, also nur noch der Teilzustand existiert, in dem sie steckt, oder ob noch die gesamte
Superposition vorhanden ist.

Da nach der Messung eine Superposition von makroskopisch verschiedenen Zusténden vorhanden ist, die nie
mehr miteinander wechselwirken, wird diese Sichtweise als Viele- Welten-Interpretation bezeichnet. Diese Bezeich-
nung stammt nicht von Everett, sondern von DeWitt und Graham (1973). Natiirlich findet eine Aufspaltung in
makroskopisch verschiedene Zustédnde nicht nur bei dezidierten Messungen statt, sondern bei allen Prozessen, die
eben Schrodinger-Katzen-Zustédnde erzeugen. Einige Stédrken der Interpretation sind die folgenden:

1. kein Kollaps, d.h. nur unitére Zeitentwicklung geméfl der Schrodinger-Gleichung,
2. keine Sonderbehandlung von Messungen und daher auch keine Sonderrolle eines Beobachters,
3. keine verborgenen Variablen, zur Quantenmechanik wird nichts hinzugefiigt.

Es gibt auch gewichtige Kritik an der Viele-Welten-Interpretation:

1. Die erste Kritik ergibt sich aus der (philosophischen) Forderung nach Sparsamkeit in der Theoriebildung.
Diese lasst sich so ausdriicken, dass man nicht mehr Entitéiten in die Theorie einfithren sollte, als fiir deren
Abgeschlossenheit und fiir korrekte Vorhersagen erforderlich. In diesem Sinne, so die Kritik, ist die Viele-
Welten-Interpretation extrem verschwenderisch, denn sie behauptet die Existenz von sehr vielen Instanzen
des Universums, die alle bis auf eine aus Prinzip nicht beobachtbar sind. Die Entgegnung ist folgende: Die
Kritik ist nur iiberzeugend, wenn man die rdumliche Struktur des Universums und seinen Gehalt an Teilchen
und Feldern als fundamental ansieht. Sieht man dagegen den Zustandsvektor als fundamental an, so 1duft die
Kritik ins Leere — es gibt nur einen Zustand — und die Viele-Welten-Interpretation ist im Gegenteil sparsamer
als die Kopenhagener Deutung, weil sie die Einfithrung einer zweiten (Kollaps-) Dynamik vermeidet.

2. Eine zweite Kritiklinie betrifft die Mehrdeutigkeit der Zerlegung von |¥) in eine Superposition von Pro-
duktzustdnden. Ein dhnliches Problem tritt auch in der Beschreibung der Dekohérenz auf. Man kann den

198



verschrankten Zustand namlich umschreiben geméf

|U) =cp [T, A1) + e 4, Ay = er [DA) + e [1)]AY)
N bl |—>>—|F>|A>
T \/5 \/§ 4
crlAr) +eiAy) crlAr) — e |Ay)
i T T
— e | =) AL) 4 e [ AL, (13.74)

|As) + ¢y

— )

Hier beschreiben |A_,) und |A.) nicht Alice, die die Spin-Einstellung — bzw. < beobachtet, denn die
Messapparatur kann nur S. messen. Vielmehr sind dies selbst Schrédinger-Katzen-Zustéinde von Alice in
Superposition von ,beobachtet 1“ und ,,beobachtet |“. Daher kann man |A_,) und |A.) nicht als Instanzen
von Alice auffassen und die formal korrekte Form c_, | =2)|A_) +c |«)| A ) des Zustandes beschreibt keine
Aufspaltung in zwei Welten. Wir sehen, dass eine bevorzugte Basis existiert, ndmlich hier die Eigenbasis
von S,. Diese Basisabhéngigkeit erscheint aber unproblematisch, da der Apparat eben so konstruiert ist,
dass er S, misst, und daher in der Lage ist, Alice abhiingig von der z-Komponente in einen Schrédinger-
Katzen-Zustand zu versetzen.

. Der vielleicht schwerwiegendste Einwand bezieht sich auf die Wahrscheinlichkeitsinterpretation. Schon in der
Minimalinterpretation sind die Wahrscheinlichkeiten fiir Messergebnisse durch die Bornsche Regel gegeben.
Im obigen Beispiel liefert diese die Wahrscheinlichkeiten |ct|? und |c|? fiir die Messwerte £//2 bzw. die
Beobachtungen 1 und |. Die Kritiker fordern, dass die Viele-Welten-Interpretation auch erkldren kénnen
muss, wieso Alice den Beobachtungen 1 und | diese (Bornschen) Wahrscheinlichkeiten zuschreiben kann.
Dies erweist sich als schwierig. In der Viele-Welten-Interpretation hat es keinen Sinn, wenn Alice vor der
Messung fragt ,,mit welcher Wahrscheinlichkeit werde ich 1T bzw. | beobachten?“ Dies ist nicht die richtige
Frage, weil ja alle iiberhaupt moglichen Ergebnisse auch eintreten.

Hier ist es wichtig festzustellen, dass der Messprozess fiir irgendeine Instanz von Alice ununterscheidbar
von einem stochastischen Kollaps ist. Alice, die 1 beobachtet, erinnert sich nach der Messung eben daran,
dass sie vor der Messung nicht wusste, was herauskommen wiirde, und dass sie dann 1 beobachtet hat. Da
der Prozess ununterscheidbar von einem Zufallsexperiment ist, ist es im Prinzip sinnvoll, den mdoglichen
Ausgéingen Wahrscheinlichkeiten zuzuschreiben.

Man kann leicht einsehen, dass das Normquadrat (das die Bornschen Wahrscheinlichkeiten fiir Messergeb-
nisse impliziert) ein zuldssiges Wahrscheinlichkeitsmafl darstellt: Es ist per Konstruktion nichtnegativ, es
ergibt 0 (1) fiir ausgeschlossene (sichere) Ausgéinge und es ist fiir orthogonale Zustéinde additiv. Letzteres
gilt, weil aus

[) = |a) 4+ |b) mit {(a]b) =0 (13.75)

folgt
(V[¢) = (ala) + (b]b). (13.76)

Es ist fiir Hilbert-Réume der Dimension drei oder gréfler auch das einzige Wahrscheinlichkeitsmaf}; das nur
vom Zustandsvektor abhéngt. Dies ist der wesentliche Inhalt von Gleasons Theorem (1957), das wir hier nicht
weiter besprechen. Es wurde der Standpunkt vertreten, dass durch die beiden beiden Aussagen (a) ,wegen
der scheinbaren Zufilligkeit von Messergebnissen ist die Zuschreibung von Wahrscheinlichkeiten sinnvoll*
und (b) ,,das Normquadrat und damit die Bornsche Regel liefern das einzige Wahrscheinlichkeitsmaf3“ die
Bornsche Regel {iberzeugend begriindet ist.

Auch in unserer Erinnerung finden wir, dass die Bornsche Regel erfiillt ist. Hier kann man einwenden, dass
die meisten Menschen nicht viele Stern-Gerlach-Experimente tatséchlich durchgefiihrt haben. Wo im All-
tagsleben bemerken wir die Giiltigkeit der Bornschen Regel? Ein Beispiel ist das Sehen: Eine Oberfléche,
die wir sehen, sendet Licht nach dem Huygensschen Prinzip i. A. als auslaufende Kugelwellen aus. Das ist
unabhéngig davon, ob es eine aktive Lichtquelle ist (Stern, Flamme, Glithfaden) oder eine diffus streuende be-
leuchtete Oberfliche. Laser fallen hier natiirlich heraus. Quantenmechanisch kénnen wir diese Kugelwellen in
guter Ndherung als Wellenfunktionen einzelner Photonen beschreiben. Die Photon-Photon-Wechselwirkung
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in Vakuum oder Luft ist sehr schwach, daher ist die Ein-Teilchen-Quantenmechanik ausreichend. Wenn wir
ein Photon mit der Netzhaut registrieren, kollabiert nach der Kopenhagener Deutung diese Wellenfunkti-
on zu einer stark lokalisierten Funktion, i. W. einer Ortseigenfunktion. Dies geschieht nach der Bornschen
Regel mit einer Wahrscheinlichkeit, die zum Betragsquadrat der Wellenfunktion am Ort der Registrierung
proportional ist. Das Betragsquadrat entspricht der Itensitit des Lichtes. Wegen der Erhaltung der Wahr-
scheinlichkeit muss die Intensitit einer Kugelwelle mit dem Abstand 7 von der Quelle wie 1/r2 abfallen.
(Die Wellenfunktion muss also wie 1/r abfallen, vgl. die Einfithrung in die Streutheorie in der Vorlesung
Quantentheorie 2.) Die Quantenmechanik sagt also voraus, dass die beobachtete und auch die objektiv ge-
messene Helligkeit einer Punktquelle proportional zu 1/72 abfillt. Eine signifikante Abweichung davon, also
von der Bornschen Regel, wiirden wir unmittelbar sehen. Eine kleinere, sogar sehr kleine, Abweichung wire
experimentell beobachtet worden. Im Ergebnis haben wir also sehr oft die Giiltigkeit der Bornschen Regel
iiberpriift.

Nach der Viele-Welten-Interpretation existieren aber Instanzen von uns, die jede iiberhaupt mogliche Abfolge
von Beobachtungen gemacht haben. Das enthélt zahlreiche vollig unplausible Situationen, z. B. Beobachter,
die konsistent weiter entfernte Objekte als heller als ndhere Objekte wahrnehmen. Diese tragen in der
Superposition eine extrem kleine Amplitude, aber eben nicht Null. Es stellt sich also die Frage, wieso
wir nicht solche Beobachter sind, die sich an ganz merkwiirdige Beobachtungen erinnern. Man wiirde gern
antworten, dass die Entscheidung, welche Instanz von uns wir sind, eine zuféllige Auswahl, gewichtet mit dem
Amplitudenquadrat, ist. Dann ist unsere Erinnerung zwar mit hoher Wahrscheinlichkeit mit der Bornschen
Regel vereinbar, aber das Problem wurde nur verlagert: Wir miissen erklédren, wieso die richtigen Gewichte
denn die Amplitudenquadrate sind.

Was bedeuten die Wahrscheinlichkeiten, wenn alle moglichen Ausgéinge auftreten? Wieso scheint es fiir uns
als Beobachter so, als ob Messergebnisse mit hoher Wahrscheinlichkeit der Bornschen Regel gehorchen?
Was man gern zeigen wiirde ist, dass aus dem Formalismus der Standard-Quantenmechanik nicht nur die
Beobachtung scheinbar zufilliger Messergebnisse folgt, sondern auch ihre fast immer beobachtete relative
Hiufigkeit. Vermutlich dquivalent dazu mochte man zeigen, dass es fiir uns verniinftig ist, auf den Ausgang
von Messungen Wetten abzuschlieffen und dabei von den Wahrscheinlichkeiten nach Born auszugehen.

13.8 Weitere Interpretationen

In diesem Abschnitt erwihnen wir sehr knapp noch zwei weitere Interpretationen, nidmlich die Idee der
Fiihrungswellen und den realistischen Kollaps von Ghirardi, Rimini und Weber. Diese beiden Interpretationen
zeichnen den Ortsraum aus, haben aber sonst nicht viel miteinander gemein.

13.8.1 De Broglie-Bohm-Fiihrungswellen

De Broglie (1927) und unabhéingig davon Bohm (1952) haben ein Interpretation der Quantenmechanik vorge-
schlagen, in der neben der Wellenfunktion auch die klassisch gedachten Trajektorien von Teilchen auftreten. Wir
betrachten hier der Einfachheit halber ein System aus N Teilchen gleicher Art, insbesondere mit gleichen Massen.
Seine Dynamik wird beschrieben durch einerseits die Schrodinger-Gleichung

SOV W NP

ot 7%1.:1 Tx?‘FV(‘Tl,...,ng)\IJ (1377)

fiir die Wellenfunktion ¥ (z1q,...,23n,t) und die Fihrungsgleichung fiir die Teilchen,

= 13.78
dt m 0x; ( )

mit der Phase der Wellenfunktion, S(x1,...,z3n,t), die definiert ist iiber
U(zy,...,23N,t) = R(x1,...,23N,t) €xp (;L S(xy,. .. ,ng,t)> . (13.79)
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Wir sehen, dass S die Rolle der Wirkung fiir die klassische Bewegung der Teilchen spielt: Die kanonischen Impulse

sind geméf 4.3.2 gegeben durch
oS

Gleichung (13.78) ist also einfach die Beziehung v; = p;/m fiir nichtrelativistische Teilchen. Die Bewegung der
Teilchen wird also von der Wellenfunktion determiniert, daher die Bezeichnung Fihrungswelle. Die Interpreta-
tion wird manchmal als Beispiel fiir eine Theorie mit verborgenen Variablen angefiihrt, wobei die Teilchenorte
diese Variablen seien. Aber diese Orte sind von vollig anderem Charakter als die verborgenen Variablen im Sinne
von Einstein et al. oder Bell. Bei de Broglie und Bohm wird die Zeitentwicklung des Zustands allein durch die
Schrodinger-Gleichung fiir ¥ beschrieben, die insbesondere nicht von den Teilchenorten abhéngt. Der Zustands-
vektor ¥ determiniert dann die Bewegung der Teilchen.

Die Orte der Teilchen mégen nun einer gewissen Verteilung p(x1,...,z3n,t) im Konfigurationsraum R3V
gehorchen — damit ist man notwendig bei einer statistischen Deutung. Dann kann man folgendes zeigen: Wenn
zu einem Zeitpunkt to gilt p = |¥|2, so gilt diese Identitiit fiir alle Zeiten, insbesondere fiir alle t > ty. Dann
erhédlt man fiir alle Observablen, die von den Orten der Teilchen abhingen — das schliefit auch Impulse ein,
die sich aus p; = mdx;/dt ergeben, und damit kinetische Energien — dieselben Ergebnisse aus den klassischen
Trajektorien x;(¢) wie aus der Standard-Quantenmechanik. Die De Broglie-Bohm-Fiihrungswellen-Theorie macht
also dieselben Voraussagen wie die Standard-Quantenmechanik. Man kann nicht experimentell zwischen den
beiden unterscheiden und es geht insofern ,nur“ um Interpretation.

Die wesentliche Voraussetzung fiir die Aquivalenz der Beschreibung ist, dass wirklich zu einem Zeitpunkt
p = |¥|? gilt. Dies nennt man die Quantengleichgewichtshypothese. Sie wirkt ad hoc und es stellt sich die Frage,
wie sie begriindet werden kann.

Weitere Kritikpunkte sollen kurz genannt werden: Die De Broglie-Bohm-Interpretation ist nicht sparsam, da
sie dieselbe Vorhersagekraft wie die Standard-Quantenmechanik hat, aber als zusiitzliche Entitidten die Teilchen
und ihre Trajektorien enthilt. Sie beschreibt in der urspriinglichen Form nur Bewegung im Raum und der Spin
der Teilchen findet daher keinen natiirlichen Platz. Die relativistische Formulierung erweist sich ebenfalls als
schwierig — vermutlich mit dem vorigen Punkt zusammenhéngend, weil der Spin (von Fermionen) durch die
relativistische Quantentheorie erzwungen wird. Und schliefflich: Die de Broglie-Bohm-Interpretation steht in der
Tradition der Ensemble-Interpretation, da sie von der Verteilungsfunktion p der Teilchenorte spricht, und hat
dieselben Schwierigkeiten wie diese, Einzelprozesse zu verstehen.

(13.80)

13.8.2 GRW-Interpretation: Realistischer Kollaps

Eine von der Kopenhagener und der Viele-Welten-Interpretation radikal abweichende Sichtweise wurde von Ghi-
rardi, Rimini und Weber (GRW) im Jahr 1986 vertreten: Sie interpretieren den Zustandskollaps nicht als schein-
baren Effekt einer in Wahrheit unitéren Zeitentwicklung und auch nicht als blolen Ausdruck veranderter Kenntnis
eines Beobachters, sondern als real. Nach Ghirardi et al. ist die Zeitentwicklung also wirklich nicht unitér. Statt-
dessen postulieren sie eine Dynamik nah an der Kopenhagener Deutung, aber nun als real verstanden. Fiir ein
System aus N Teilchen postulieren Ghirardi et al. folgende Dynamik:

e Der Zustand entwickelt sich unitar geméfl der Schrodinger-Gleichung, aber
e zu zufilligen Zeiten geht der Zustand eines der Teilchen in ein Gauf-Paket

«

p(7) = (%)3/4 exp (—5 (7 — Fo)z) (13.81)

mit zufillig gewdhltem Zentrum 7 iiber; dies geschieht mit einer Rate (Ubergangswahrscheinlichkeit pro
Zeiteinheit) 1/7 pro Teilchen, fiir N Teilchen ist die Gesamtrate daher N/7.

Der reale Kollaps ist hier also eine stochastische Ergénzung zur unitdren Dynamik. Dafiir werden zwei neue
Naturkonstanten benétigt, ndmlich die Kollapsrate

1
~~107"s (13.82)
-
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und die Breite des Gaufl-Pakets,
o« 10"m. (13.83)

Die Vertreter dieser Idee argumentieren, dass wir aufgrund der Kleinheit von 1/7 fiir mikroskopische Systeme
praktisch nie einen Kollaps beobachten. Die charakteristische Zeit ist sehr lang: 7 ~ 3,2 x 107 Jahre. Fiir ma-
kroskopische Systeme aus von der Gréfenordnung 10%% Teilchen findet hingegen sehr schnell ein Kollaps statt:
7/N =~ 1078s. Da die Teilchen gekoppelt (verschriinkt?) sind, fithrt der Kollaps des Zustandes eines Teilchens
zum Kollaps des Gesamtzustandes.

Der wichtigste Kritikpunkt an der GRW-Interpretation ist, dass sie ad hoc einen Mechanismus und zwei neue
Naturkonstanten einfiihrt, die nur dazu dienen, das Messproblem zu l6sen. Kritisch ist auch, dass sie den Ortsraum
und damit die Ortsdarstellung gegeniiber allen anderen Basen auszeichnet — der Kollaps erfolgt ausdriicklich in ein
GauBl-Paket im Ortsraum. Der Spin von Teilchen wird nicht auf natiirliche Weise beschrieben. Die Gaufl-Pakete
haben (7) = 7y, aber (p) = 0. Sie sind also im Mittel in Ruhe. Dies fiihrt offensichtlich auch zu einem Konflikt
mit dem Relativititsprinzip, also der Aquivalenz von Inertialsystemen, schon bei Newton, nicht erst bei Einstein.
Weiter postulieren Ghirardi et al. die Existenz eines realen Zufalls in den fundamentalen Naturgesetzen. Das ist
schwer zu deuten. Und schliellich wiirden die Vertreter einer Viele-Welten-Interpretation sagen, dass Ghirardi et
al. ein Problem zu 16sen versuchen, das gar nicht existiert, ndamlich dass wir nie makroskopische Superpositionen
beobachten.
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