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Einleitung

Die Vorlesung Fortgeschrittene Quantenmechanik besteht aus drei groflen Teilen. Im ersten
Teil “Nichtrelativistische Teilchenphysik” behandeln wir zunéchst die Beschreibung von
quantenmechanischen Systemen vieler Teilchen mittels der sogenannten 2. Quantisierung.
Als Beispiele dienen uns unter anderem freie Fermionen und Systeme wechselwirkender
Spins. Wir besprechen die Korrelationen und Greenschen Funktionen solcher Teilchen im
Rahmen des “Linear Response”-Formalismus. Dieser Teil der Vorlesung ist auch Grundlage
fiir weiterfithrende Physik, z.B. der Theoretischen Festkérperphysik einschliellich aktueller

Forschung.

Im zweiten Teil der Vorlesung wird die Quantenmechanik einzelner relativistischer Teilchen
besprochen. Nach kurzen Ausziigen aus der speziellen Relativitéitstheorie behandeln wir
dort die Klein-Gordon-Gleichung, welche ein spinloses relativistisches Teilchen beschreibt,
und dann ausfiihrlich die grundlegende Dirac-Gleichung fiir Spin—% Teilchen wie das Elek-
tron. Die Dirac-Gleichung werden wir im freien Fall und fiir das Wasserstoffatom explizit
16sen. Die dann behandelten Symmetrien der Dirac-Gleichung geben wichtige Auskunft

iiber die grundlegenden physikalischen Eigenschaften der Welt.

Im dritten Teil, Quantenfeldtheorie, geht es vor allem um die Beschreibung relativistischer
Vielteilchensysteme, also um die Synthese der ersten beiden Teile der Vorlesung. Dazu be-
handeln wir zunéchst den dlteren Zugang, die sogenannte kanonische Quantenfeldtheorie
im Lagrange-Formalismus. Wir besprechen ausfiihrlich den einfachsten Fall, die 2. Quanti-
sierung der Klein-Gordon-Gleichung, und in kiirzerer Form diejenige der Dirac-Gleichung
und der elektromagnetischen Strahlung. Als Synthese ergibt sich schliellich die Quanten-
elektrodynamik.

Der alternative, modernere Zugang zur Vielteilchenphysik iiber Pfadintegrale bildet den
Abschluf$ der Vorlesung. Wir werden sehen, daf} alle bisher behandelten Teilgebiete, von der
nichtrelativistischen Einteilchen-Quantenmechanik bis zur relativistischen Vielteilchenphy-

sik, und sogar einschliefflich der statistischen Physik, hier in einem gemeinsamen Formalis-
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mus anschaulich behandelt werden kénnen. Dieser Pfadintegralzugang ist auch Grundlage
eines groflen Teils der aktuellen physikalischen Forschung sowohl in der Festkorper- als

auch in der Elementarteilchenphysik.

In dieser zweistiindigen Vorlesung konnen viele Teile dieser sehr umfangreichen Gebiete nur
sehr knapp besprochen werden. Andere sehr interessante Physik wird nur kurz erwéhnt oder
musste ganz wegfallen. Fiir weiterfiihrende Studien folgt daher hier eine Auswahl aus der

Literatur.

Empfohlene Literatur:

e Schwabl: Quantenmechanik fiir Fortgeschrittene (Fiir Teile I, 1T, IIT)

e Nolting: Grundkurs Theoretische Physik, Teil 7: Viel-Teilchen-Theorie (Fiir Teil I)
e Negele, Orland: Quantum Many Particle Physics (Fiir Teile I, IIT (Festkorper))

e Messiah: Quantenmechanik 2. (Fiir Teil II)

e Strange: Relativistic Quantum Mechanics (Fiir Teile II, IIT (Festkorper) )

e Ramond: Field Theory, A Modern Primer (Fir Teil III)

e Kaku: Quantum Field Theory (Fiir Teile II, III)

e Ryder: Quantum Field Theory (Fiir Teile II, IIT)

e Itzykson, Zuber: Quantum Field Theory (Klassiker. Fiir Teile II, III)
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Kapitel 1

Zweite Quantisierung

In der Quantenmechanik I wurde die Physik eines einzelnen Teilchens behandelt. Im all-
gemeinen mochte man aber gleichzeitig viele miteinander wechselwirkende Teilchen be-
trachten. Wir werden dazu nun die Quantenmechanik auf die Beschreibung vieler Teil-
chen verallgemeinern. Der Formalismus dafiir ist die sogenannte zweite Quantisierung. Sie
beriicksichtigt insbesondere die Symmetrie der Wellenfunktion von identischen Teilchen,

z.B. Elektronen, Photonen, identischen Atomen.

Der Name “2. Quantisierung” ist etwas irrefithrend. Im wesentlichen geht es um die geeig-
nete Symmetrisierung und Umnumerierung des Vielteilchen-Zustandsraumes. Dabei stellt
sich eine Beschreibung mittels Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren als giinstig heraus,
dghnlich denjenigen des harmonischen Oszillators, wobei hier nun formal Teilchen erzeugt
oder vernichtet werden. Man gelangt so zur sogenannten Besetzungszahldarstellung. Andere
Formulierungen, z.B. iiber Pfadintegrale, werden wir gegen Ende der Vorlesung kennenler-
nen. Eine erste Einfithrung zum Thema finden Sie auch in der Vorlesung QM I, Kapitel 7:
“Identische Teilchen”.

Die 2. Quantisierung ist Grundlage fiir weiterfiihrende Physik, wie zum Beispiel der Theo-

retischen Festkorperphysik einschliellich aktueller Forschungegebiete.

Wir werden in diesem Kapitel zundchst Basiszustdnde von Vielteilchensystemen aufbauen,
und dabei zur Besetzungszahldarstellung gelangen. In dieser werden wir dann auch die

wichtigsten Operatoren im Vielteilchenraum konstruieren.
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1.1 Unterscheidbare Teilchen

Zunéchst betrachten wir ein System von unterscheidbaren quantenmechanischen Teilchen,

die wir zusammen beschreiben wollen.

e Die Teilchen seien numeriert: 1,2,... V.

Die Numerierung wird einmal vorgegeben und bleibt dann fest.

()

(o)
1—FEin Teilchen ’

sei der Hilbertraum des Teilchens «, mit einer Basis [i)

wie in der QM I kennengelernt. Die Basis besteht wie gewohnt aus Eigenzusténden
eines vollstéandigen Systems von Observablen. Der (Multi-)Index ‘4" steht dabei fir

alle Quantenzahlen, z.B. fiir Ort und Spin.
Die Basis sei orthonormiert: @i | 7)) = &;; (oder = §(i — 7))
und vollstéandig: S @) (| =1

o Der N-Teilchen-Hilbertraum ist das Produkt

(N)—Teilchen N

_ (1) (2) o ...
Hy=H;"®@H{" & ® H1 —Fin Teilchen

mit der Basis .
|2'1>(1) |2~2>(2) L |iN)(N) ~Teilchen N - Jiriy.. i)

In dieser Notation erfolgt die
Teilchennumerierung durch die
Position im Ket-Vektor.

Der Ausdruck |iy) steht weiterhin fiir ein Teilchen im Zustand “iy”.

e Ein allgemeiner Zustand wird durch Entwicklung nach obiger Basis beschrieben:

|1/1> = Z Ciy..in |i1 e iN>

1. AN

e Die Schrodinger-Gleichung lautet wie gewohnt ih% ) = H )
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1.2 Identische Teilchen

Wir beschreiben nun ein System von identischen quantenmechanischen Teilchen, z.B. Elek-
tronen, Photonen oder Atome gleicher Art. Wir werden sehen, dafl wir dazu die Vielteilchen-
Wellenfunktion geeignet symmetrisieren miissen. Fiir Bosonen wird sie total symmetrisch

unter Teilchenvertauschung sein, und fiir Fermionen total antisymmetrisch.

e Def. Identische Teilchen: Teilchen, die unter gleichen Bedingungen durch keine Mes-

sung voneinander unterschieden werden kénnen.

e Weil identische Teilchen, die miteinander wechselwirken, quantenmechanisch ununterscheidbar

sind, gilt

Die Vertauschung von identischen Teilchen hat keine beobachtbaren Konsequenzen! ‘

e Def. Transpositionsoperator pagi vertauscht Quantenzahlen der Teilchen o und /3

Poglivia.. . d...ig...) = |ixig...ig. . iq...)

Der Zustand i enthélt Information iiber den Platz ¥ des Teilchens; also vertauschen

hier die Teilchen o und 3 auch ihre Pléatze.

( Achtung: Hier werden die Teilchen noch als numeriert behandelt!)

e Vertauschung ist unbeobachtbar =- Zustand &ndert sich nur um eine Phase
Papltp) = € |¢)

Zweifache Vertauschung fithrt wieder zum Ausgangszustand zuriick:

Pgﬂ:n = =1 = Pglv) ==

Anmerkung: In zwei Dimensionen kann man Teilchen auf verschiedene Weisen ver-
tauschen, wenn ein weiteres Objekt “y” existiert. “p2 = 17 gilt dann nicht.
Konsequenz ist u.a. der “Fraktionale Quanten-Hall-Effekt”. (s.a. QM I, Kapitel

iiber Anyonen)
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e Bei N Teilchen gibt es N! mogliche Vertauschungen pag, die a priori verschiedene

Eigenwerte +1 haben konnten.

o Es zeigt sich experimentell, dafi (bis auf Anyonen in zwei Dimensionen) nur zwei

Arten von ununterscheidbaren Teilchen beobachtet werden:

Bosonen: PsY) = + ) Yo, 5 : total symmetrisch
Fermionen: Ps |0) = — ) Va, B :total antisymmetrisch

e Im Rahmen der Quantenfeldtheorie (QFT) kann man unter sehr allgemeinen Annah-

men (Lokalitét, Kausalitat, Lorentzinvarianz) das “ Spin-Statistik-Theorem” zeigen:

Teilchen mit ganzzahligem Spin sind Bosonen (z.B. Photon, Phonon, Graviton .. .)

Teilchen mit halbzahligen Spin sind Fermionen (z.B. Elektronen, Quarks, ...)

1.2.1 Teilchen-Ununterscheidbarkeit: Konsequenzen fiir Opera-

toren

Im Raum der total (anti-)symmetrischen Zusténde |1)),

Plp), = ely),, e==+1 (Index af bei P,z weggelassen)

gilt fiir beliebige Operatoren A:
AP PIAPI), = (Po|A|Py) = e Al Al),

6/

e Im Falle von Fermion—Fermion- und Boson-Boson-Matrixelementen gilt € = ¢/,

A ~

und daher dann fiir beliebige Operatoren A: | PTAP = A |
Analog: (¢l PHY)y = e (p )y =€ o |¥)o = (ol Pl¥), = P =Pl
Fiir A =1 folgt | Pf = P! | und damit AP = PA, d.h.| [A,P]=0 |.

e Fiir unter Teilchenvertauschung symmetrische Operatoren O

gilt per Definition PO = OP < [0, P] = 0, und damit immer PTOP = O.

e Insbesondere ist der Hamiltonoperator eines Vielteilchensystems unter Teilchenver-

tauschung symmetrisch. Also gilt

[H,P] =0 = die Symmetrie eines Vielteilchenzustandes ist zeitlich konstant.
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1.2.2 Konstruktion total (anti-)symmetrischer Zustéinde

Permutationsoperator :
Porag.an 1102 In) = |iaylag - -lay)
wobei ajas . ..ay eine Permutation der Zahlen 1,2, ... N ist.

Symmetrisierungsoperator : Summiert iiber alle Permutationen, symmetrisch bzw. an-

tisymmetrisch:

. 1
Si = ﬁ;(

wobei |P| die Anzahl der Transpositionen ist, aus denen sich die Permutation P

+1)PIp

zusammensetzt.
Beispiel fiir N = 2:
S, ivis) = % (liria) + ligi))
8 Jinia) = — (livia) — |inir))

V2
Dieses Beispiel haben wir in der QM I schon kennengelernt !

Figenschaften:

1): ]5a Si = =+ S’i weil P x Permutation = andere Permutation
B
(Das Vorzeichen sieht man leicht am Beispiel N = 2).
g+ Paﬁ = g+ dto.

~ ~

S_ ]5&5 = —5_ weil die zusétzl. Transpos. ]5&5 alle Vorzeichen umkehrt

1 A ]_ Jay
— N =) ps = —N78
VN ;( s \/N!; *

=(+D)IPISy e —
=+

(2): $2=+N!'Sy ,denn 52 =

1.2.3 Normierte total (anti-)symmetrische Basis-Zustéinde

Wir konstruieren nun zunéchst eine mogliche Schreibweise fiir die benotigten Basiszustédnde
des Vielteilchensystems. Dies ist ein Zwischenschritt. Die gebrauchlichere Schreibweise er-

folgt iiber Besetzungszahlen im néichsten Unterkapitel.

8
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Bosonen: Basiszustande |ij .. .iy) ‘= ¢y Sy |iy...in) : total symmetrisch

()
cy: Normierungskonstante

e Normierung:

1L iy i i)
= ‘C+’2m<zl P(Zl Z]\M)(Z,]S ’7/1 ZN>>
Hlp ’

— e | lir. . iy (Z P |¢1...¢N>)
P
= |C+|QZP: (in [ip1)(i2 [ip2) ... (in | ipn)

52‘171'731

Es ergibt sich genau dann ein Beitrag, wenn iy ...in) = |ip1 ... ipN).

e Beachte: Mehrere Teilchen konnen in demselben Quantenzustand sein. Wenn der

(Einteilchen-) Zustand i n;-mal vorkommt (n;: “Besetzungszahl” fiir Zustand

i), erhdlt man (n,!) Beitrdge von ) .

e Wir numerieren nun die Einteilchenzustinde, d. h. die Werte der i,
mit Zahlen i = 1,2,... (endliche oder unendliche Anzahl).
Wir betrachten zunéchst den Fall, dafi diese Werte i diskret sind. Der kontinu-

ierliche Fall ergibt sich weiter unten durch Basistransformation.

= 1;|C+|2 H n;!

i=1,2,...

= Normierter total symmetrischer Basiszustand von N Teilchen:
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Fermionen: Total antisymmetrische Basiszusténde fiir N Teilchen: |i; .. .14 N>(_) =c S |ig ..

Dies kann man auch als Determinante schreiben (Slater-Determinante)

|i1>(1) ’i2>(1) |iN>(1)
1 1)) i)y - lin)g
o C_m : : o

i)y T2y - lin)

e Diese Determinante verschwindet immer, wenn zwei der i, gleich sind
= Jeder Einteilchenzustand ¢ kann wegen der Antisymmetrie hochstens einmal

vorkommen. Also gilt n; = 0 oder 1 (Pauli-Prinzip)

e Normierung:

! 1 . . o . ’
1= |c_|2m (Z P (21...ZN|> (Z P |21...ZN>> (=1)/Pl(=1)P!
P! P
Beitrag nur bei P/ =P = Vorzeichen fallen weg

1
= ez D 1=le-?
TP

Also ist ¢ = 1 wahlbar.

e Wegen 0! = 1! = 1 gilt bei Fermionen immer n;! = 1. Daher kann man die Basis-

zustédnde von Bosonen und Fermionen in einer gemeinsamen Formel schreiben:

Normierte total (anti-)symmetrischer Basiszustinde von N Teilchen

(Fermionen bzw. Bosonen)

o 1 A
‘Zl"'ZN>(i) = WSihln.w\ﬁ

e Diese Zustéinde spannen den Hilbertraum H3; von N Teilchen auf.

e Um das Vorzeichen der Fermion-Basiszustinde festzulegen, mufl man eine (be-
liebige) Reihenfolge i = 1,2, ... der Einteilchenzusténde festlegen und die |i; . . . iy)

in obiger Definition in dieser Reihenfolge anordnen.

10

i)



Kapitel 1. Zweite Quantisierung

1.3 Besetzungszahldarstellung

Hn: Die N-Teilchen Basiszusténde |i; ...4y), mit fester Teilchenzahl N sind wegen der
totalen (Anti-)Symmetrie schon durch die Angabe der Besetzungszahlen ny,no, ...
eindeutig festgelegt, d. h. durch die Multiplizitdt n; der Werte i in iyiy ... 1y.

Daher kann man sie auch als

|n1n2...;N>iE|i12'2...iN>i

schreiben, mit

n; = 0,1 bei Fermionen

n; =0,1,2,... bei Bosonen
=

Diese Zustinde sind orthonormiert
5<n1n2 ce N ‘ nllnIZ S N>e = 5n1,n’15n2,n’2 e
und vollsténdig

Z |ning...; N)__(ning...; N| =1 « 1-Operator im N-Teilchen Hilbertraum
n1,M9,...

(32;ni=N)
Fock-Raum:

Es ist zweckmiBig, Anderungen der Teilchenzahlen zuzulassen und dafiir die direkte
Summe der N-Teilchen Hilbertrdume zu betrachten.

Fock-Raum: H®) = H(()i) @ Hﬁi) ® Héi) -
e Fine Basis fiir den Fock-Raum bilden die Zustiande

|n1,m9,...) , jetzt ohne Einschrénkung an ) . n;

Sie sind orthonormiert:

(nang... [nny...) = Opy o Ongmy -

wobei das Skalarprodukt zwischen Hilbertrdaumen verschiedener Teilchenzahl

natiirlicherweise zu Null definiert wurde, und sie sind vollstindig:

Z lming...), (ning...| = 1 < im Fock-Raum HE)

n1,n2,...

11
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e Wir haben auch den Hilbertraum H(()i) eingeschlossen. Er enthélt nur den einen
Basiszustand |0), mit (0 | 0) = 1, den sogenannten Vakuumzustand (auch Grund-
zustand). Dies ist nicht der Null-Vektor!

1.3.1 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Wir fithren Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ein, die zwischen verschiedenen Teil-
chenzahlen transformieren. Sie entsprechen den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
beim harmonischen Oszillator, und wie dort werden wir sehen, dafl wir den gesamten For-
malismus mit diesen Operatoren und ihren Vertauschungsrelationen auf einfache Weise

aufbauen konnen.

Der Erzeugungsoperator aj. fiir den Einteilchenzustand j (iiblicherweise ohne Hut) ist

definiert iiber

al livip..in), = /g1 |jin.in)| (%)
SN—— N—r
N Teilchen N+1 Teilchen

Er erzeugt ein Teilchen im Zustand |j). Durch wiederholtes Anwenden auf den Vakuum-

zustand |0) erzeugt man die Besetzungszahldarstellung

) = —— (al)"10)

d. h. allgemein

nng...) = ﬁ (CLI)M (CL;)m"' 0) (%)

Bei Fermionen kommt es hier auf die Reihenfolge der a! an ! (« Konvention)

Wir berechnen nun die Wirkung von a} in der Besetzungszahldarstellung. Wir betrachten

Bosonen und Fermionen getrennt.

12
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Bosonen: Da es in Def. () nicht auf die Reihenfolge der i, ankommt, folgt direkt

Plomi)y = Vit 1+ 1)..),

Der Vernichter a; ist als der adjungierte Operator zu aj» definiert. Daher gilt

= Vni+1 (..(n+1). om0y
= \/n;‘l—l 6n§+1,ni

wobei im ersten Schritt a; nach links als Erzeuger angewandt wurde. Da diese Glei-

oompa oo ) g

chung fiir Matrixelemente mit beliebigen Basis-Bra-Vektoren gilt, folgt die Gleichheit
der Ket-Vektoren auf beiden Seiten:

und insbesondere a; |...(n; =0)) = 0.

Dies sind dieselben Relationen wie beim harmonischen Oszillator.

Aus diesen Beziehungen folgen sofort die Vertauschungsrelationen

lai,a;] = [a

lai,al] = 0y

fiir Bosonen (analog zum harmonischen Oszillator)

Beweis: “Nichttrivial” ist lediglich [a;, a]] = a;a] — ala;

Anwenden auf [(n;)), ;:= |...n;...), ergibt
a; Vi + 1 |(ni+ 1)), —alvni (= 1), = (1) [(n)), — i [(na)), = 1:|(na))
([

Fermionen: Aus der Def. (k) folgt

alal livia...)_ = Vny +1vng+1 |rsigiy...)_
= —Vn.+1vns+1 [srigip...)_  wegen der Antisym.

= —aladl |iyiy...)

Also [{al,al} = alal + alal = 0
——1
Weitere Schreibweisen: {af,al} = [af,al], = [af,al]_. .

13
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e Fermion-Erzeuger antikommutieren.

e Insbesondere gilt (ozi)2 =0

Wegen (k) folgt nun

Tlom ) = On0 (=)™

(1)), mit @ o= Y ny

j<i

T
J
muf}; um zur definierenden Darstellung (%) zu gelangen. Das Kronecker-Delta tritt

wobei n; die Zahl der Erzeugungsoperatoren a! ist, mit denen man aj» kommutieren

wegen (a!)? = 0 auf.

Durch Adjungieren und Multiplikation mit |...n}...) ergibt sich fiir den Vernich-

tungsoperator

Durch Einsetzen erhilt man die Vertauschungsrelationen

{ai,a;} = {@I,a;} =0
{ai,al} = 5,

Die Vertauschungsrelationen von Bosonen (¢ = 1) und Fermionen (¢ = —1) kann

man auch zusammenfassen als:

Zur Erinnerung:

1. [a,b]_c = ab— €ba

2. Die Indizes 1, j, . .. stehen jetzt fiir die Werte der Einteilchenquantenzahlen.
Die Teilchennumerierung kommt in der Schreibweise mit Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren nicht mehr vor, wie es bei identischen Teilchen auch sein
sollte !

Notation: Erzeuger und Vernichter bezeichnet man auch oft mit ¢! und ¢;.

14
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1.4 Observable in 2. Quantisierung

Um Observable im Vielteilchenraum auszudriicken, miissen wir die zugehérigen Operatoren
in der Sprache des 2. Quantisierung, also mit Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

schreiben.

Das einfachste Beispiel hierfiir ist der Teilchenzahloperator

wobei n; die Anzahl der Teilchen im Zustand i ist. Diese Operator ist fiir Bosonen und fiir

Fermionen gleichlautend. Der Operator der Gesamtteilchenzahl ist also

N=>

1.4.1 Einteilchen-Operatoren

Wir betrachten zunéchst Operatoren, die sich als Summe von Operatoren der Einteilchen-

Hilbertraume ergeben. Sie haben also generisch die Form
T o= dy + i+ = ) W
Der Index bezeichnet die Nummer des Teilchens, auf das der Operator wirkt.

Beispiele sind neben dem Teilchenzahloperator der Operator der kinetischen Energie f(a) =

A2
Pla)
2m

V(%(q)) , dessen Summanden jeweils nur von einer Einzelkoordinate abhéngen.

und der Operator der potentiellen Energie beziiglich eines dufleren Potentials f(a) =

Wir wollen solche Operatoren nun allgemein mit Hilfe der Matrixelemente der Einteil-
chenoperatoren £, ausdriicken. In der Einteilchenbasis |i) lauten die Matrixelemente
ti; = (i|t|j). Sie sind wegen der Ununterscheidbarkeit der Teilchen unabhingig von der

Teilchennummer «. Daher gilt

ij T~

Wir wollen f(a) durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren darstellen. Die Rechnung
fithren wir nur fiir Bosonen explizit durch. Bei Fermionen mufl man Vorzeichen beachten;

man erhélt schliellich dasselbe Ergebnis.

15
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Wir berechnen die Wirkung von 3 richen (o) 19 (a) (o) (4] @uf [-..7i...n .. .) bei Bosonen.
Wir betrachten den Fall ¢ # j.

. 1
< | a a) ]|> J > §| >(a) (a)<]| +| 162 N> /nlan!"‘

Wenn [j) n;-mal besetzt ist, ergeben sich aus der Summe ) ... genau n; Beitréige (un-
abhiingig von der Permutation in S, ). Wegen 12 (@) (@) [ 1)@ = 1)), wirddabein; um1

verringert und n; um 1 erhoht. Das Ergebnis ist also proportional zu |... (n; +1)...(n; — 1) ..

wobei letzteres aber die Normierung 7 1+1 " 1 = hat.
(ng n;—1)!

_ li’e;rage (ni + D!y/(n; — 1)!
YT R
= Vit lym | (1) (ny—1)..)

= CL;[G]' \nzn])

(it 1) . (i —1)..)

Dasselbe Ergebnis erhélt man fiir + = j und auch fiir Fermionen.

Da rechts ein beliebiger Basis-Ket-Vektor steht, folgt allgemein

> il = ala

Teilchen

Fiir den gesuchten Einteilchen-Operator gilt also in 2. Quantisierung

Y lw = D tidg
« i

Das Ergebnis vereinfacht sich weiter in der Figenbasis,

also der Basis, in der f(a) diagonal ist. Dort gilt

twli) = til) also ty = @] {w ) = 10

und somit |7 = Ztiajai = Ztiﬁi
i i

16
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Kapitel 1. Zweite Quantisierung

Beispiel: |i) seien die Eigenzustéinde des Hamiltonians H, (o) Mit Eigenwerten e;.

Dann gilt H =3, H (@) = >_; € M. Der Hamiltonian zéhlt also die Teilchen im Zustand
1 und gibt jedem die Energie ¢;.

Insbesondere werden wir spéater Systeme von freien Teilchen betrachten. Diese enthalten
nur einen kinetischen Operator, der sich bei Translationsinvarianz im Impulsraum diago-

nalisieren 18t (s. Ubungen).

1.4.2 Zweiteilchen-Operatoren

Zweiteilchen-Operatoren beschreiben Wechselwirkungen zwischen je zwei Teilchen, wie et-

wa die Coulomb-Wechselwirkung. Allgemein:

A 1 A - N

F = 3 E fop analog zu ng to
a#S «
~—~

Teilchen

(Wir nehmen hier den Fall & = (3 aus, da es sich dann um Finteilchenoperatoren handelt.)

62

Beispiel: Coulomb-Wechselwirkung  f,,., = ——
- w1 — @2
Um die Zweiteilchenoperatoren mittels Erzeugern und Vernichtern zu schreiben, schieben

wir nun vier vollstédndige Summen wie >, |4) ) () (7] ein:

n 1 . . . . A
Fo= 2303 1w ) fiadsl f Ikams) ) (K] ) ml

ijk
az B ijkm fijkm

Wir spalten die Summe {iber o und 8 auf, mittels > _z---=> 5 —> ,_5... und

betrachten zunéchst nur den Operator-Anteil, lassen also Zijkm fijkm Weg:

19 (o) (o (|17 m| - ok |j Do () (M
%3: i )\(r)< l l >(5)$)< l ;( (k7)) | >( )(5)( |
—Einteilchen — Operator! B —0k;j a=fB_. .
p J — Einteilchen—Operator
Die auftretenden Summen wie > [y @] = ala; haben wir schon bei den

17
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Einteilchen-Operatoren berechnet.

= a;raka;am — 5kjajam
~——
Ea} [ak, a}]_e am
——
O1j
= eaj»a;akam = aja}amak fiir Bosonen und Fermionen!
Also |B = 1 il flkm) ol af Reihenfolge beachten!
SO = 52 (ij] f|km) a; a} am ai |+ Reihenfolge beachten!
ijkm

Spezialfall Eigenbasis: f sei in der Basis |i) diagonal, d.h., es dndere nicht die Quanten-
zahlen der Teilchen, auf die es wirkt. Es gelte also  (ij| f [km) = 65 0;m f (i, 5)

. 1 o 1 o 1 N
= F = 3 E fi,4) aldjaja; = 3 § fU,5) nany + 2 E:f(“) 7 (R —1)
ij i

i£j
Bei Fermionen verschwindet der letzte Term.

Beispiel: Coulomb-Potential ﬁ in einem diskreten Ortsraum, der Einfachheit hal-

ber ohne Spin. Der zugehorige Zweiteilchenoperator ist im Ortsraum diagonal, denn er
verschiebt keine Teilchen:

62

oy = (@@ f|2layis) = Gur Sy o —yl

1.5 Transformationen zwischen Basissystemen. Feld-

operatoren

Wir behandeln zunéchst die Transformation zwischen verschiedenen Basissystemen im
Vielteilchenraum und benutzen diese dann dazu, Operatoren im kontinuierlichen Orts-

raum, sogenannte Feldoperatoren einzufiihren.

18
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1.5.1 Transformationen zwischen Basissystemen

Gegeben seien zwei (Einteilchen-) Basissysteme {|i)} und {|A)}. Im Einteilchenraum lautet
die Transformation zwischen ihnen |\) = Z |3) (@] |A)

—_———
1

Fiir die Erzeuger und Vernichter gilt nun analog

i = Y(i| N

o = Ylda | O

Beweis:

1. Diese Operatoren erfiillen die korrekten Vertauschungsrelationen.

lax,an]-c = 0 wegen [a;,aj]_c=0; genauso [ai,ag,]_e =0
[CLA,@T\/]% = [@i,(ﬂ.]f& A (GIN) = dw
J
w_/ _/_/

=
J =045 =8/

2. Aus (%) folgt auch sofort @l |0) = 37.(i | A)al [0) = 326 | A) i), = [\), = |y = 1).

Zusammen mit den Vertauschungsrelationen folgt, dafl die ag, ay die korrekten Er-
zeuger und Vernichter in der Basis {|A)} sind.

Waihrend wir bisher vorausgesetzt haben, dafl die Quantenzahlen ¢ diskret sind, kénnen

die Quantenzahlen A jetzt auch kontinuierlich sein !

1.5.2 Feldoperatoren

Wir benutzen dies nun, um nun Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren im kontinuierli-

chen Ortsraum, die sogenannten Feldoperatoren, einzufiihren.

Wir betrachten also die Ortsraumbasis {|x)} , mit (2’ |z) = §(z — ')

(Falls weitere Quantenzahlen wie etwa zum Spin vorhanden sind, bleiben sie untransfor-

miert.)

19
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Die Koeffizienten der Basistransformation sind: (x |i) =: ¢;(x)
= Einteilchen-Wellenfunktion zum Wert 7 der

Quantenzahlen, in der Ortsdarstellung

Def.: “Feldoperatoren” = Erzeuger und Vernichter eines Teilchens am Ort x
Vi) = X9i() of
Y(x) = i) a;

Man beachte: ;(z) ist eine Wellenfunktion (komplexe Zahl), dagegen sind ¢(z), ¥(z)

Operatoren.

Achtung: Der Hut auf 1&(9&), zﬁ(x) wird oft weggelassen. Dann sind diese Operatoren nur

aus dem Zusammenhang von den Wellenfunktionen wie “¢(z)” unterscheidbar!

Die Vertauschungsrelationen lauten wie iiblich, mit d(z — 2’) statt d,,.

1.5.3 Observable ausgedriickt in Feldoperatoren

Allgemein hatten wir schon hergeleitet

Einteilchen-Operator 7 = Z<2|f|j> ala; mit T = Z t(a)
ij Teilchen a
Zweiteilchen-Operator F = = Z (ij| f |[km) af a} A A,
17km
S~
Zustéande

mit P= Y s
a# [
——
Teilchen

Wir wenden diese Gleichungen nun bei den Feldoperatoren an.

20
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Kinetische Energie

) P2 P o
o /dl‘dx (| v |2) YT (2)(z)

Einteilchenpotential

U = ) i =

Teilchenzahldichte 7, = ¢f(2)d(z)

Zweiteilchenoperator:

Fiir den im Ortsraum diagonalen Fall eines Potentials V' (z,z") (kein Teilchentrans-

port), wie z.B. das Coulombpotential, erhalten wir sofort (s. Kap. 1.4.2)

- % / Bz ddy V(z,y) O (2) ¥ () Y () ()

Wir sehen aus obigen Beispielen, dafl man die Vielteilchen-Operatoren T und U in Er-
zeugern und Vernichtern erhélt, indem man “einfach” in den iiblichen Ausdriicken der
Einteilchen-Quantenmechanik die Wellenfunktion (x) durch den Vernichtungsoperator
¢ (x) und ¢*(x) durch ¢ (z) (unter Beachtung der korrekten Reihenfolge) ersetzt !

Dies erinnert an den Ubergang von der klassischen Physik (Funktionen 7', U) zur Einteilchen-
Quantenmechanik (Operatoren T der kinetischen und U ) der potentiellen Energie und mo-
tiviert den Namen “2. Quantisierung” fiir den Ubergang von der Einteilchen- zur Vielteilchen-

Quantenmechanik.

Es gibt also eine formalen Analogie zwischen der Einteilchenphysik mit der Wellenfunktion
Y (z) und ihrem Adjungierten ¢*(z) auf der einen Seite, und der Vielteilchenphysik mit
den Operatoren zﬂ und zﬁT auf der anderen Seite. Die 2. Quantisierung ergibt sich damit

formal auch als
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“Kanonische Quantisierung”: Ersetze 1 durch 1[),

* durch 1ZA)T, und “postuliere” Vertauschungsrela-
tionen fiir ¢ und 1.

1.5.4 Bewegungsgleichung fiir Feldoperatoren

Man kann fiir die Feldoperatoren (z), ¥f(z) auch Bewegungsgleichungen herleiten, die

formal zur Schrodingergleichung analog sind.

Zur Erinnerung: Einteilchen-QM:  (Index (1) an Bra- und Ket-Vektoren)
Schrodingerbild: [o(t)) ;) = e #0! [p(0)),,

= MO0 le)ay = @{p0) et Oy e 0t (0))

O(1> (t) im Heisenbergbild

A

Bewegungsgleichung fiir O(l)(t): ih%O(l)(t) = [O(l)(t), If[(l)]+ihfﬁ <%0A(t)> U

Vielteilchen-QM:
Dieselben Gleichungen gelten fiir die Tensorprodukte der obigen Objekte und die

Vielteilchenoperatoren. Da man H iiber Erzeuger und Vernichter ausdriicken kann,

kann man auch diese Bewegungsgleichungen in Erzeugern und Vernichtern schreiben.

. . 52 . .
Beispiel: SeiH = T = Y Mo fdx’wT(x’)g—Zfo/w(x’)

a 2m
= Bewegungsgleichung fiir Qﬁ(:v)

~

ihob(z) = [(x), H]

H a
T T
= [ W) @) g Audle) — @) Auila) D))
~ ~ N . _ K2
— [ W@ ) - e @)it) )5 A )
o(x—a’)
h? -
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o)
Allgemeiner: Fiir ein Vielteilchensystem mit kinetischer Energie ) I%, potentieller
Energie >, U™ (z,), und diagonaler Zweiteilchenwechselwirkung ergibt sich folgen-
de Bewegungsgleichung fiir den Vernichtungsoperator im Ortsraum (s. z.B. Schwabl

S. 24):

ih O, Tﬁ(l‘) = [Q@(I)J{—I]
N2

Vernichter

_ (__A+U ))M + /dx’ A, t) Vw,a') 1) .

also wieder formal eine Analogie mit der Einteilchenphysik.

1.6 Impulsraum

Translationsinvariante Systeme sind im Impulsraum diagonal, d.h. der Impuls ist eine gute
Quantenzahl. Dies ist ein Beispiel fiir das Noethersche Theorem, das wir sehr viel spéter
besprechen werden. Anwendbar ist dies sowohl im kontinuierlichen Ortsraum, als auch
im diskreten Raum eines Festkorpergitters. Der Operator der kinetischen Energie (aber
nicht der gesamte Hamiltonoperator) ist oft im Impulsraum leicht diagonalisierbar. Als ein

Beispiel dazu werden wir die freien Fermionen besprechen.

1.6.1 Fouriertransformation

Zur Erinnerung zunéchst ein kurzer Uberblick {iber Fouriertransformationen, ohne Kon-

vergenzbetrachtungen. !

Diskrete Fouriertransformation:

Gegeben sei eine (periodische) Funktion f auf N Punkten im Abstand a:
f(z5), Ty = a-j, j mod N = 0,1,2,.... N —1

Dann ist die fouriertransformierte Funktion bei den N Impulsen

ky, = Q—Wn, n mod N = 0,1,2,.... N —1
Na

"'Wir benutzen hier eine symmetrische Normierung von Orts- und Impulsraum, anders als im Buch von
Schwabl.
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gegeben, mit

=

et f(xy)

f(kn) =

Il
=)

J

1
VN
und k, - x; = %’T n - j . Die Umkehrtransformation ist

=

flz;) = et f(ky,) .

1
VN

Sowohl der Ort als auch der Impuls sind nur mit einem Index modulo N relevant,

I
<)

n

konnen also jeweils zyklisch vertauscht werden.

Um die Umkehrbarkeit zu zeigen, benutzt man die endliche geometrische Reihe

, 1 — BN
vV o= )
: 1 -0
J=0
aus der sich
N-1
27 4 (i

2 :61\’]( ) = N ((n-m) mod N), 0
7=0

ergibt.

Kontinuierliche Fouriertransformation auf endlichem Intervall:
Den gemischt kontinuierlich/diskreten Fall erhélt man im Limes N — oo und gleich-

zeitig konstantem L:

Gegeben sei eine periodische Funktion f auf dem Intervall [0, L) (oder z.B. [-£, £)):
f@),  x e [0,L]

Dann ist die Fouriertransformation auf den diskreten Impulsen

2

k, = fn, n = 0,£1,£2,..., 00
gegeben, mit
. 1 L .
k,) = — et f(x),
fe) = 7 [ e )
und k, - + = Zn - . Die Umkehrtransformation ist

L

1 - +iknx
flz) = 7 d e Fky) .

n=—oo

Der Impuls wurde nun symmetrisch um Null gewéhlt.
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Kontinuierliche Fouriertransformation einer nicht-periodischen Funktion:

Gegeben sei eine Funktion f:
fl@), =z €eR

Dann ist die Fouriertransformation auf kontinuierlichen Impulsen £ € R gegeben,
mit

F(k) = \/% /_OO dz =it f(z)

1 > +ikx f
@) = Tz—w/ood’” Fk)

Um die Umkehrbarkeit zu zeigen, benutzt man
1 o

2 ) o

dz et ® =P = §(k—p) .

Die quantenmechanische Notation ist generell f(z) = (z|f) und f(k) = (k| f).

1.6.2 Basistransformation fiir Erzeuger und Vernichter

Wir transformieren nun Erzeuger und Vernichter in den Impulsraum. Allgemein hatten

wir die Basistransformation schon im Abschnitt 1.5.1 hergeleitet. Fiir eine Einteilchenbasis

A) = 30, 1i) (i ) gt
af = Y al (i|\

ay = Za (X ]4)

Hier:  Einteilchenbasis |k) = [ dz |z) (z | k)
v
ﬁolkz
al = fdx\%vei’m Ot (x)
=
w = [ ke i) |

im Falle eines kontinuierlichen Ortsraumes endlicher Ausdehnung, also eines diskreten
Impulsraumes. Wie schon gezeigt, bleiben die iiblichen Vertauschungsrelationen wie

lag, CLL]_E = Oy erhalten.
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1.6.3 Vielteilchenoperatoren im Impulsraum

Die Teilchendichte ist im Ortsraum diagonal, nicht aber im Impulsraum (!):

@) = D) = 35 e alay

kE’

Der Operator der Gesamtteilchenzahl dagegen sieht im Impulsraum formal gleich aus wie

im Ortsraum:

N = /dx ﬁ(m)z/dx Pla)ph() = > afa = Z A,

k

. J/

gleichg Form

mit dem Teilchenzahloperator im Impulsraum

’ﬁk = CLL Qg

Achtung: Dieser Operator ist nicht dasselbe wie die Fouriertransformation der Dichte n(z) !

Letztere hat keinen géngigen eigenen Namen; sie lautet

v

1 ~ —iqx
(q) = W/dxn(:v)e
_ L ZL‘E 2K =k=0) ot g,
B W/d e

kK’

1
k

Die Kinetische Energie ist im Impulsraum diagonal (bei einem translationsinv. System)

N2 A2
N Pl h?
T = X 5n = Dy Wae = 3Tk da

« Kk N\ — et k A
. 2 k26,
Teilchen 2m kk
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Das Einteilchenpotential U(x): ist i.a. nur im Ortsraum diagonal:

> Us = D (kIUIK) afap

k!
_ Z/dxdx (k) @l 01!} (@' | ) al o
kk! U(w)é(x )
_ Z /dﬂf e—lkx ik’ U( ) akakz’
kk!
U(k k)
’\/_ kk/

Spezialfall: Wenn U (z) nicht vom Ort abhéngt, wie zum Beispiel ein chemisches Potenti-
al, dann ist das Einteilchenpotential einfach U N, also proportional zum Operator der

Gesamtteilchenzahl, und damit diagonal sowohl im Ortsraum als auch im Impulsraum.

Zweiteilchenpotential:  analog.

( 2') nur vom Abstand abhéngt, wie

Im besonders relevanten Fall, dal V(z,2") =
t V(g) = = [ dee ™ V(x):

etwa das Coulombpotential, ergibt sich mi \%

A

oo 1 / dody V(z — ') 91 (x) 1 (y) (y) ()

1 -
= ... = —ZV(q) a;rqa,t_qakap
—_———

k
” Impulserhaltung!
k-q p+q
,,,,,, Vie)
k P
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1.7 Spin

Der Spin o tritt einfach als weitere Quantenzahl auf, zusétzlich zu beispielsweise Ort oder
Impuls, also

JEDI DY
o k o
mit Operatoren, die jetzt &la und az’g etc. lauten.

Die Symmetrisierung / Antisymmetrisierung erfolgt wie immer beziiglich des vollsténdigen
Systems der Quantenzahlen, also hier beziiglich Ort und Spin.

Vertauschungsrelationen:  [a;,, aj,a,] = 0o Oiir

Beispiel Spin—%: Die Pauli-Matrizen bezeichnen wir mit 7

Einteilchen-Spinoperatoren S —hz

NS

Vielteilchen-Spindichteoperator (s. Ubung):

~ N ~
S(z) = > b — ) S
Teilchen a=1

Dieser Operator ist lokal im Ort, und hat bei festem Ort Vertauschungsrelationen
wie die Spin—%—Operatoren der QM I. FEr beschreibt z.B. den Spin von Elektronen
in einem Vielteilchensystem. Wenn die Elektronen sich (in einem approximativen
Hamiltonian) nicht bewegen, kann man damit zu einem effektiven System von vie-
len wechselwirkenden quantenmechanischen Spins mit Wechselwirkungstermen wie

- =

Sy Sy gelangen, einem quantenmechanischen Heisenbergmodell (s. Ubungen).
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1.8 Dichtematrix und endliche Temperatur

Wir haben bisher reine Vielteilchenzusténde [1)) beschrieben. Wie in der Einteilchenquan-
tenmechanik ist es oft niitzlich, auch eine inkohdrente Mischung von Zustdnden zuzulassen.
Dies dient insbesondere der Beschreibung von physikalischen Systemen bei endlicher Tem-

peratur. Genauso wie in der QM I erfolgt die Beschreibung iiber die

Dichtematrix (Operator!): |p = Z D |[Um) (U]

mit Koeflizienten p,, >0, > pm =1,
und beliebigen, auch nichtorthogonalen, aber normierten Zusténden |¢,).

Es gilt wieder

. " 1 : reiner Zustand
trp= 1, trp® =
<1 : gemischter Zustand

Erwartungswerte:

O me 77/}m|0|¢m> - me |¢m d)m|OA|n> = trﬁOA

N.B.:  Wenn man p auf eine orthonormale Basis |n) transformiert,
ZW me | ) (U |0 (1] ann )
P

so erhélt man eine allgemeine Dichtematrix, die in dieser Basis auch nicht-diagonal
sein kann! Sie ist fiir die Beschreibung von Systemen auflerhalb des thermodynami-

schen Gleichgewichts besonders wichtig.

Fiir ein System im Gleichgewicht bei endlicher Temperatur beschreibt die Dichtematrix ein

Ensemble von (in der Spektraldarstellung) Boltzmann-gewichteten Zustéinden:

1 _BE \
) SO Y
¢ Boltzmanngewicht

1 N
p = - e P
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mit dem Normierungsfaktor Z = tr e P = “Zustandssumme” (= trp=1)und
der inversen Temperatur § = kBLT
~ A . A tr Qe P4
= | Thermodynamische Erwartungswerte (O) = trpO = v—T
re”

Im “kanonischen Ensemble” summiert man bei der Spur nur iiber einen Hilbertraum
mit fester Teilchenzahl N.

Im “grof$kanonischen Ensemble” summiert man {iber den gesamten Fockraum; die

Teilchenzahl ist also variabel. Dies beschreibt physikalisch z.B. ein System, das
mit seiner Umgebung Teilchen austauschen kann.

Um eine gewiinschte mittlere Teilchenzahl des betrachteten Systems einzustel-
len, fithrt man das “chemische Potential” p ein und ersetzt in der Spur (im
Zahler und im Nenner der obigen Gleichung) den Hamiltonoperator H durch
H— MN . Dies fiihrt zu einer Umwichtung der Energie fiir verschiedene Teil-
chenzahlen. Die Zeitentwicklung von Zustédnden wird dabei in der Literatur
unterschiedlich behandelt. Wir werden im folgenden weiterhin den Zeitentwick-
it

lungsoperator e~ 7t (ohne uN') benutzen.

Klassisches (nicht quantenmechanisches) System: In der Figenbasis von H , wenn also die

Dichtematrix diagonal ist, kann man H durch seine Eigenwerte E; ersetzen und erhalt
die klassischen Boltzmanngewichte e ® ¥ . Wenn auch die betrachteten Operatoren
in der Eigenbasis alle diagonal sind, so gelangt man zur klassischen statistischen
Mechanik (s. Vorlesungen iiber “statistische Mechanik” und {iber “Phaseniibergéinge

und kritische Phéanomene”).
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1.9 Freie Fermionen

Wie wir schon gesehen haben, ist bei einem translationsinvarianten System der Operator
der kinetischen Energie im Impulsraum diagonal. Systeme freier Teilchen, deren Hamilton-
operator nur den kinetischen Anteil umfaflt, sind also exakt l6sbar und vermitteln wertvolle

Einsicht in das Verhalten von Vielteilchensystemen.

Wir behandeln hier den sehr wichtigen Fall von freien Fermionen. Es stellt sich in der
Festkorperphysik heraus, dal auch viele wechselwirkende Systeme durch effektive Frei-
heitsgrade ( “Quasiteilchen”) beschrieben werden kénnen, die

(1) untereinander nicht wechselwirken ( “Fermi-Gas”), oder

(2) nur schwach wechselwirken und dabei noch eins-zu-eins den nicht-wechselwirkenden

Teilchen entsprechen ( “Fermi-Flissigkeit”).

Der Hamiltonoperator bei freien Teilchen ist diagonal im Impulsraum

~2 2
2 o I 2 o h 2 T
Ho=T = 350 = 225, don
« o bk N—— Py
€k

1.9.1 Grundzustand

Da ng, = a,taakg bei Fermionen nur die Eigenwerte ng, = 0,1 hat, kann jeder Impuls

nur maximal zweifach (Spin T und |) besetzt sein. Im Grundzustand (Zustand niedrigster
Energie) sind deswegen die Zustédnde mit den kleinsten Werten von €, also die untersten

Impulse alle besetzt, bis hinauf zu einem Impuls

hQ
hkp (Fermi-Impuls) mit der Fermi-Energie |ep = 2—/%%
—_— m

In 3 Dimensionen bilden diese Zusténde im Impulsraum eine Kugel, die Fermi-Kugel, und

der Grundzustand lautet
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mit k = 27 <"LL;”, TLLL;, %) = Volumen pro k - Punkt ist Lfgjiz (in d = 3 Dimensionen)

Berechnung des Fermi-Impulses kp (in d=3, mit V = L,L,L.):

4m 1.3 174
Gesamtteilchenzahl N = Z Nhoe = 2- Z 1 ~ 2% = Qk%
ko |k|<kr 4
N
3 _ 2tV 2
= |kp = 3 v 3 n
Dichte
Teilchendichte im Ortsraum:
((z)) = Y {(dol ¥l(2)vu(x) |do)
1 —iz(k—k') T
=TT e ol algova )
o kk 5t
= —anm = n : Die Teilchendichte ist raumlich konstant
V ko

N

Niedrigste Anregung aus dem Grundzustand:
Ein Fermion wird aus der Fermi-Kugel herausgenommen:

kG,

= Erzeugung eines Teilchen-Loch Paares

|¢1> = a“];go'gaklo'l |¢0>

Solche Teilchen-Loch-Paare (i.a. von Quasiteilchen) sind die elementaren Anregungen aus
dem Grundzustand, mittels derer sich die Physik wechselwirkender Systeme in einer Storungs-
theorie oft sehr gut beschreiben lét. Beispiel: In einem Festkérper werden Elektronen

abgeschirmt und treten dadurch als Quasiteilchen mit einer effektiven Masse und einer

effektiven Ladung auf.
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1.9.2 Endliche Temperatur

Bei endlicher Temperatur tragen auch angeregte Zustinde bei. Die groflkanonische Zu-

standssumme kann man im Impulsraum exakt auswerten.

Hamiltonian: H = Z €x Ny (der Einfachheit halber ohne Spin)

Zustandssumme:
Z = tr e PH-N) = Z (w\e‘ﬁ(ﬁ—uﬁ) )
|1) im Fockraum

= Z (ngoTg N, - - - | o™ 2k (k) |MgoTg Mgy - - )
{nq:071}

= Z (o Mgy - - - | H e Plaxmm |Pgogi Mgy - - -)
{nq=0,1} k

— H (e—ﬁ(ek—u)ﬂ + e—ﬁ(sk—u)'l)

k

H 1 + e Alewn ) (Mit Spin tritt jeder Faktor doppelt auf.)
k

Dichteverteilung im Impulsraum:

k=p
(i) tr n, e~ BH—pN) |:Hk;£p (1 + e_ﬁ(ﬁk_”))} (() B e—ﬁ(fk—u))
T e st T TT, (1 + e—Pla—n)
—,3(617—#)
€
T lteflom

[ &

Wir finden die Fermi-Verteilung (Fermi-Dirac-Statistik der Teilchenzahlen).

Sie unterscheidet sich durch die 1 im Nenner von der Maxwell-Statistik, welche man
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bei vollig unabhéngigen Teilchen (ohne besondere Symmetrie) erhélt. Dann fallt (ny)
vom Wert e?(+=min(r)) ays Jangsam ab. Dieser klassische Grenzfall ergibt sich im
Quantensystem bei (e, — ) > 0, was hohen Temperaturen und/oder geringen
Dichten entspricht.

1.9.3 Einteilchen-Korrelationsfunktion (Greensfunktion) bei 7' =

Im néchsten Kapitel werden wir systematisch Korrelationen und Greensfunktionen behan-
deln, mittels derer sich die meisten physikalisch relevanten Observablen ausdriicken lassen.
Als einen exakt losbaren einfachen Fall berechnen wir jetzt die gleichzeitige Einteilchen-

Greensfunktion von freien Fermionen.

Go(z —a') = (o ¥1(x)s(a") [d0)

Dies ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, dafl im Grundzustand die Vernichtung
eines Teilchens bei 2’ und die Erzeugung eines Teilchens bei z wieder |¢g) ergibt, sie

beschreibt also den Transport eines Teilchens von 2’ nach z.

1 —ikz+ik'z’
Go(x—1') = Zve ik S¢0’azgak'a|¢0>

~
= k=k' = flkg — Nk

F —O(kp—k) .
z7(271r)3 J a3k
——
_ l eflk(zfac’)
v E
|| <kp
1 ke 1 S ’
~ 3 / dk 27 / d cos @ e~ Ikl(@=a’)cosd
(2m)3 Jo J-1 |
:eikri_ki—ikr 7 ’!‘:|J?—33/|
1 [k
= 5 / dk k sin kr
2rer Jo
3n sinz — 2 cos 2 .
T
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0.5n =

Die Einteilchenkorrelationsfunktion fillt oszillierend mit der Periode ﬁ ab, also mit dem

Abstand, der durch die Fermi-Verteilung bestimmt ist.

1.9.4 Paarverteilungsfunktion bei Temperatur Null

Wegen der Antisysmmetrie der Gesamtwellenfunktion beeinflufen sich Fermionen auch
ohne weitere Wechselwirkung ! Wir sehen dies hier an der sogenannten Paarverteilungs-
funktion. Wir beginnen mit dem Zustand ), () |¢o) , bei dem ein Teilchen mit Spin o am
Ort r aus dem Grundzustand entfernt wurde. Er ist auf (¢o| ¥§(r) ¢o(r)[¢o) = % nor-
miert, wobei der Faktor 2 davon kommt, daf§ wir nicht iiber den Spin summiert haben.
In diesem Zustand messen wir nun die Wahrscheinlichkeitsdichte g,o(r), ein Teilchen mit
Spin ¢’ im Abstand r vom ersten Teilchen zu finden, indem wir den Erwartungswert des

Teilchendichteoperators 71, (0) = t!,(0) 14 (0) bestimmen
)
nA 2 T ,T_/%
(5) 9oor) = (G0l ) L (00 (0) 0 (r) |60}
= (ol 716 (r)ior(0) [§o) = Goer6°(r) o] ©1(0)20o(0) |0)
= (00| 1o(r)i1e(0) o)  — 0506°(r) {0l 725(0) o)

S

~
Dichte—Dichte—Korrelation

Wir sehen, dal g,/ (r) im Wesentlichen gleich der Dichte-Dichte-Korrelation ist. Wir

miussen nun zwei Falle unterscheiden.
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1. 0 # 0" dgo trégt nicht bei; n, und 7y sind unabhéngig und liefern jeweils
= Joto’ (7’ ) =1

2. 0 =o0’: Mittels Transformation in den Impulsraum 148t sich g auf die oben berech-

nete Einteilchen-Korrelationsfunktion G,(r) zuriickfithren. Man erhélt

(@ ) = () - (@

: 2
= |Goor(r) = 1 — —(sinz — zcosz)”,| z=kpr
2
gGG
1 1
1
0.5 -
| | | |
0 T 2n 3n 4n
0 ! ! ! !
0 T 2 3n 41 z/r kF

Wir sehen, daf§ die Paarverteilungsfunktion im Abstand Null bei Null beginnt und lang-
sam ansteigt, weil die Wahrscheinlichkeit, zwei Fermionen gleichen Spins innerhalb des
Abstandes 1/kp zu finden, gering ist. Dieses sogenannte Korrelationsloch riithrt nur von
der Antisymmetrie der Fermionen her, nicht von Wechselwirkungen ! Zusétzlich sehen wir

wieder Oszillationen mit der charakteristischen Lénge 1/kp.

1.10 Freie Bosonen

Der Hamiltonoperator lautet wie bei freien Fermionen:

R R N2 h2
H =T = Pa  _ Z — k2 aLUa;w . diagonal 1m Impulsraum
2m - 2m ——
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Im Grundzustand sind nun alle Teilchen in demselben Quantenzustand mit niedrigster

Energie, hier bei £ = 0. Bei endlicher Temperatur verlauft die Rechnung analog zu der bei

freien Fermionen:

Zustandssumme:

7 — tre BUH-uN) — Z (1)) o BH=-pN) )

|¢) im Fockraum

[e.e]

= Z (MgoNgu Mgy - - - | H e lermim MgoMgu Mgy - - )

{ng=0} K

_ H i e Plex—n)ny

k nEp=0

1
z = 1;[ 1— e_ﬁ(ek_ﬂ)

Dichteverteilung im Impulsraum:

() = tr 7y e~ BUH—#N) Y ™ 0B, (—)np
e tr e—B(H—uN) o Z{nk} e P2y (ep—p)np
—f (€ —p) N 0o
ng € o
an k — _ log Z e %Nk
D, € P lammns O

nE=>0

2=B(er—1)

Wir finden also die Bose-Einstein-Verteilung

Das chemische Potential mufl bei Bosonen i < ¢ erfiillen, da sonst die Teilchenzahl

divergieren wiirde.

In der Paarverteilungsfunktion findet man beim Abstand Null einen erhéhten Wert. Boso-

nen halten sich also im Gegensatz zu Fermionen bevorzugt am selben Ort auf.

Bose-Einstein-Kondensation: Wir betrachten ein System von freien Bosonen mit fester

inverser Dichte p = V/N. Man kann zeigen, daf} sich unterhalb einer Temperatur

T. =

21 h? < p )2/3
kpm \2.612
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im thermodynamischen Limes V' — oo ein endlicher Anteil

7\ 32
v = (z)

der Bosonen im Grundzustand befindet. Der Grundzustand ist also makroskopisch besetzt.
Dieses von Einstein aufgrund von Berechnungen von Bose vorhergesagt Phdnomen konn-
te in den letzten Jahren an Systemen von Edelgasatomen geringer Dichte experimentell

verifiziert werden.

Ein anderer Mechanismus, der zu einem makroskopischen Anteil von Bosonen im Grundzu-
stand fiihrt, ist derjenige der Suprafluiditit von Helium-4, bei dem die lineare Dispersion
(k) dazu fithrt, da§ (Quasiteilchen-) Anregungen, die die Fliissigkeit abbremsen wiirden,
unterhalb einer kritischen Geschwindigkeit energetisch ungiinstig sind. Bei endlicher Tem-
peratur ist ein makroskopischer Anteil des Heliums im superfluiden Zustand und der Rest
im Normalzustand (“Zwei-Fliissigkeits-Modell”). Der superfluide Anteil geht bei der kriti-
schen Temperatur 7T\ = 2.18 K gegen Null.

Bei der Supraleitung bildet sich aus fermionischen Freiheitsgraden ein Grundzustand bo-
sonischer Cooperpaare, in der Regel mit Spin und Impuls Null. Wenn es einen endlichen
Energiesprung (Gap) zwischen dem Grundzustand und dem ersten angeregten Zustand
(mit einem Paar von fermionischen Quasiteilchen) gibt, dann ist auch bei endlicher Tem-
peratur ein makroskopischer Anteil der Teilchen im Grundzustand. Dariiberhinaus gibt es
speziell bei Helium-3 (fermionisch !) bei etwa 107K einen Ubergang durch Paarbildung
in einen superfluiden Zustand.
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Korrelationen und Greensfunktionen

Die meisten physikalischen Mefigréfien, wie zeitunabhéngige Eigenwerte von Obervablen,
Erwartungswerte (A(t)), und Korrelationen (A(t)B(t')) lassen sich als sogenannte “retar-
dierte Greensfunktionen” darstellen. Greensfunktionen (GF) sind auch essentielles Werk-
zeug fiir viele Naherungsmethoden, insbesondere fiir die Feynmansche Storungstheorie. An
den Polen der Greensfunktionen kann man die Energie und Lebensdauer der schon erwihn-
ten Quasiteilchen ablesen. Wir werden die Greensfunktionen und ihre frequenzabhingi-
gen Eigenschaften systematisch einfiihren. Als Zugang dient uns die “Linear Response”-

Theorie, welche die Antwort eines Systems auf eine kleine &uflere Stérung beschreibt.

Literatur: Die Biicher von Nolting
Schwabl
Mahan (Standardbuch)

u.v.a.m.

Achtung: Die Notation in der Literatur ist uneinheitlich.

2.1 Schroédinger-, Heisenberg- und Dirac-Bild

Als Hilfsmittel behandeln wir zunéchst die verschiedenen Bilder der Quantenmechanik.
Der Formalismus ist vollig gleich wie in QM I, jetzt aber mit Vielteilchen-Zustédnden und

Operatoren.
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2.1.1 Schroédingerbild

Die Zeitabhéngigkeit wird hier von den Zustdnden getragen.

Bewegungsgleichung fiir reine Zusténde |¢s(t)):

ih% ls(t)) = H |ibs(t))

~

Unitérer Zeitentwicklungsoperator Us(t,t') : [Us(t)y = Us(t,to) |¢s(to))

Bewegungsgleichung ist die Schrédingergleichung:

d - .
IFLE Us(t,to) - Ht Us(t,t[))

H;: Hamiltonoperator, eventuell explizit zeitabhéngig

Losung: (von Neumannsche Reihe)

~ 1 t 1 t t1

Us(t,t = 1 — dt1 H, — dt dt.H, H,

S( ) 0) + lh o 144t + (]h)Q /to l/to 2444, LL¢y +
t>t1 2ty > ...

it
ey A Hy

Atl Bt2

mit dem Dysonschen Zeitordnungsoperator T (A;,, By,) =
BtQAtl

Wenn H nicht explizit zeitabhéngig ist:

A

Us(t,tg) = e ntt=tH

Bewegungsgleichung fiir die Dichtematrix:

ih—p = [H,f]

mit der Losung :  |p(t) = Us(t,to) ps(to) Ud(t, to)

t1 > 1o

to > 11
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Erwartungswerte:

(A(t)) =tr p(t) A (allgemein)
= ((t) | A |4(t))  (bei reinen Zustéinden)

2.1.2 Heisenbergbild

Hier ist die Zeitabhingigkeit in den Operatoren enthalten. Das Heisenbergbild ergibt sich

durch unitire Transformation aus dem Schrédingerbild.

Zustand  |yu) = |Us(ty)) = Ul(t.to) [¥s(t))
Operator  Ag(t) = Ul(t, o) As(to) Us(t, to)

Der Zeitentwicklungsoperator Us ist derselbe wie im Schrodingerbild.

Bewegungsgleichung
L d g o Lo
lh,&AH(t) = [AH7 HH} + ih Us(t, to) a AS Us(t, to)

falls Ag explizit zeitabhingig ist

Erwartungswerte: Genauso wie beim Schrédingerbild.

2.1.3 Dirac-Bild = Wechselwirkungsbild (= interaction picture)

Dieses Bild nimmt eine Mittelstellung zwischen Schrodinger- und Heisenberg-Bild ein. Wir

teilen jetzt den Hamiltonoperator auf. Es sei

H=Hy+V,

und Hy nicht explizit zeitabhéngig. H, braucht nicht exakt gelost zu sein. Wir definieren

den Diracschen Zustandsvektor
(1)) = Uj(t.to) [¢s(t)) mit Up(t,tg) = e #7100

Im Fall von V; = 0 erhélt man wieder den Heisenbergschen Zustandsvektor.
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Bei tg sind alle Zusténde gleich:  |¢p(to)) = |Us(to)) = |vn).

Die Zeitabhangigkeit der Zusténde wird jetzt durch V; bestimmt und diejenige der Operatoren
durch Hy :

Operatoren: Ap(t) = en(t=to)Ho g o= (t—to)Ho
genauso: Up(t,te) == Ul(t,to) Us(t, to) Us(t,to)
Zusténde: [Up(t)) = Un(tto) [¢p(te))

Bei fehlender Wechselwirkung sind Dirac- und Heisenbergbild identisch.

Bewegungsgleichungen:
ih%AD(t) = [Ap, Ho] + ih Ul(t,to) (%2@ Un(t, to)
: wie Heisenbergbild, aber mit Hy statt H
B () = V() heo(n)

- wie Schrédingerbild, aber mit VP statt H

V,2(t) ist im Argument “(¢)” iiber Hy zeitabhiingig wie jeder Operator im Diracbild.

Auflerdem kann es iiber den unteren Index ¢ explizit zeitabhéngig sein.

d N

Bewegungsgleichung fiir die Dichte-Matrix: ihEﬁD(t) = [VP(@®), pp(t)]
. | o d o
Achtung: Die Bewegungsgleichung fiir Up: 1hEUD(t, to) = V. (t) Up(t, to)

lautet genauso wie diejenige eines Zustands und hat die Losung

Doltte) = T b0
= 1 - i anVPn) + ...

Diese Gleichung ist der Ausgangspunkt fiir die diagrammatische Stérungstheorie mit-

tels Greenscher Funktionen, in welcher man in Potenzen von VD entwickelt.
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2.2 Linear Response

Wir méchten die Wechselwirkung eines Systems mit einem dufleren Feld (einer “Stérung”)

beschreiben. Sie wird durch “Response-Grofien” beschrieben, z.B.

elektrische Leitfahigkeit
magnetische Suszeptibilitit
Wiérmeleitfahigkeit

Diese Response-Grofien lassen sich in der Theorie der Linear Response ( “Lineare Antwort”)
als sogenannte “retardierte Greensfunktionen” beschreiben. Wie in der Einleitung dieses
Kapitels schon erwéahnt, geben die Greensfunktionen auch Auskunft iiber die Eigenschaften

des ungestorten Systems.

Wir arbeiten im Dirac-Bild.

Hamiltonoperator: H= FIO + f/t mit “Storung” \7t = M\ B

A¢: komplexe Zahl, i. a. zeitabhéngig
B: beliebiger Operator

Es sein nun A ein nicht explizit zeitabhingiger Operator.

Wir méchten die Anderung des Erwartungswertes <fl) aufgrund der Storung V; berechnen.

Ohne Storung:  (A)o = tr (poA) , mit py = oot

tre—B(Ho—pN)

Mit Storung:

~

W) = o (p0A), ) = Tsltto) plto) ULk, to)

Die Storung werde irgendwann eingeschaltet. Wir wihlen ty = “—o0”,
dort sei also keine Stérung vorhanden: p(ty = —o0) = pgo.  [Randbedingung]]
= p(t) = Us(t,—0c0) po Ul(t, —o0)

Setze Us = Uy Up Ug ein (alle bei (¢, —00)), mit Uo(t) — ot

Dirac
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Wir ziehen U ganz nach rechts:

(AYt) = tr UgUp Ul po Uy US UL A
——
Po(t) AP(t): Zeitenwickl. nur mit Hy
= tr Up po(t) U, AP(t)

Benutze nun Up (¢, to) = 1 — i fti dty f/t? + ...

nur bis zur ersten Ordnung in der Stérung: “linear response”

t

tr {(1 — ) po(t) (1 +x) AD(t)} mit z = %/ dt, ﬂ?(tl)

— 00

Q

— ot (ﬁo(t) AD(t)>J + o (poxAD(z)) — (m AD(t))J + oM

(Ayo(t) tr (polz, AP (#)])

Setzen wir nun x mit der Stérung Vi=\B ein, so erhalten wir

= (0 = 5 [ d e (AP0 B o

—0o0

Retardierte Greensfunktion: Die Anderung des Erwartungswertes (“Lineare Antwort”)
A(A)(t) = (A)(t) — (A)o(t) kann man auch als Integral iiber eine Greensfunktion

schreiben :

A 1 o0
A(AY(t) = 7 / dt’ Ay G55 (¢, 1) Dies ist eine “Kubo-Formel”

[e.e]

mit dem Kern (weitere Schreibweisen in der ersten Zeile)

) = ((AP(); BP(E) Vo = —hxas(t,t)

= —i0t—1t) ([A®), B#))o — allesbei r0

0(t —t') stellt die Kausalitét sicher: A(t) wird nur von ¢ < ¢ beeinflufit. Daher kann in der

Kubo-Formel die obere Integrationsgrenze formal unendlich sein.

Es stellt sich als niitzlich heraus, zusétzlich zu dieser Kommutator-Greensfunktion (n =

+1) auch eine Antikommutator-Greensfunktion (n = —1) zu definieren, also allgemein:

Gg' (1) = =i 6(t — ) {[A®t), Bt)]-n)o
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e Wie wir bald zeigen werden, hidngt GG bei nicht zeitabhingigem Hy, nur von der
Zeitdifferenz (t — t') ab.

N.B.: Man kann mit demselben Formalismus auch Félle mit einer groflen Stérung behan-
deln, indem man statt um A = 0 um ein endliches A entwickelt, oder mit anderen
Worten, indem man den groiten Teil der “Stérung” in H, hineinsteckt, das dabei

allerdings zeitabhingig werden kann.

2.3 Beispiele

2.3.1 Magnetische Suszeptibilitit

—

e Wir betrachten ein System von Spins S;

—

e Storung sei ein rdumlich homogenes, zeitlich variables Magnetfeld \;b

- S Ny L Nt
Es koppelt an das magnetische Moment m = ; m; = N XZ: S;
= Stor-Hamiltonian V} = — X\ m-b = — At Z meb”

a=x,Y,z

—
~

e Untersuche z.B. die Gesamt-Magnetisierung M := +(m) (V: Volumen)
Wiéhle das duflere Magnetfeld b parallel zur Magnetisierung. Dann ist die Anderung

der Komponente § der Gesamtmagnetisierung

1 00
AMﬁ(t) = _ﬁ\/ dt/ >\t’ Grjtr; :'g
vmP o, me

- _%Z&:/: dt’ A b ((m?(t) s m(¥) )

e Da das magnetische Moment m zur Summe der Spins proportional ist, ist also allge-

meiner alle rdumliche, zeitliche, und komponentenbezogene Information in der

2 2 R .
Magn. Suszeptibilitiit | xJ*(¢,¢) = —%ggf (82(t) 5 §o(t) )
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enthalten. Sie beschreibt die Reaktion der Spin-Komponente S8 am Platz i auf eine
Anderung der Komponente Se am Platz 7. x ist im Energie- und Impulsraum mittels

Neutronenstreuung experimentell gut mefibar.

Aus der Suszeptibilitit bekommt man z.B. die gesuchte Anderung der Gesamtma-

gnetisierung als
1 o
AMP(t) = — E E / dt’ Ay b ija(t, t)
Ho = —o0
J «

e Spezialfalle:

Die longitudinale Suszeptibilitdt x;7 mifit die Parallelitét der Spins an den Plétzen ¢
und j. Wenn Ferromagnetismus auftritt (“spontane Symmetriebrechung”, siehe Vor-
lesung iiber Phaseniiberginge), dann sind die Spins bei unendlich groBlen Abstinden
parallel ausgerichtet. Die Fouriertransformierte xg* divergiert dann bei q = 0. Im

Falle von Antiferromagnetismus divergiert sie bei q = (7, 7, 7).

Die transversale Suszeptibilitét ij’ zeigt (nach Fouriertransformation vom Zeit- in

den Energie-Raum) Pole bei den Energien der Anregungen des Spinsystems, den

sogenannten Spinwellen oder Magnonen.

Wir sehen an diesen Beispielen, dafl die Responsefunktionen in der Tat Informationen

auch iiber das ungestorte System liefern.

Analog: Elektrische Leitfahigkeit als Reaktion auf ein dufleres elektrisches Feld.

2.3.2 Freie Fermionen

Wir berechnen die retardierte Ein-Elektron (Kommutator-) Greensfunktion G**“ fiir freie
a a

Fermionen direkt anhand der Definition. Diese Funktion ist sehr niitzlich, denn ‘im Ener-

gieraum (s.u.) hat sie Pole bei den Anrequngsenergien €.

Der Hamiltonoperator lautet H = Yok €k a,t ay. Aus den Heisenbergschen Bewegungsglei-

chungen folgt die Zeitabhingigkeit der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

ag(t) = e h %k g al(t) = etnert al .
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ret,+

Einsetzen in die Definition von G ™}
ag (lk

ergibt:

Gt E) = =00 —1) (Jax(t), al()])o

k

= —i0(t 1) e #* ([ay, af])o

Mit ag a,i — aL ar = a aL + a,t ap — 2a,TC ay ergibt sich

G UH(tt) = —ift—t) e et (1= 2(hy))

kA

Wir sehen eine Oszillation mit der Anregungsenergie ¢, die im Energieraum zu einem Pol
wird (s.u.). Wenn man die Greensfunktion stattdessen mit dem Antikommutator berechnet
(s.u.), dann fallt der Faktor (1 — 2(nx)) fort.

2.4 Korrelationsfunktionen

Die Greensfunktionen sind aus Korrelationsfunktionen aufgebaut, wie
AN 1 (4!
Ot t') = (A(t) B(t) >0 — H = Hy: nicht explizit zeitabhingig
= tr po entlot A gmnHot orHot’ B o= Hot
Da die Spur zyklisch ist und gy nur von Hy abhiingt, kann
man den letzten e-Faktor nach vorne ziehen und mit dem

ersten kombinieren
r fo erHo(t=t") A o—pHo(t—t)
= (A(t—1) B(0) )o
= C(t—1t): hingt nur von der Zeitdifferenz ab (wenn Hy zeitunabh.)

I
-+

t

e Korrelationsfunktionen sind mefbar; z.B. ergibt sich der kohérente Anteil des Streu-

querschnitt(s) bei Neutronenstreuung an Atomkernen durch die Dichte-Dichte Kor-

relationsfunktion (siehe unten und z.B. Schwabl, Kap. 4.1).
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2.4.1 Spektraldarstellung in der Zeit

Spektraldarstellung: Darstellung iiber Eigenzusténde |n) von H,

Def.: Als Bausteine aller Greensfunktionen benutzen wir die beiden Korrelationsfunktionen

Gap(t) = (A(t) B(0) )g
= ltlr e P(Ho—uN) orHot j o= yHot 3
Z
! T
[n) (n| [m) {m|

1 i .
= g 2 ¢ B o EE (n) Afm) m] B |n)

Gap(t) == (B(0) A(t) )
_ ltr e—ﬁ(Ho—HN) e—iﬁHot B enHot A
! 7

m) (m| [n) (nl

1 i " .
= g X el Gl A i B

einziger Unterschied: m statt n

2.4.2 Spektraldarstellung in der Energie

Fouriertransformation in der Zeit:  (FT allgemein von der Form \LFV [ dx dt eihe—wt)

; 1 +5 Bt . — f
fo) = ——= / At ) F(E) = fw)

Vorsicht: Wir folgen nun der Konvention von Nolting und definieren f(E) = f(w), also
|E) = |w) und somit (E|E") = hd(E — E’) sowie [dE|E)(E| = hl. Dies unterscheidet
sich von der in QM I benutzten Konvention im Impulsraum, wo wir [p) = -L|k) definiert

Vh
hatten und somit (p[p’) = d(p —p') !
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= Gip(E) = ... /dteé(E+En—Em)t

N J/
-

h2n8(E+En—Em)

AB

GiplE) = YRS ¢ KB (B — (B~ Ey)) (n] Ajm) (m] Bln)

ip(B) = ~_=h) o METN g (B — (B, — By,)) (n] Alm) (m| Bn)

~

Spezialfall: B = AT = (n| A|m) (m|B|n) = | (n| A|m) |?

= G< (w) reell

e )(F-FE,+E,) = E, = E,+FE
— o BEm—puNm)  _  o=B(En—pNp) o—B(E-pANp)

ANg = N,, — N, ist eine mogliche Teilchen-
zahldnderung durch den Operator B ,

so daB |n) und |m) in (n| A |m) (m| B |n)
verschiedene Teilchenzahlen haben.

= |Gip(E) = Gip(E) e~ AE=HAND)

e Konsequenz fiir Streuexperimente: Z.B. ist der kohérente Anteil des Streuquerschnittes
bei Neutronenstreuung zur Dichte-Dichte-Korrelation G (E) proportional (s. z.B.

Schwabl). Durch Ersetzen ¢ — —t in der Definition von G~ sieht man dann

A=B = G(E)=G54(—E) = G (—E) e™E-niND)

Es folgt, daB die Linien fiir Emission (Ubergang von einem energetisch hoheren Zu-

stand zu einem tieferen) um e % schwiicher als Linien fiir Absorption (Ubergang

vom tiefer liegenden Zustand zum hoheren) sind. Dies folgt auch daraus, dal sich

die Besetzungen der Zustéinde wie e ?F verhalten.
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2.5 Spektraldichte

Die Spektraldichte ist wie die retardierte Greensfunktion aufgebaut, aber ohne den Faktor
0(t — t'). Das fiithrt im Energieraum zu einer einfacheren Struktur ohne Pole. Wie werden

sehen, dafl man aus der Spektraldichte die Greensfunktionen wieder extrahieren kann.

Die Spektraldichte wird in zwei Varianten benutzt, mit einem Kommutator (n = +1) oder

mit einem Antikommutator (n = —1):
1 A A
Sin(t) = 5 (1A, BO)]-y )o

1
= o (G7g(t) — nG5z(), n==+1je nach Niitzlichkeit

Beispiel: Freie Fermionen: Direkt aus der Definition konnen wir die Einteilchen-Spektral-

dichte freier Fermionen ausrechnen. Fiir die Antikommutator-Variante ergibt sich

sofort X 1 |
S(_)T(t) = %< [ar(t),al(0)] Yo = =—e et

ak a, 2T
eine Oszillation mit der Einteilchenenergie €, und durch Fouriertransformation

- h
-) _ _
So L (E) = mé(E er) |-

Bei der Kommutatorvariante erhélt man wieder zusétzlich den Faktor (1 — 2 (ng)).

Die Spektraldichte zeigt also unmittelbar die Energien des Systems.

Beispiel: Fermionen im Grundzustand: Aus dem Grundzustand |Ey) entsteht durch

Hinzufiigen eines Elektrons (k, o) mit |k| > kp der Zustand

o)) = ab () |Eo) .

bei dem es sich im allgemeinen Fall nicht unbedingt um einen Eigenzustand des
Hamiltonians handeln muB. Wegen |k| > kp triigt zu der Spektraldichte S (_)T (t) mit
ag CLk

t > 0 nur einer der beiden Summanden im Antikommutator bei und es gilt

2m S©) (1) = {p(t) |9(0)) = (Eo|ax(t)al(0)|E) .

ak ay,
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2 S (7)1 (t) ist daher die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, daf der zur Zeit t = 0
ag a,,
durch Hinzufiigen eines Elektrons zum Grundzustand entstandene Zustand |¢(0))

zur Zeit t > 0 noch existiert. S (7)T (t) charakterisiert also die zeitliche Entwicklung
ag a,

(Propagation) eines zusitzlichen (k,o) Elektrons. Analog wird mit |k| < kp und

ai(t)|Eo) die Propagation eines Lochs beschrieben.

2.5.1 Fluktuations-Dissipationstheorem

Die Kommutator-Spektraldichte (7 = 1) hat auch einen anderen Namen:

h 1
5;4]_3)(75) = ;XAB(t)i “dissipative Antwort”

DafB sie mit Dissipation zu tun hat, sicht man z.B. an der folgenden Uberlegung. Fiir eine

Storung der Form
Vi = 0(t) (AT Fe ™t + AF* em>

(mit einer komplexen Zahl F) ist nach der goldenen Regel die Ubergangsrate pro Zeiteinheit

vom Zustand n in den Zustand m

2 A A
Do = = {0(Bm = B — ho) [(mATFIm)? + 8(Bp = By + h) [(m| AF*m) |
Die pro Zeiteinheit absorbierte Energie ist dann bei einer kanonischen Verteilung von An-
fangszustdnden
e~ ABn—nln) 2m 1
W= 3 e (B B Ton = e (Glg) = Giy) [P

= 2wV [P Y (@)
wobei die Spektraldarstellung von G~ und G< benutzt wurde. In der Ndhe von Resonanzen
ist ¥ (w) und damit auch die Dissipation grof.

Andererseits sind die Korrelationsfunktionen G%, = (A(t)A(0))o mit den Fluktuationen
(A%) — (A)? der GroBe A verbunden, z.B. ist (A)2 + G ,(w = 0) die statische Schwan-
kungsbreite der Grofle A.
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Durch Einsetzen der oben abgeleiteten Beziehung zwischen G~ und G< erhélt man nun
eine allgemeine Beziehung zwischen der Spektraldichte und der Korrelationsfunktion, eine

Form des sogenannten Fluktuations-Dissipationstheorems:

Vorsicht beim Dividieren: kann bei n = +1 Null werden!

A

1 ~ —
= (eB(E uANB) _ 77) Gle(E>

Sin(E) = 5

wobei, zur Erinnerung, ANpg die Teilchenzahlinderung durch den Operator B ist. Diese
Gleichung setzt also, speziell bei n = 1, A = B, und E = 0 die Stédrke der Fluktuationen
der Grofe A im System ohne dufleres Feld in Beziehung mit der Dissipation desselben

Systems im duBeren Feld A. Es folgt auch

eﬁ(E*MAA%) _ 1

(+) _
SO - S

Sip(w) = tanh (e3E#AN) 0 () .

Aus der Antikommutator-Spektraldichte kann man also die Kommutator-Variante erhalten

(aber nicht umgekehrt).

2.5.2 Spektraldarstellung der Spektraldichte

Durch Einsetzen der Spektraldarstellung von G75(t) und G5z(t) in die Definition von
SU.(¢) erhiilt man

h
2L

SUL(E) > (n| Alm) (m| B |n) e=PEnmsle) (HE-RANE) ) §(F — (E,, — E,))

n,m

_ % S (] + ra-nDiE)

En#Em
1 R .
mit | D = n| A|m) (m| B |n) e BFm—rANE)
NorT ; (n| A|m) (m| B|n)
En=Em

Zuletzt haben wir die Summe aufgeteilt, in einen Anteil mit F,, # FE,,, und den Term D
mit der Summe iiber entartete Zustiande F, = E,,. Wegen E,, = FE,, erhélt D den Faktor
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0(F) und multipliziert daher als Funktion der Zeit eine Konstante. D ist also dann von Null
verschieden, wenn eine duflere Stérung auch bei unendlicher Zeit eine nicht verschwindende
Antwort hervorruft. Im Zusammenhang mit elektromagnetischen Antworten repréisentiert
D, je nach betrachtetem Fall, Grolen wie die “ideale Leitfihigkeit” (Drude-Gewicht) (also
Antwort auf ein dufleres elektrisches Feld) oder die superfluide Dichte (Antwort auf ein
duBeres Magnetfeld). Wegen des Faktors (1 — n) enthélt die Kommutator-Spektraldichte

keine Information iiber D.

2.5.3 Spektraltheorem

Das Spektraltheorem benutzt die Spektraldarstellung von S und G, um Korrelationsfunk-

tionen iiber die Spektraldichte darzustellen:

(BO)A®D) = Gisl) = <= [ B Giy(E)

CBO)A®t)) = m/dEeL Sy (E) bVt p

/3(E*HANB) —-n

Dies geht natiirlich nur, wenn der Nenner nicht Null wird. Diese Gleichung gilt fiir die
beiden Félle n = 1 und n = —1. Wir sehen dafl alle Korrelationsfunktionen iiber die
Antikommutator-Spektraldichte ausdriickbar sind, und in der Regel auch iiber die Kommutator-

Spektraldichte, wenn zusétzlich der Term D bekannt ist.

2.5.4 Zustandsdichte

Mit dem Spektraltheorem kann man auch die die mittlere Besetzungszahl bestimmen.

(*)
v aa(E)
) = (alOa) = LT / JoCL L

Eu+1

Der Operator AL erzeugt ein Teilchen, daher ist hier ANg = 1.

Beispiel: Freie Fermionen: Mit dem schon berechneten S (_)f (F) = \/% d(F — ¢) folgt das
ap a ™

bekannte Ergebnis
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Diese Funktion wird auch als Fermi-Funktion f_(FE) bezeichnet.

Die Gesamtteilchenzahl N kann man daher im allgemeinen Fall einerseits als Summe {iber

(ny) schreiben, und andererseits als ein Integral {iber die Energie:

mit der Zustandsdichte

o (=)
pE) = = k S(E)

Dieser Ausdruck gilt ganz allgemein.
Bei freien Fermionen erhélt man p(E) = + >, 6(E —€).
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2.6 Halbseitige Fouriertransformation (Laplace-Transf.)

Wir wollen im folgenden auch die retardierten Greensfunktionen iiber G < und iiber die
Spektraldichte als Funktion der Energie darstellen. Weil G™*(¢) einen Faktor 6(t) enthilt,

benodtigen wir dazu zunéchst die Fouriertransformation von 6(t). Sie lafit sich iiber die

sogenannte halbseitige Fouriertransformation berechnen. (Siehe z.B. Jelitto, Kap. 9.3.3)

¢ 1 OO izt - - = el?t
o) = o= [Taswe| = o= [ aew o)

Dies ist also eine Fouriertransformation von 6(t)f(¢) mit komplexem z.

Sie ist Aquivalent zur Laplace-Transformation f(s) = fooo dtf(t)e ="
f(2) existiert, wenn JoTdt | f(t)] e7¥" existiert.

Im folgenden setzen wir z = w + iy.

Beispiel:  f(t) = 7

A 1 o - 1 -1 .
— dt i(z—)t  _ i(z—Q)t
/) \/27r/0 ¢ Vor 2 —%) ¢

41+ 1
Vor 2=Q  \2nrw—Q+1iy

Dies existiert, wenn die obere Grenze verschwindet, also y > 0

Wegen der Bedingung Im z = y > 0 erhilt man nun die normale Fouriertransforma-
tion von 0(t) e ¥ nicht bei y = 0, sondern im Limes y — 0*:

—_——

(6(t) e71%) (w) = f(w) = ylijgg f(z),
also
- i 1

Vor w—Q+10t

i e—lwt

Speziel. Q=0 = |0(t) = By dww—l—i()*
—_— T

Dies kann man auch direkt iiber den Residuensatz zeigen.
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2.7 Spektraldarstellung von G*"

Wir sind nun in der Lage, auch die Greensfunktion im Energieraum auszudriicken. Wir

gehen aus von:

Ghg'(t) = —i6(t) ([A(t), B0)]-y )o
—10(t) (Gap(t) — nGig(t))

J
g

2w S (1)

> .
G< sind Summen von Beitrigen der Form e ¥ mit Q = E, — E,,. Durch Einsetzen der

eben hergeleiteten Fouriertransformation von 6(t)e ¥ erhilt man daher

o0 S(n) E’
Gh(B) = /_ N dE’ #’S—i(ﬁ : G™"1 ist {iber die Spektraldichte ausdriickbar

und durch Einsetzen der Spektraldarstellung von 51(4"; die Lehmann-Darstellung

h
2Tl

eB(Em_En_MANB) — 7}

E — (B — Ep) + 107

Glzgn(E> = Z <n’ A ’m> <m’ B ’n> e_:@(Em_UNm)

nm

e Die Kausalitit 6(t) (also die Randbedingung an die retardierte Greensfunktion) driickt

sich im Energieraum also durch den Term +i0" aus !

e (™" hat einfache Pole bei Im E = 07, gera- B
de unterhalb der Anregungsenergien des Sy-

obere Halbebene fortsetzbar (s. Ubung) Dies
folgt direkt aus der Kausalitiat 0(t) —

stems, und ist ansonsten analytisch und in die i
Em

_ 1

w—+i0t*

Im thermodynamischen Limes kénnen die einzelnen Pole zu kontinuierlichen Verzwei-

gungsschnitten (branch cuts) werden.

26



Kapitel 2. Korrelationen und Greensfunktionen

e Falls SX%(E) reell ist, z.B. wenn A" = B, dann folgt mit der (in einem Integral

anzuwendenden) Dirac-Identitét

1
x + 10t

I
= 73; —imd(x)

und der obigen Integraldarstellung von G'y"(E) die Beziehung

Im G4"(E) = —7 ST(E)|,

denn der Hauptwert in der Dirac-Identitdt ist dann reell und es verbleibt fiir den

Imaginérteil die Delta-Funktion, die gerade wieder S ergibt.

2.8 Kramers-Kronig-Relationen

(= Dispersionsrelationen)

Aus der Analytizitdt von G™""(w) in der oberen Halbebene, also aus der Kausalitét 6(t),
folgt, dal man den Realteil von G*™"" aus dem Imaginirteil berechnen kann, und umge-
kehrt.

Wir betrachten das Integral

N
I(E) = ]{CdE’w

E—-FE -0t ‘ ..................

Wiéhlt man E reell, so treten keine Pole auf = I =10

Auflerdem verschwindet das Integral iiber den oberen Halbkreis =

o8] Gretn El Gretr] El)
— dE/ el S/ dE/ ret,n E
0 /_oo E—E —i0* P/ @ T mETE)
3 Gret n(E/)
ret,n E — l dE/
= |G"(E) - P / N g
-1 Im G(E)
ret,n E - dE/
= Re G™"(F) - 73/ B
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2.9 Bewegungsgleichungen fiir Greensfunktionen

Ein Standard-Verfahren zur Berechnung von Greensfunktionen benutzt ihre Bewegungs-

gleichungen. Zur Erinnerung:
Gop'(t.t) = =i 6(t — ') {[A(t), B{t)]-y)o -

Aus dieser Definition, der Bewegungsgleichung fiir Heisenbergoperatoren, % 0(t) = i(t)
und weil A(t) nach Voraussetzung nicht explizit zeitabhéngig ist, folgt durch Einsetzen

. a ret, / / / ret,
ih = Gap'(t: 1) = ot =) ([A(), BW) ) + G o s

Dabei gilt wieder die Randbedingung G™"(¢,¢') = 0 fiir t < ¢'.

Im Energieraum lautet die Bewegungsgleichung

re h re
EGAEW(E) = \/_2—7T<[A7B]—77> + G[;}?[}_B(E)

Auch hier mufl man die Randbedingung beriicksichtigen, indem (nachtriglich !) in der

Losung die Energie £ im Nenner durch E + 107" ersetzt wird.

Auf der rechten Seite dieser Bewegungsgleichungen taucht wieder eine Greensfunktion auf,

so daf} sich durch Einsetzen eine Kette von Bewegungsgleichungen ergibt.

Fiir ndherungsweise Losungen bricht man diese Kette oft nach wenigen Gliedern ab. In
manchen Fillen, zum Beispiel bei freien Fermionen, bricht die Kette von alleine ab (s.
Ubung).

2.10 Wechselwirkende Systeme

Wir haben als Beispiele bisher freie Fermionen behandelt und ihre Greensfunktionen be-
rechnet. Die Greensfunktionen wechselwirkender Systeme sind genauso definiert. Ihr spek-

trales Verhalten beschreibt man in Analogie zum Fall freier Teilchen.

Wir werden im folgenden immer die Einteilchen-Antikommutator-Funktionen G™7 und
ay ap,

S:ez; betrachten und der Einfachheit halber die Indizes weglassen.

k@
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Die Greensfunktion freier Fermionen ist

h 1
V21 E — e, +10F

Bei wechselwirkenden Systemen parametrisiert man die Greensfunktion formal gleichartig:

GOE) =

h 1
Vor B — e — E(l{?,E) +i0* |

G(E) =

Dies definiert die Selbstenergie Y (k, E). Sie hangt im allgemeinen auch von dem hier

nicht mitgeschriebenen Spin-Index ¢ ab. Die Selbstenergie beschreibt den gesamten Einflufl
der Wechselwirkung auf die Einteilchen-Funktionen. Weil man aus G auch die Spektral-
dichte S und daraus die Teilchenzahl (7x) gewinnen kann, bestimmt die Selbstenergie auch

die Thermodynamik des Systems.

Wir konnen die Definition noch etwas umschreiben. Aus der freien Greensfunktion sehen

wir, dafl (E — e, +10") = \/?rm ist. Obige Gleichung hat also die Struktur

A:l;Z ( ) = (1-APS)A=40 = A-AO%A =40

Wir erhalten somit die Dyson-Gleichung |G = G G2 Gl

V2
o

Dies ist auch eine alternative Definition der Selbstenergie.
Wir zerlegen nun die Selbstenergie in Real- und Imaginérteil

Y(k,E) = R(k,E) + il(kFE),
und somit

h (E—Ek—R)+i]
Vor (E—e,—R)? + IZ + 0t

G(E)

Diese Funktion hat i.a. Resonanzstellen bei
Wir berechnen nun aus der Greensfunktion die Spektraldichte. Die Einteilchen-Spektraldichte

ist reell. Wie frither abgeleitet gilt daher S = ——Im G. Wir miissen zwei Félle unterschei-

den.
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Kapitel 2. Korrelationen und Greensfunktionen

(1) I(k, E) =0 in einer Umgebung von E;. Dann enthélt S wie bei freien Fermionen durch

die Resonanz bei E; einen Delta-formigen Anteil

I
5 (k) S = Ei(#)

mit der Starke ]

‘1 - %R(kv E)|E:E

aus der Umformung der Delta-Funktion §(E — €, — R(k, E)) mittels der allgemeinen
Relation 6(f () = 3, fhes

(2) I(k, E;) # 0. Dann gilt

h I
Vorm (E—e,—R)? + 17|

S = —lImG: —
T

Wenn zusétzlich I klein gegeniiber dem Abstand der Resonanzen ist, dann erhalt
man durch Entwickeln des Energieterms um FE; eine Resonanz mit Lorentz-Form
h a I
Verr (B — E;)?* + (a; 1)?°

(Den Fall (1) erhdlt man hier auch als Grenzfall I — 0.) Die Position der Resonanz
wird durch den Realteil R der Selbstenergie bestimmt, und die Breite durch den
Imaginérteil 7. Wenn [ klein gegeniiber dem Abstand der Resonanzstellen ist, dann

iiberlappen die Resonanzen kaum.

Wir erwarten also, wenn der Imaginérteil der Selbstenergie nirgends allzu grofl wird, daf3
die Spektralfunktion eine Summe von Delta- und Lorentz-formigen Resonanzen ist. Die-
se Resonanzen bezeichnet man als Quasiteilchen. Jedes dieser Quasiteilchen hat ein

spektrales Gewicht o;. Eine endliche Breite a; I der Resonanz fiihrt in der zeitlichen Abhéngig-

1 1,
;e h,Ete h|allt|’

also zu einer endlichen Lebensdauer a—hl der Quasiteilchenanregungen. Oft (aber nicht

immer !) ist die Dispersion der Quasiteilchenanregungen im wesentlichen quadratisch, so

wie bei den freien Teilchen, und man entwickelt

h
e + R(kE) = c—l—%kQ + O(KY) .
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Kapitel 2. Korrelationen und Greensfunktionen

Dies definiert die effektive Masse m* des Quasiteilchens.

Das Quasiteilchenkonzept erweist sich in der Praxis als sehr niitzlich.

— Bei Fermi-Flissigkeiten treten dieselben Pole wie bei freien Fermionen auf, aber
verschoben und eventuell verbreitert. Die Quasiteilchen der Fermi-Fliissigkeit ent-

sprechen also eins zu eins den Anregungen des freien Systems.

— Auch bei stark wechselwirkenden Systemen (z.B. durch das Hubbard-Modell be-
schrieben) treten oft noch schmale Bénder in der Spektraldichte auf, die man als
Quasiteilchen betrachten kann. Im Gegensatz zu Fermi-Fliissigkeiten sind bei starker
Wechselwirkung aber andere Greensfunktionen, z.B. Spin-Spin oder Dichte-Dichte-
Funktionen, nicht durch die Einteilchen-Funktionen bestimmt, sondern kénnen vollig
andere Gestalt haben, die zum Teil aber auch die Identifikation von Quasiteilchen-

artigen Anregungen erlauben.

— Die Spektralfunktionen stark wechselwirkender Systeme konnen aber auch vollig an-

dere Gestalt haben, ohne klare Quasiteilchenstrukturen.

Erginzungen

o Wir haben hier, wie im Buch von Schwabl, fiir die Zeitentwicklung immer den Ope-
rator H (bzw. Hy) benutzt.
Eine andere oft iibliche Konvention ist, im groflkanonischen Ensemble nicht nur in
der Dichtematrix o
e~ BH—uN)

A

P= tr e=BH-uN)’
sondern auch fiir die Zeitentwicklung (also etwa fiir die Definition von Heisenberg-
bzw. Dirac-Operatoren) den Operator H — uN zu benutzen. Dies geschieht z.B. in
den Biichern von Nolting (ab S. 110) und von Negele/Orland (ab S. 245). Die Eigen-
energien verschieben sich ebenfalls um — ,uN . Dieser Formalismus ist etwas bequemer.
Die oben hergeleiteten Beziehungen dndern sich dann um Terme /N, ansonsten blei-
ben sie giiltig. In den Greensfunktionen verschieben sich die Pole um pANpg, was fiir

eine gegebene Greensfunktion einer Verschiebung des Energienullpunktes entspricht.
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Kapitel 2. Korrelationen und Greensfunktionen

Es sind oft weitere Greensfunktionen niitzlich, z.B. die “avancierte Greensfunktion”
G* mit —60(—t) statt 0(t).

Es existieren einige exakte Relationen fiir die Greensfunktionen, die z. T. aus der

Symmetrie der Operatoren A, B folgen.

Summenregeln: Es gibt exakte Relationen fiir Integrale iiber Greensfunktionen, z.B.
konnen die Momente [ E™Sp(E)dE der Spektraldichte iiber Erwartungswerte von

Vielfachkommutatoren der Operatoren Aund B dargestellt werden.

Grenzwerte: Man kann die Greensfunktion im Grenzfall hoher Energien berechnen
(s. Nolting Kap. 3.2.4):

T(E) S LA B (B o)

Die Greensfunktion mufl also zumindest wie % abfallen.
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Teil 11

Relativistische Wellengleichungen
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Literatur: Schwabl, Messiah (gut!), Bjorken-Drell, u.v.a.m.

Vorbemerkungen:

e Die Schrodingergleichung ih% ) = —%V2 |1} ist nicht relativistisch invariant. Sie
weist unterschiedliche Ordnungen der Ableitungen in Raum und Zeit auf. Stattdes-
sen ist sie unter der nichtrelativistischen Galilei-Transformation 2’ = x — vt, t' =
invariant. Sie ist im allgemeinen auch nicht fiir Wechselwirkungen mit dem elektro-

magnetischen Feld (v = ¢ ) addquat.

e In diesem Teil der Vorlesung werden wir relativistische Finteilchen-Wellengleichungen

analog zur Schrédingergleichung behandeln.

Spin 0 Klein-Gordon-Gleichung

Spin—%: Dirac-Gleichung

e Die Postulate der Quantenmechanik bleiben in der relativistischen Physik erhalten:
Es gibt Zusténde [1),

Observable sind hermitesche Operatoren,
Erwartungswerte (A) = (¢ A [¢),
Bewegungsgleichung ih% |v) = H |¢),

aber mit einem anderen, relativistischen Hamiltonoperator H.

Einen alternativen Zugang bieten der Lagrange-Formalismus der kanonischen Quan-

tisierung und der Pfadintegralformalismus in Teil IIT der Vorlesung.

e Allerdings werden wir mit dem relativistischen Einteilchen-Hamiltonoperator auch
Losungen mit beliebig tiefer negativer Energie finden. Eine konsistente relativisti-
sche Theorie wird sich, daraus resultierend, nur im Rahmen einer Vielteilchentheorie
finden lassen, der Relativistischen Quantenfeldtheorie (QFT), zu der wir dann im

dritten Teil der Vorlesung kommen werden.
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Kapitel 3

Ausziige aus der Speziellen

Relativitatstheorie

Literatur: (Schwabl); Messiah Kap. 20.1;
Ausfiihrlich: Sexl, Urbantke: “Relativitdt, Gruppen, Teilchen”

Die spezielle Relativitédtstheorie wird in den Vorlesungen iiber Theoretische Mechanik und
iiber Elektrodynamik ausfiihrlich behandelt. Wir werden daher hier nur in knapper Form
einige Ausziige behandeln, insbesondere zur relativistischen Dynamik und zur Elektrody-

namik, die wir in der folgenden Kapiteln benétigen werden.

Die bisher behandelten nichtrelativistischen Gleichungen sind invariant unter
1) Drehungen und
2) Galiler-Transformationen: 2’ =z —ovt, t' =t
Diese Transformationen sind nur sinnvoll, wenn es absolutes ruhendes Bezugssystem
gibt, gegeniiber dem die Geschwindigkeit v gemessen wird. Andere Inertialsysteme
sind dann nicht dquivalent. Zum Beispiel ist die Lichtgeschwindigkeit unter Galilei-

Transformationen nicht konstant.

Experimentell zeigt sich dagegen die Giiltigkeit des von Einstein postulierten

o L Die Naturgesetze sind in allen Inertialsystemen
Relativitatsprinzips: . B o
von gleicher Form (‘“kovariant”)

aus dem die spezielle Relativitédtstheorie folgt.
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Kapitel 3. Ausziige aus der Speziellen Relativitdtstheorie

3.1 Notation und Definitionen

3.1.1 Einheiten

e Wir werden bis auf weiteres A und ¢ mitschreiben
o Oft findet man die Konvention “A=c = 1"

Gemeint ist: In allen Ausdriicken sollen die Einheiten als Potenzen von A, ¢ und
entweder Linge (z.B. Meter) oder Zeit (s) oder Energie (eV) geschrieben werden.
Meist benutzt man die Energie.

z.B. “v =0.3¢”

Anschlieflend werden dann die Potenzen von A, ¢ nicht mitgeschrieben: “v = 0.3”

Aus der physikalischen Dimension des Ergebnisses lassen sich diese Potenzen

rekonstruieren.

e Elektromagnetische Einheiten: Es gibt leider viele verschiedene Systeme.

— In der theoretischen Festkorperphysik sind die cgs-Einheiten gebrauchlich.

— Im Buch von Schwabl (s.S. 311) werden die sogenannten “Rationalisierten Ein-
heiten” = “Lorentz-Heaviside-Einheiten” benutzt. Diese unterscheiden sich von

den cgs-Einheiten dadurch, daf§ die Faktoren 47 wegfallen.

— Wir werden hier die SI-Einheiten benutzen.

Eine gute Ubersicht iiber die verschiedenen Einheiten findet man im Anhang des

Buchs von Jackson.

3.1.2 Relativistische Notation

Wir miissen einen neuen Formalismus einfiithren (z.B. metrischer Tensor, untere und obere
Indizes), um danach relativistische Ausdriicke effizient schreiben zu kénnen, insbesondere

das relativistische Skalarprodukt, das unter Lorentztransformationen invariant ist.
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Kapitel 3. Ausziige aus der Speziellen Relativitdtstheorie

Raum-Zeit-Punkt: festgelegt durch rdumliche Koordinaten

7 = (z,y,2) = (2',2%,2%) (Indizes oben!)

und durch die Zeit ¢

Kontravarianter Vierervektor:

r = (2*) = (2% 2" 2% 2%) mita® =ct : Indizes oben!
Indizes:
Griechisch  p,v,p,... =0,1,2,3
Lateinisch ¢,7,k,... =1,2,3

Kovarianter Vierervektor:

(x,) = (xo,21,%2,23) = (29,—Z) : Indizes unten!

Also gilt o =2°, x5, = —2"

Metrischer Tensor:

0
0 0 -1

Andere Konventionen sind inzwischen selten geworden.
(N.B.: in der allgemeinen Relativitétstheorie wird der metrische Tensor von der lo-
kalen Energiedichte abhéngig.)

Der metrische Tensor vermittelt die Transformation zwischen unteren und oberen

Indizes:

Sei a ein Vierervektor. Dann gilt

v J— v
Ay = Gu @ = E G @ also |ay = a , ax = —a
v

Genauso werden Tensoren transformiert. Insbesondere gilt |(g") = (gu”) = 1.
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Kapitel 3. Ausziige aus der Speziellen Relativitdtstheorie

Einsteinsche Summationskonvention:

Uber doppelt auftretende Indizes wird summiert. Von diesen muf einer unten und

einer oben stehen, sonst ist in der Regel etwas falsch !

Skalarprodukt:

e Beispiel (nicht relativistisch):
Raumliche Drehungen ¥’ = RZ zeichnen sich dadurch aus, daf§ das Skalarpro-

dukt der Dreiervektoren invariant ist: ' -4’ =7 -1

e Lorentztransformationen (s. u.) zeichnen sich dadurch aus, dafi das Skalarpro-
dukt der Vierervektoren invariant ist.
Def. Skalarprodukt:

a-b = a,b'| = a'b, = gua'd’

= " — @b = a1 — Zakbk

k
= aobo — Zakbk
k

= Norm eines Vierervektors: |a° = aua* = (a°)? - (@)°
Beispiel: Raum-Zeit-Punkt: 2% = (ct)? — (7)?
Bemerkungen:

— Das Viererskalarprodukt enthélt das rdaumliche Skalarprodukt a- l;, aber mit

negativem Vorzeichen: Dies ist eine Konvention !

— Wichtig ist das relative Vorzeichen zwischen Zeit- und Raumkomponenten.

Differentialoperatoren:

Kovarianter Gradient und Nabla-Operator:  (Ableitung nach oberen Indizes !)

0 0 0 0 0 0 -
On = dxr” Ou) = (81‘0 T oxt T 02 (93:3) o (@ ’ V)
Kontravarianter Gradient:
0 0 -
v v _ Y _
a g al/ 81'“ ’ (aﬂ) (axo ) )



Kapitel 3. Ausziige aus der Speziellen Relativitdtstheorie

d’Alembert-Operator:

0? 0? 1 02 )
o = auﬁu = 3(x0)2 — E a(xk>2 = g@ — A s mit A =
k

<
<

3.1.3 Elektromagnetisches Feld

e Die elektromagnetischen Felder werden relativistisch durch den Vierervektor des elek-

tromagnetischen Potentials beschrieben (wir benutzen SI-Einheiten) :

(A" = <%,/T>, mit |B=rotA, E=-V¢ — —

: skalares Potential (bei Lorentz-Heaviside ohne c)
A: Vektorpotential

e B und E sind nicht Komponenten von Vierervektoren, sondern Komponenten des
antisymmetrischen Feldstéarketensors

’F o= OrAY — VA = AVF — APV (Notation der Ableitung mittels Komma)
0 _E _m _E
E® z
gy |50 BB

BY Bz () _p®

C

EE _py BT

c

E! , . 1 .
Also — =F®  pBi= -5 ¢F iy [« Summe!] |, mit €'? = —ej93 = 1.
c
Man beachte, dafl sich bei F),, die Vorzeichen der Komponenten von E umkehren,

nicht aber von 5.

Im Lorentz-Heaviside System (s. Schwabl) fehlt der Faktor 1 bei E.

Achtung: Wir benutzen hier die in den meisten Biichern gebréduchliche Vorzeichen-

konvention. Im Buch von Schwabl hat F* das umgekehrte Vorzeichen.

Achtung: In den Biichern von Schwabl und Messiah werden bei Dreiervektoren un-
tere und obere Indizes benutzt, aber nicht unterschieden; es gilt dort also z.B.

E, = E” ! Wir benutzen bei Dreiervektoren immer obere Indizes @ = (a').
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¢ Maxwell-Gleichungen im Vakuum:

L 1 . - . 10E
V-E = —p, VxB = 4+ —=—
« P HoJ + 20
L OB -
VxE = ——, V:-B =0
ot
— In SI-Einheiten gilt eyuo = C%
— Die homogenen Gleichungen V-B = 0, und V x E = —%—f folgen aus den
Definitionen von B und E und aus der Struktur von F.
— Die inhomogenen Gleichungen V-E = %p, V x B = ,uof + C%%—? sind jetzt
dquivalent zu
o gt = O, F"" = oA* — 0"0, A"
mit dem
Viererstrom (j*) = (cp , j)
— Aus der Antisymmetrie von F* folgt auch die
o . 1 V B L.
Kontinuititsgleichung 0,5* = — 90,0, F"" = 0 = ap + V.j
Ho

— Da man die Maxwellgleichungen als Beziehungen zwischen Vierervektoren und

ihren Skalarprodukten schreiben kann, sind sie relativistisch invariant !

Die spezielle Relativitéitstheorie wurde gerade durch die Forderung dieser (damals
in komponentenweiser Notation noch sehr undurchsichtigen) Invarianz gefunden. Der

Titel von Einsteins beriithmter Arbeit ist “Zur Elektrodynamik bewegter Korper”.

Die Lorentz-Kraft F = q (E + 7x B folgt nicht aus den Maxwellgleichungen,
sondern bendtigt eine zusétzliche Hamiltonfunktion (s.u.) fiir die geladenen Teilchen,
welche die Wirkung der elektromagnetischen Felder beschreibt. Letztlich folgt sie aus
der Quantenelektrodynamik (QED).

1 ¢

Das Coulomb-Potential V' = Tre beschreibt eine instantane Wechselwirkung,
TEy T

ist also nicht relativistisch invariant. Es wird sich im Rahmen der QED als eine

effektive Wechselwirkung bei niedrigen Energien herausstellen.

Feinstrukturkonstante:

L % ! 0 i Gaubschen Syst
a = - o~ — = — im Gauflschen System
4dmeq he 137 he Y
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e Lokale Eichinvarianz: F'*” (und damit die Maxwellgleichungen) sind invariant un-

ter den lokalen Eichtransformationen
Atz t) — AM(x,t) = AF(z,t) + "N (a,t)

mit einer beliebigen ortsabhéngigen (“lokalen”) differenzierbaren Funktion A(z,t)
Die Eichinvarianz stellt sich im Nachhinein als die wesentliche charakterisierende Ei-
genschaft der Elektrodynamik heraus und wird spéter weiter besprochen. Fiir prak-

tische Rechnungen fiihrt sie aber zu Komplikationen. Mogliche Behandlungen:

e Lorentz-Eichung: J,A" =0 = Maxwellgleichungen: OA* = j*

e Coulomb-Eichung: V-A = §,4% = 0
o Zeitliche Eichung: A% =0 nicht relativistisch invariant

e Axiale Eichung: A3 =0

e Eichinvariant rechnen (!), z.B. in der Gittereichtheorie.

3.2 Die Lorentz-Gruppe

Def. Inertialsystem: Bezugssystem, in dem sich kréftefreie Teilchen
gleichformig (d.h. mit konstanter Geschwindigkeit)

bewegen.
Relativitéatsprinzip: Die Naturgesetze sind in allen Inertialsystemen

von gleicher Form (“kovariant”).

Transformation zwischen Inertialsystemen:

Allgemein: Inhomogene Lorentztransformation (= Poincaré-Transformation)

= A ¥ 4

Im Folgenden: ohne Verschiebung: a* =0 : “Homogene Lorentztransformation”

Herleitung der Lorentztransformation:

e Aus dem Relativitdatsprinzip alleine kann man die Lorentztransformation herlei-
ten (!), mit einer dann noch nicht bestimmten konstanten Geschwindigkeit “¢”
(siehe Sexl, Urbantke).
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o Alle Vierervektoren transformieren sich so wie z*.

Als entscheidendes Charakteristikum der Lorentztransformationen ergibt sich:

Das Skalarprodukt zwischen zwei beliebigen Vierervek-

toren ist unter Lorentztransformationen invariant.

Wir berechnen nun Konsequenzen fiir die Transformationsmatrix A , mit |2* = A" x”

Dabei sind Matrixprodukte immer so zu verstehen, dal untere mit oberen Indi-
zes summiert werden. In den Gleichungen mit Indizes stehen Produkte von Zah-
len, die man miteinander vertauschen kann. Eine transponierte Matrix M7 erfiillt
(M )Zy =M,, = (M T)“V = M,*. Aus der Invarianz des Skalarproduktes

a, b = a, b"  fiir beliebige Vierervektoren a,b folgt nun
a, bt = av g, 0" = A a g, A D7
= as b = af gps b°
= (AN g Ny = G| (%) s |[ATgA = ¢ ()

S (A7) = () =1 & ((ATW),)) =1

Durch Multiplizieren von 2 = A* 2 mit A ” von links folgt nun |2 = A 2™

Aus (**) folgt (det A)* =1, und aus (*) folgt bei p=0 =0

1= goo = AN gup ANy = (Aoo)2 - Z (Aiz‘)Q = (AOO)2 > 1

(2

Klassifikation der Lorentztransformationen: Homogene Lorentztransformationen (LT) sind

zusammensetzbar aus:

Raum-Spiegelung A = P =

Zeit-Spiegelung A = T
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und der “eigentlichen Lorentzgruppe” mit det A = 1, A% > 1.

Diese enthélt noch die rdumlichen Drehungen z.B. um die x-Achse

A= )
cos —sing
sin ¢ COos ¢

und setzt sich zusammen aus Drehungen und einer

(A =Drehung-Boost-Drehung):

Speziellen LT = “Boost”
Transformation zwischen Inertialsystemen mit gleich orientierten Koordinatensyste-

men, die sich nur durch eine relative Geschwindigkeit unterscheiden.

Wiihle OBdA: 7 = (v;,0,0). Dann gilt
coshn —sinhn ' . : -
AV —sinhn coshn mit |coshn = ——= ~
T ) 7 Iy
1 sinhn =Y+

Der Parameter n heifit Rapiditit und ist bei aufeinanderfolgenden LT additiv.

Explizit:
20 = 5 (2% = Z.%)
= v (f — gxo)
Uberpriifen der Invarianz:
. 5 2 5 2
R (GRS I G )
2 02 2 v’ 2 2
= V@) - @ (1-5) = @) - @ v

Die spezielle Lorentztransformation kann man auch als eine “Drehung” um —in im
vierdimensionalen Raum beschreiben, wenn man statt der normalen Zeitkoordinate

t die imaginiire Zeit it als Koordinate wihlt (s. Ubung).
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3.3 Relativistische Dynamik

Invariantes Linienelement “ds”:

Beispiel aus der normalen euklidischen Geometrie: — Kurve (z(\),y()))

Kurvenlinge L = / : \/ (dx>2 + (%)2 A
- hmZ\/ 2§>2m = lim) A2t (A
-/ m = [as

= Ein unter Reparametrisierung (insbesondere Drehung) invariantes Maf fiir
die Kurvenlinge ist "ds” mit (ds)?> = (dz)*+ (dy)? = (d7)?

Bei Lorentztransformationen: Invariantes Linienelement

(ds)* = (dt)* = (dz)” — (dy)* — (d2)*

2
ds*> = (ds)* = (dz,)(dz")| Invariante Kurvenlinge einer Weltlinie ist / ds
1

Eigenzeit: 7 := Zeit im Ruhesystem eines Massenpunktes (ex. nur bei m > 0!)

Im Ruhesystem, mit Koordinatenursprung im Massepunkt:

' = (ct,0) hier (c1,0) = (ds)? = A(dr)? + 0
2
= |ds = ecdr| |, ds = c(m—m)
1
Bewegter Massepunkt: 7 = (o) + vt = AZ¥ v At %U Axg

= (ds)? = (d2%)? — (d7)? = ( —”—2)

1
=|ds = cdr = —d2°| invariant unter LT
2
& dt = ydr @ Zeitdilatation ! (= z.B. lingere Lebensdauer instabiler Teilchen)
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Die Eigenzeit kénnen wir benutzen, um lorentzkovariante Ableitungen zu definieren, wie

Geschwindigkeit, Impuls, und Kraft.

dat d(ct, @
Vierer-Geschwindigkeit: |u" := d_a; = ((;h;x) = ~v(c,0)

Da (x*) ein Vierervektor ist und d 7 invariant, transformiert sich auch (u*) unter LT
2
=

= u,ut = (A —0?)

als Vierervektor. Invariant unter LT ist u?

Im elektromagnetischen Feld miissen wir im folgenden zwei Versionen des Impulses unter-

scheiden. Wir definieren zunéchst den

= M (c,7)

" = mou" = myvy(c,7)

Vierer-Impuls:
mit der Ruhemasse mg (Bei Schwabl und spéter auch bei uns einfach: “m”)

und der “bewegten Masse”

Invariant: [“ 12 :}
—_——

gefdhrliche Schreibweise

(N.B. Ohne elektromagnetisches Feld ist die Energiec £ = II% = Mc* = ymyc?)

dIr- d2axt .
Vierer-Kraft: |K" := 4 = mod—j; = (K% K)

Speziell untersuchen wir die Lorentz-Kraft:

- dﬁ dﬁ — —
E = & = 2 (E 7 B)
ar = T T re\B T
Die Lorentzkraft (mit <) enthélt also einen Faktor v ! Sie kann auch kovariant

geschrieben werden:

K" = qF"u,
Die nullte Komponente der Viererkraft
drr E -
KO == —_— = fy q _ '17 — K . E
dr c c

entspricht der am Massenpunkt verrichteten Leistung.
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Die Lorentzkraft kann man aus einer Hamilton-Funktion herleiten. Dazu definieren wir

zunéchst den sogenannten

Kanonischen Impuls: |[p/ = II* + g A"

Dies ist ein Vierervektor, da er Summe zweier Vierervektoren ist. Er ist nicht eichin-
variant !! Diese Definition erscheint hier ad hoc. Sie folgt im Lagrange-Formalismus,

der in einem spateren Kapitel behandelt wird, als “kanonischer Impuls”. Wir stellen

fest:
E
p’ = II° + ¢gA° = Mc + qf = —  Gesamtenergie im Feld
-~
%'pot. Energie im Potential ¢
E
woo_ Lo
(»") <C ,p)
Hamilton-Funktion: Aus |F = pyc = Mc + qe| mit M =~ymy und
22
mi = I = I — (ﬁ—qA)
—M2c2
N2
= M = mic+ (ﬁ—qA)

folgt die Hamiltonfunktion

N2
(E=) |H = qgo+6\/m302+<ﬁ—q/l>

In der Tat erhélt man hieraus iiber die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen ¢; = g—H
und p; = —g—g (mit den Koordinaten “g;”= z#) die Lorentzkraft.

Anders geschrieben lautet die obige Beziehung
2 2 4 2 72
(E—qp)” = myc + ¢ (ﬁ— qA>
Ohne elektromagnetisches Feld und mit “c=1" ergibt sich die vertraute Beziehung

E2:mg+ﬁ2
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Die Klein-Gordon-Gleichung

Wir suchen nun relativistische quantenmechanische Wellengleichungen. Dazu benutzen wir

das Korrespondenzprinzip. Es zeigt sich, dafl weiterhin die vertrauten Ersetzungen

5o —ihY wd E e ihl, ako
—~— ot

nicht Ii!

zu korrekten, dem Experiment entsprechenden Gleichungen fithren. Bemerkenswerterweise

ist diese Ersetzung von p# eine kovariante Beziehung.

Wenn man sie in £ = ...\/p? + - - einsetzte, ergében sich (mit Potenzreihenentwicklung
der Wurzel) unendlich hohe Ableitungen, und damit auch eine nichtlokale Theorie, in der

Ort und Zeit immer noch unterschiedlich behandelt wiirden.

Stattdessen kann man die quadratische Beziehung fiir die Energie benutzen, ohne Wurzel,
und damit iiber das Korrespondenzprinzip eine Differentialgleichung 2. Ordnung herlei-
ten, die die relativistische Energie-Impulsbeziehung ausdriickt. Dies ist die Klein-Gordon-
Gleichung (KGG). Wir beginnen also mit

2 2 2 72 E q ? - 2\ 2
mye” = I,I" = I = 117 = <———go)—(p—qA>

C C

Zunichst betrachten wir den Fall ohne Feld: A* = (0. Dann ist p# = [1* und

Mit dem Korrespondenzprinzip erhalten wir die
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Kapitel 4. Die Klein-Gordon-Gleichung

Freie Klein-Gordon-Gleichung  (Schrédinger; Gordon; Klein)

2
C

(R*0,0" +mgc®) vy = 0| < (u+m3§)|w> =0
——
1/(Ac)?

Dies ist eine Wellengleichung. Sie enthélt als charakteristische Lénge die Compton-Wellenlénge
Ao = %, die fiir Elektronen 380 fm = 0.0038 A betrigt.

Mit endlichem Feld A*: Wegen II* = p"—q¢A* muB man die Ableitungen in

der freien Gleichung ergénzen:

hOM e iROF—qAr = ih(@“Jri%A“)

Der Viererimpuls IT* korrespondiert also quantenmechanisch zur sogenannten

Kovarianten Ableitung nm ~ Dt = " + i%A“

Diese Ersetzung bezeichnet man auch als “Minimalankopplung” des Eichfeldes
A" (nachdem man bei nichtabelschen Eichtheorien auch andere Kopplungen versucht
hat, wobei sich auch dort die Minimalankopplung als korrekt herausgestellt hat). Es
ergibt sich also die

Klein-Gordon-Gleichung mit elm. Feld |(h*D, D" +mgc®) ) = 0

Bemerkungen: (vgl. Ubungen)

1) Die KG-Gleichung (und andere Gleichungen mit Minimalankopplung D,,)
sind eichinvariant unter A* — A* 4 OFX |, 1 e 19N
mit orts- und zeitabhéngigem A : lokale Eichinvarianz.

2) [Dy, D] ~ Fu (1)

Eigenschaften der KG-Gleichung;:

1) Relativistisch invariant, da nur Skalarprodukte von Vierervektoren auftreten.

2) Beschreibt die relativistische Energie-Impulsbeziehung von Teilchen. Sie enthélt
aber keinen Spin. Teilchen mit Spin erfiillen daher zwar die KGG, werden aber
von ihr nicht vollsténdig beschrieben, im Gegensatz zu Teilchen ohne Spin (z.B.

Pi-Mesonen).
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3) Gleichung 2. Ordnung: Anfangsbedingung ¢ und % notig.
4) Aquivalent kann man fiir die Klein-Gordon-Gleichung auch eine Dgl. 1. Ordnung

in der Zeit fiir die 2-komponentige Wellenfunktion (
X

¢ ) schreiben, mit

¢ = Yv+——, x = h——— (s.a. Messiah S. 362)
m

5) Die Losungen der freien (A* = 0) KG-Gleichung sind ebene Wellen

o= enBPD = erm it o= 4P+ mdd

Die KG-Gleichung 148t also auch beliebig tiefe negative Energien zu und be-
schreibt deshalb anscheinend keine stabile Welt. Sie wurde deshalb historisch

zundchst verworfen und es wurde anfinglich die Dirac-Gleichung fiir das Elek-

tron weiterverfolgt, die aber im wesentlichen dasselbe Problem hat ! Die Losung
dieses Problems ergibt sich spater im Rahmen einer Vielteilchentheorie (QFT)

mit Teilchen und Antiteilchen.

6) Kontinuitétsgleichung (Fall A* = 0)

Multipliziert man die KG-Gleichung von links mit ¢* und zieht davon die kom-

plex konjugierte Gleichung ab, so erhélt man
V(0,0 Y) — (8,0"¢%) v = 0 .

Nach Multiplizieren mit % also (Der h.c. Teil enthélt ein Minuszeichen !)

9,5 = 0] mit j* = 21 (¢* (1RO") 9 +hec.)

mo

. . . . X - o =
In Komponenten geschrieben lautet dies, mit j = (cp, j) und O* = (@, —V)

o+ divi = 0

) B ih , 0 o™

mtp = 2myg c? (¢ E_w 8t>
= h * = %

und j = 2m0i<w vw_pr)

e p ist nicht positiv definit, kann also nicht als Wahrscheinlichkeitsdichte auf-

gefaflt werden, sondern, wie wir noch sehen werden, nur als eine Ladungsdichte.
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Die Dirac-Gleichung

Die Dirac-Gleichung ist eine relativistisch forminvariante Differentialgleichung 1. Ordnung,

die, wie wir sehen werden, Teilchen mit Spin % beschreibt, also insbesondere Elektronen. Sie

ist die fundamentale Einteilchengleichung fiir Elektronen. IThre vollstandige Interpretation
ist aber erst im Rahmen der Vielteilchenphysik, also der relativistischen Quantenfeldtheo-

rie, moglich.

Wir folgen hier, wie die meisten Darstellungen in der Literatur, im wesentlichen dem hi-
storischen Ablauf, da die dabei eingefithrten Konventionen weiter gebréuchlich sind. Eine
sehr schone direkte Herleitung der Dirac-Gleichung findet man z.B. bei Jelitto, S. 345.

Notation: Wir schreiben jetzt der Kiirze halber “m” fiir die Ruhemasse statt my.

5.1 Aufstellen der Dirac-Gleichung (DG)

Gesucht: Eine Differentialgleichung 1. Ordnung in der Zeit (wie die Schrédingergleichung),
die relativistisch invariant ist. Eine Hoffnung dabei war urspriinglich, negative Ener-

gien aus dem Auftreten einer negativen Wurzel vermeiden zu konnen.

Ansatz: (Zunéchst fiir A* = 0). Wir machen einen Ansatz der Form

ih (0" 0,) v = [m1 mit festen Matrizen o,

und einem mehrkomponentigen “Spinor”

Man kann 0.B.d.A. o’ = 1 wihlen.
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Anders geschrieben lautet der Ansatz also (Dirac-Gleichung):

., 0
IFLW

= (—ihcakﬁk + ﬁmc)w

oy

Hier ist ¢ ein N-komponentiger Spaltenvektor (N noch unbestimmt). Die charakte-

ristische Lénge ist auch in der DG die Compton-Wellenlénge Ac. Dieser Ansatz ist

nicht explizit kovariant.

Forderungen: (1) Relativistische Energie-Impulsbeziehung, also die freie KGG fiir die

Komponenten von

(= E?=7p’c+m?c?)

(2) Kontinuitdtsgleichung mit positiver nullter Komponente, die man als Wahr-

scheinlichkeitsdichte interpretieren konnte.

(3) Lorentz-Kovarianz: gleiche Form der DG in allen Inertialsystemen.

(siche Kap. 5.2 und 5.6).

Ob diese Forderungen relevant sind, entscheidet letztlich das Experiment.

zu (1): Zweifache Anwendung von H ergibt

82
J— 2_
L o0t?

Vergleich mit der KGG fiihrt auf

>

(atad + alat)o; 9;

— h%c? Z a' ;o 0, v
]

—ihmc* (o' B + Ba)Oiy + Fmicty

(*)

a'ad + ool
a'B + Bat
()" = @

Die dritte Gleichung folgt hier
Beziehungen auch kurz als {a*,

wiirde, was aber nicht iiblich ist).

Zu (2): Kontinuitéitsgleichung: Benutze 91

mit

inytoy =

= (v5,...

81

} d. h. die {a', 3} antikommutieren

direkt aus der ersten. (N.B. (1) Man konnte diese

a’} = 26" schreiben, wenn man o’ = 3 definieren

, YN )- Multipliziere DG von links

—iheYtat 00 + mEY By



Kapitel 5. Die Dirac-Gleichung

Subtrahiere diese von der komplex-konjugierten Relation

A (G ) e = ine ) @) v + me vl it

= % @ = —c (00N + 1 (8;v)) + %m& (z/JTﬁTz/;: Wt BY)

O ', (. S

-~
!
P ;61]1 =0

= Forderung: ’ «, (3 hermitesch ‘ ol = (ad)t, 3=p"

Dann gibt es eine Kontinuitédtsgleichung: 0, p + divi = 0

N
mit positiver definiter Dichte |p = yi¢| = Z Vo Va
a=1

und Stromdichte j* = cyaf v

-,

Kovariant: |9,j* = 0| mit|j* = cyla’y| und o®:=1, also j = (cp,j)

Es zeigt sich, daB die kleinste Dimension mit Losungen fiir a, 3 ist: ¢ ist ein ‘Vierer-Spinor”
Es gibt viele, zu einander dquivalente, Losungen. Eine davon ist die

- : 0 o 1 0
“Standarddarstellung von o' und 5”: |a' = ( 7 > , 0= ( )

5.2 Kovariante Form der Dirac-Gleichung

Wir definieren die ~-Matrizen: mit o' = 1, also v = 7° = .

Durch Multiplizieren der obigen DG mit # = ~, erhélt man die kovariante Form der DG
(noch ohne elektromagnetisches Feld)

Freie Dirac-Gleichung (ihy" 0, — mec)yp = 0

Mit der Feynmanschen Kurzschreibweise ¢ = ya, = y.a"
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(gesprochen “a slash”) fiir jeden Vierervektor a wird hieraus (1A @ — me) v = 0.

Und mit “A = c=1" wird es richtig kurz: [(id — m) ¢ = 0|

(Man beachte, da8 “y#0,” trotz der suggestiven Schreibweise nicht lorentzinvariant

ist, da die 4" konstante Matrizen sind, die nicht lorentztransformiert werden.)

DG mit elektromagnetischem Feld: Es zeigt sich, dafi wieder der Ubergang zur kova-

rianten Ableitung zur korrekten Beschreibung fiihrt:

0, — D, = 8M+1%A“

ihy" D, — mc)y = 0 oder kurz i) —m) = 0
“w

Die Dirac-Gleichung mit elektromagnetischem Feld ist auch wieder invariant ge-

gendiber lokalen Fichtransformationen (siche Ubungsaufgabe)
AF = AR P N(x,t) Y e_%’\(m’tWJ

(N.B.: Im Fall mit Wechselwirkung folgt aus der DG nicht die KGG mit kovarianter

Ableitung D*, sondern man erhélt einen Zusatzterm ~ F* !)

5.3 Eigenschaften der y-Matrizen

Aus der obigen Definition der y-Matrizen und dem Antikommutieren von o* und 3 folgt

79+ = 291

Dies kann man alternativ als die definierende Eigenschaft der v-Matrizen auffassen, analog

zu 0%, 07] = 269 bei den Pauli-Matrizen. Aus der Hermitizitdt der of,3 folgt zusitzlich
() = 6N = A

Dies ist dquivalent zu

() = 19"

Also ist (v*)T = v, := g,, 7" und die Matrizen :% sind unitér:

BECRE
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Standarddarstellung: ergibt sich aus der Standarddarstellung der o*,3 zu

o 1 0 i o'
Y 0 —1 Y i

Man kommt zu anderen Darstellungen iiber Transformationen v — M~yM~! mit

beliebiger nichtsingularer Matrix M.

Die 4* sind die “Erzeuger” einer Basis aller komplexen 4x4 Matrizen, in dem Sinne, dafl
sich die Basis aus Produkten von bis zu vier y-Matrizen ergibt, einschliefilich der Matrix

7® mit (in der Literatur nicht eindeutiger) Definition
447577 — 170 71 72 73
1 .
= (]1 ) in Standarddarstellung

Die sich ergebende Basis ist

re —

I s T Ouy = %[IYM»’YV] 5 V5 Ve V5
(Skalar) (Vektor) (Tensor) (Axialvektor) (Pseudoskalar)

Die Benennung ergibt sich aus den Transformationseigenschaften von ¢ I'® ¢ unter LT,

mit dem | “adjungierten Spinor” 1) = 740

Beispiel:  Der Strom j# = cl at
= cpiy?yaky
jro= ety
transformiert sich als ein Vektor. Fiir ihn gilt die Stromerhaltung d,j* = 0 &

O, p+divy = 0, mit

p = 'y : Ladungsdichte
= _ ¢T (cd»)¢ — “q-U”

und man kann (cd) als eine Art “Geschwindigkeitsoperator” auffassen,

wozu es auch eine Analogie in der Kopplung (ca*)(—ihdy) gibt.
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5.4 Losungen der Dirac-Gleichung fiir ein ruhendes

freies Teilchen

“Freies Teilchen”: A* =0. “Ruhend”: ]%’ () = 0. Aus der Dirac-Gleichung wird dann

1oy = mcey
& iy 0 = mc*p

mit vy = ( 117]1) in der Standarddarstellung. Da 7y hier diagonal ist, zerfillt die DG.

e ) ist ein “Spinor” mit 4 Komponenten

e 4 Losungen: ebene Wellen:

U(x) = wpeTi
1 0 0 0
it 0 1 0 0
mit w; = , Wy = , W3 = , Wy =
' 0 ? 0 ’ 1 ! 0
0 0 0 1
1 r=1,2
und € =
-1 r=3,4

e Wegen Ev = ihd,p haben die ersten beiden Losungen positive Energie +mc?, die
letzten beiden negative Energie —mc?. Dies wird spéter im Rahmen der “Liécher-

Theorie” ( = Positronen) bzw. vollstdndig im Rahmen der QFT interpretiert.

e Wie werden sehen, daf§ die Komponenten 1 und 2, bzw. 3 und 4, dem Spin-Index (7

und |) entsprechen.

e Die Transformation auf ein bewegtes Bezugssystem folgt spéter, nach Besprechung

der Lorentz-Kovarianz.
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5.5 Nichtrelativistischer Grenzfall der Dirac-Gleichung

Zerlege v in zweikomponentige Spaltenvektoren 5, X: v o= ( ? )
X
Verwende die Dirac-Gleichung in Standarddarstellung.
Ublicherweise schreibt man jetzt auch wieder der Viererimpuls [l .= ihD' = ihd — qA

ausdriicklich als einen Impuls(operator).
DG: 0 = (ihy*D, — mc)y ! -~% von links
= (ihy"9" Dy = 7"me) v
= (ihDy —ihd@D — 7°me)v

wegen v* = 40 ¥, Daher gilt

. ¢ 218 $
(lh%‘%(%) i} C<§ﬁ§> ' m(—x)
7

TA

k\ Y
1
Vonyoyk:ak:< L 7 ) Vonvozﬁ:< ]l)
O' —

Nichtrelativistisch ist mc? die grofite Energie im System. Wir spalten die entsprechenden

Oszillationen ab:

(- ()

9 710
= ih— ¢ = C 7 A,
at \ x Gl
Bis hier ist die Rechnung exakt.

Néherung: Wir betrachten die Vor”faktoren” von y in der zweiten Gleichung und ver-

nachlissige die Energien (h% x) und (£ x) gegeniiber (2mc? x). Es folgt

o Il
2mec

X =~ ¢

Wegen “IT = m@” ist also X um die Ordnung ? kleiner als ¢. Man spricht von kleinen und

grofsen Komponenten von 1 im nichtrelativistischen Fall.

86



Kapitel 5. Die Dirac-Gleichung

0 1 2, 2,
Einsetzen: = iha—i5 = (ﬁ (5H)(5H)+%gp) ¢
Bemutze o'o! = 69 4 iditgt = (5-5)(5-6) - a-6+1a<axz§)
2, 2, 2\ 2 A4
:>(6-H> (an) - (H> 4 gt kT T
= I+ iok ek (ihai - g/ﬁ) (ih@j - @AJ‘)
c c
0", A' A’ : symmetrisch — 0
R kijk 4 i 97 i Aj
= II* 4+ o"¢ hc (A@ +8A>
= (0"A) + AO
symm.— 0
= I+ otk Ayl
- 1 - nls. B
~ c
9t=—0;
D¢ Lo - qh q
h— = |— (@@ —-qA? - ——&-B+ =
- | ot 2m(p a4) 2mca +Lee
qh . -
0 : magnetisches Moment i
2mece

= Nichtrelativistische Pauli-Gleichung: enthilt automatisch den Spin

g-Faktor: Das Ergebnis fiir das magnetische Moment weicht von demjenigen fiir ein klas-

sisches Teilchen in der Elektrodynamik stark ab, um den Faktor g:

DO | St

fspm = 9—1—§ mit §=2¢

2mec
——

Ergebnis fiir klass. Teilchen aus Elektrodynamik

e = Pauli-Gleichung = nicht-relativistischer Grenzfall der Dirac-Gleichung hat

anomales magnetisches Moment mit Faktor g = 2

e Weitere Korrekturen aus voller DG

e Nach zusétzlichen Beitragen aus der QED und der elektroschwachen WW ist
der g-Faktor eines der am genauesten verifizierten Ergebnisse der theoretischen
Physik !
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5.6 Lorentz-Kovarianz der Dirac-Gleichung

Wir wollen nun zeigen, dafi die Dirac-Gleichung tatséchlich bei Lorentztransformationen
(LT) forminvariant ist, und explizit die LT fiir Dirac-Spinoren herleiten.

(Ab sofort lassen wir & und ¢ weg!)

5.6.1 Bedingungsgleichung fiir Forminvarianz

Die Diracgleichung (i7" D, —m)v¢(x) = 0 soll in allen Inertialsystemen dieselbe Form
haben, d. h. bei einer allgemeinen Poincaré-Transformation von I nach I’
¥ = Az+a
& " = A2 +ad!
soll fiir die Wellenfunktion ¢’ im neuen Inertialsystem wieder (iy* D], —m)¢'(z') = 0

gelten und ¢ soll durch eine lineare Transformation ¢/(z') = S (z) aus ¢ hervorgehen.
Dabei wird v* nicht transformiert. Wenn eine solche Transformation S ezistiert, dann ist

damit die DG forminvariant.

Transformation von v (") = Si(x) (Die Matrix S hingt von A ab)
In Komponenten: Yo (@) = X5 Sapibs(z)

Umgekehrt: P(r) = SHy(a))

D,, transformiert sich als Vierervektor DL = ASD,

Die Matrix S,3 wirkt im Raum der Spinorkomponenten; dagegen wirkt die Lorentztrans-
formation A in den Raum-Zeit-Koordinaten. Einsetzen von ¢(x) = S~ ¢/(2’) in die ur-
spriingliche DG und Multiplikation mit S von links ergibt:

1

1 ‘
(SGvy" D) S =SSt m)y'(a)) = 0
Man erhélt daher Forminvarianz, falls S v D, S~! = ~# D, = o D, = +A}MD,,

also falls

S~k §t L v A | oder Aquivalent |ST'A* S = 77 AY

(Die zweite dieser Beziehungen erhélt man mittels Multiplikation der ersten von links mit

APLS ~1 und von rechts mit S, womit sich AP At =5 s AP, A} ergibt.)
——

=9",
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5.6.2 Allgemeine Form der Spinortransformation

Lie-Gruppen: Die Lorentz-Gruppe ist eine Lie-Gruppe!, genauso wie etwa die Drehungen
der Gruppe SO(3) im dreidimensionalen Raum, oder die Drehungen der Gruppe SU(2)
fiir Spin—%—Teilchen. Elemente einer Lie-Gruppe sind von der Form

efigo >inids

mit “Erzeugern” J;, welche die zur Lie-Gruppe zugehérige Lie-Algebra aufspannen. Aus

der QM I vertraut sind zum Beispiel die Drehungen fiir Spinoren

g
2

e—icpﬁ~

gi
2

Vertauschungsrelationen

mit den Erzeugern welche den fiir die Lie-Algebra der Drehgruppe charakteristischen

. Ok
J =t~

(%%
22
gehorchen, genauso wie etwa die Erzeuger J der Drehungen von (Spin 1)-Vektoren.
Literatur dazu: z.B. Sexl/Urbantke (ausfithrlich) und H. Georgi, “Lie Algebras in Particle
Physics”, 2nd edition.

Die Elemente einer Lie-Gruppe héngen (innerhalb einer “Zusammenhangskomponente”)
kontinuierlich mit (z.B.) dem 1-Operator zusammen. Bei Lie-Gruppen geniigt es deswegen,
das Verhalten von infinitesimalen Transformationen in der Néhe der 1 zu quadratischer
Ordnung zu untersuchen, in der Regel sogar nur zu erster Ordnung in ¢, um schon das

Verhalten der ganzen Gruppe zu charakterisieren. Dies erleichtert die Rechnungen sehr.

Wir wollen die Transformationsmatrix S fiir Spinoren bestimmen. Dazu werden wir hier

zunachst infinitesimale Lorentztransformationen untersuchen, und zwar zunéchst auch nur

eigentliche orthochrone Lorentztransformationen, also solche ohne Raum-Zeit-Spiegelung.

Fiir eine Lorentztransformation " = A* z¥ setzen wir an

Eine infinitesimale Transformation um dw*, lautet also

A“u = g”u + 5wuu

Thier mit 4 Zusammenhangskomponenten aufgrund von Raum- und Zeitspiegelungen
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mit (g#,) = 1. Dieses A erfiillt die Bestimmungsgleichung fiir LT: Ag AT = g, (oder aus-
geschrieben A¥ ¢g"7 AP, = g"?) in der Ordnung dw, falls der Tensor dw antisymmetrisch

ist: dwh” = —dw"" [Einsetzen! |

Daher gibt es in der 4 x 4 Matrix dw nur 6 unabhéngige Elemente, ndmlich diejenigen, die
(wie erwartet) den Drehungen um die z—, y— und die z—Achse und den Boosts in x—, y—

und z—Richtung entsprechen. (Explizite Rechnungen dazu in Kap. 5.6.3 und 5.6.4).

Zur Bestimmung der Spinor-Transformationsmatrix S setzen wir auch diese als Exponen-
tialfunktion S = €™ an und entwickeln fiir infinitesimale Transformationen in eine Potenz-
reihe: S ~ 1 + 07. Einsetzen in  S~#* S1 = v AP (Kap. 5.6.1) ergibt dann

(140m)y"* (1 —0r) = A" + [0r,7"] + O(B72) = +* + v 6w, |
also
67,74 = 76w, (%)

Die Norm von 9 soll bei ¢ +— St invariant sein (Wahrscheinlichkeitsinterpretation !).
Wegen ’det et =it ‘ folgt

1= |det S| = [1+tr 7| + O(67%) = tr 67 = 0 (xx)

i

Die Lésung von (x) und (*x) lautet (Beweis durch Einsetzen): 07 = —;

O OWH

. 1
mit |0, = 5[%,%]

Wegen der Lie-Gruppe-Struktur der LT erhalten wir aus den infinitesimalen Transforma-
tionen schlieflich auch das gesuchte Transformationsverhalten von Dirac-Spinoren unter

endlichen Lorentztransformationen

. I
‘:U’“ = A 2" mit A¥, = &7

namlich

i

Y'(x) = Si¢(r) mit § = e 17"

Diese Transformationen werden wir im folgenen explizit berechnen. Insbesondere sehen wir
hier, dafl die gesuchte Transformation S tatséchlich existiert. Also ist die DG in der Tat

Lorentz-forminvariant!
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Fiir die Elemente von o, gilt wegen [y, %] = 2% — {Vw %} = 2% % — 29w

o = showul = iny = iw

O.k
054 = 6”k Zk s Zk = k
g

wobei die explizite Form von X fiir die Standard-Darstellung der y-Matrizen gilt.

Also ist Xt = 093, X2 = 031, X3 = 019. Zum Beispiel:

$3_ g — i _ 0 ot 0 o2 - o3 0
=012 = 177 = ol 0 o2 0 = 0 od

Die * bilden einen Vektor und erfiillen bemerkenswerterweise die Pauli-Algebra,
2B, Y=oy =710 = 1y = —oy = 0¥
und XX = 01501 = — 972 = 7920 = L

5.6.3 Lorentzboost

Nun berechnen wir die Lorentztransformationen der Dirac-Spinoren explizit. Zunéchst be-

trachten wir eine Lorentztransformation in z!-Richtung, also 2 = A x mit
coshn —sinhn 0 -1
—sinh h -1 0
A, = ST COSi = e mit I = und tanhn = Y
1 0 c
1 0

Wenn man den zweiten Index nach oben zieht, erhélt man daher

0 +n
v v v - 0
wh = It = n[“pgp = 0
0
und
oW = (—ow+o001)n = 200n = inl[y,m]
= 2ino
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Die Transformationsmatrix des Spinors ist also

S = eaowe"  — oim = 1l cosh 4 + o sinh 7
1 00 v

= cosh § 0 i v 0

0O v 1 0

v 0 0 1

mit v = tanhi

Allgemein: Boost in Richtung

b LU

= 1 COSh +a ’nhg ist hermitesch fiir Boosts

|

Achtung: Hier tritt 2 auf, nicht n (s.u.).

Man kann S auch mittels Energie und Impuls ausdriicken:

tanh & = tanh _ Y mitymerveitern |
2 1+ /1 — tanh?p 1+\/1—'02 E+m
(wegen [p| = ymlv|
COShﬁ =
2 \/W 2m
FE +m 0 p3 p_
V2myV E +m p* p E+m 0
pt =P 0 E+m

mit pt = p' £ip? bei Standarddarstellung

Wir sehen, dafl Nicht-Diagonalelemente proportional zu Geschwindigkeitskomponen-

ten auftauchen, allerdings an vielleicht unerwarteter Position in der Matrix.

92



Kapitel 5. Die Dirac-Gleichung

5.6.4 Drehung um eine Achse

Die Lorentztransformation bei Drehung um die z-Achse ist ' = Az mit
1 0
0 sind 0 1
A, = C?S S = "™ mit Erzeuger (M*") =
—sinf cos6 -1 0
1 0

(Man beachte, daf (_%)2 = (Bl_?) . Die Rechnung ist dieselbe wie bei Zweierspinoren:
01

dorz — 0(10) = Tcos¢ + (_%) sin¢.) Also ist die Drehmatrix im Exponenten von

mz . . .
AM = ¥ (mit zwei oberen Indizes)

0
0 —6
wt) =
(W) 5 0
0
o3
und oW = =200, = —20%% = —20 5 )
o
Die letzte Beziehung gilt in Standarddarstellung.
= |§ = e ioww™ — i3 — (o2 + 123 sin =
2 2
Beliebige Drehachse 7i:
7.5 0 oS . - .
S = e~z = oS 3 +in - X sin 3 Unitér bei Drehungen

e Wir sehen, daf} sich der Dirac-Spinor unter Rotationen genauso transformiert wir der
zweikomponentige Spinor eines Spin %—Teilchens in der nichtrelativistischen Quan-

tenmechanik, aber mit Verdopplung der Komponentenzahl:
5= ( ’ . ) statt & (bei Standarddarstellung)
o

Also auch hier Drehung um den halben Winkel, 1 erst nach Drehung um 4.
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5.6.5 Drehimpuls

Die Rechnung hier verlauft analog zur QM 1.

Bisher haben wir nur passive Transformationen betrachtet:

Transformation des Koordinatensystems um A, bei festgehaltenen Zustédnden:

vy

¥ = Az & r
Pa) = SA)Y(x) \

Aquivalent: Aktive Transformation: Transformation des Zustandes um A~

im unverdnderten Koordinatensystem: Hier sieht ¢/’ von I aus betrachtet genauso aus

wie bei der passiven Transformation ¢ von I" aus. Also: ersetze in Gl. (*) 2’ durch z:

Infinitesimale Transformation:

A = ¢!+ oW, + ..

1
S = 1 — ZUW‘SWW"'

P(r) = (]1 - iam, 5w“”> Y(a” — 0w’ z")

-~

~(1—6w"y, zv du) Y(x)  (Taylorreihe)

= <]1 + dwh” (_Z O + Ty (91/)) Y(x)
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Speziell: Drehungen um dp mit dw®” = —€* §pF (vgl. Kap. 5.6.4) und o;; = €% 3*

= JY'(z) = 1+ i(5p") (%Ek + ieijk:viﬁj) ()

N

-

Jk
= (1 + i (66%) J*) 0(x)

Dies definiert den Gesamtdrehimpuls

Jk = —ihe”kxlﬁj + §Zk
T CE 2 = < Spinor—Raum hg T h & T - —
J = —ihrZx V1 p +§E = L—|—§E, L = r XDp
=~
g

Endliche Drehungen:

W) = et y()
Wir sehen, dafl der Gesamtdrehimpuls eine Summe J = [+8S ist, also die Summe

aus Bahndrehimpuls und Spin S = gi Weil ¥ die Pauli-Vertauschungsrelationen

erfiillt, gilt also, da Dirac-Spinoren den |Spin S:g besitzen ! Die DG be-

schreibt also, wie angekiindigt, Spin—%—Teilchen in relativistisch kovarianter Weise.

Quantenzahlen:

—

S : Wegen X = ( 7 . ) sind die Eigenwerte j:g

&
. . N2
(9) : §? = (gE) = 3n*1 : Eigenwert 3 ?
(D)2 : R21(1+1)

Lg : hml, m; = —l,—l—i—l,...,l—l,l
(J)? = B j(+1) , j=1ifirl=0,j=10+1fiwli>0

Jg . hmj s m]’:—j,...,j—l,j

Gleichzeitig diagonalisierbar sind J2, L2, S? und Js
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5.7 Losungen der freien Dirac-Gleichung

5.7.1 Lo6sungen in beliebigem Bezugssystem

Freie DG: E;_zf = OBmy

Die Losung im Ruhesystem ((p*) = (E, 0) (z*) = (¢, 0)) lautet (Kap. 5.4):

1 1 0 0 0
. 1 0 1 0 0
¢r = wr<0) et y &= y  Wp = ) ’ ’
-1 0 0 1 0
-1 0 0 0 1
Jetzt in beliebigem Bezugssystem: Nutze
mt = p,at
~—~ L
Ruhesystem invariant
= wr(l,) — wr(p) efierp# zH
Lorentztransformation der Spinorkomponenten:
E+m 0 p? p-
wilp) = e (0) = : S
V2mvE +m P p- E+4+m 0
pt —p3 0 E+m
_ |EAm 0 1 5

~— =~ =~ =

wi(p) wa(p) ws(p) wa(p)
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mit py+ = p, * ip, in der Standarddarstellung.

Durch die Lorentztransformation erhalten wir also im Spinor neue (“kleine” ) Komponenten

mit umgekehrtem Energievorzeichen. Bei p < m dominieren die “groflen Komponenten”.

Bemerkungen:

e Wellenpakete (z.B. gaussisch) enthalten i.a. ebenfalls entsprechende Anteile ne-
gativer Energie (s. Schwabl Kap. 10.1), auch wenn man bei ¢ = 0 nur mit

positiver Energie beginnt.

e Streuung an einer Potentialschwelle: Analog SG, aufler bei AV > 2m. Letzteres

fithrt zum sogenannten “Kleinschen Paradoxon”, ist aber unphysikalisch, da bei
AV > 2m Paarerzeugung auftritt | (— Vielteilchenphysik)

5.7.2 Freie DG im Impulsraum

(”3 - m) v = 0 ; Ansatz: Y= wr(p> S = 1@1? - Er]bl/J
T kein Operator!

= |(p —&m)w.(p) = 0 DG im Impulsraum

Ubliche Schreibweise:

wie = wuyp : Losungen zu “positiver Energie” (in den grofen Komponenten)

wsy = w19 : Losungen zu “negativer Energie” (in den grofien Komponenten)

)

also

, r=1,2

# —m)u(p) = 0
0

# + m)v(p) =

Konstruktion der Lésungen bei endlichem Impuls:

pho= = Gemptm) = ppomt = 0

= (p+m)u,(0) ist (bis auf Normierung) Losung der DG zu Impuls p !
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Mit Normierung:

1

wlo) = i @) 0)

wle) = Ttz = O

Ohne explizite LT gefunden!

Adjungierte DG: (Mit Einfiigen von 72 = 1 und mit @ = ufvg )

0 = up)(yip'—m) = @@ O, —m) | %
0 = @) (oyirw ' — % m)
1
T

Normierung: [(Vorsicht, es existieren verschiedene Konventionen! |

W(p)usp) = b W) 0i(p) :2 & m(p)wp) = € 6rs

U (p)vs(p) = —0rs, Un(p)us(p) =

5.7.3 Projektionsoperatoren fiir Energie und Spin

Energieprojektionsoperator:
Wegen (p —m)u =0 gilt (p+m)u = (p —m+2m)u = 2mu. Zusammen mit der
analogen Gleichung (p + m)v = 0 ergibt dies einen Projektionsoperator auf u bzw.

v, also auf die Losungen “positiver” bzw. “negativer” Energie:

tp+m Qru = u , Q u
Q = =
+(p) 2m Qv = 0 Q_wv

= 0
, v

Spinprojektionsoperator:

Ebenso gibt es eine Projektion auf den Spin, analog zum nichtrelativistischen Ope-
1+n-0

rator P =
2
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Relativistisch lautet der Operator:

S(n) = #

mit dem Polarisations-Vierervektor n == (0, 7)) im Ruhesystem (also (p = (m, 0)),

wobei 77 ein Einheitsvektor ist

= n,n'=-1, n,p"=0.

Insbesondere gilt fiir den Polarisationsvektor (z#) := (0,0,0,1), also fiir einen Spin

in z-Richtung, (= # = 27, = 73) bei Verwendung der Standarddarstellung:

;é o - 0O 1 0 —03 o O3 0
Vs = Y73 = 1 0 o 0 = 0 —oy

Also
Y(+2) wi(0) = w(0) Y(=2)w2(0) = wy(0)

= z-Komponente des Spins im Ruhesystem:
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5.8 Das Wasserstoffatom

Die Dirac-Gleichung kann man fiir Atome mit einem einzelnen Elektron und Kernladung 7
exakt 16sen. Hier werden wir die Losung in ihren wesentlichen Schritten skizzieren und das
Ergebnis diskutieren. Details sind in allen Lehrbiichern zur Dirac-Gleichung zu finden. Wir
wihlen die Standarddarstellung und die Formulierung mit &, 3, die hier besonders giinstig

sind.

Dirac-Gleichung: (kurzzeitig wieder mit & und c)

RO, (F, 1) = [c&(*— Eﬁ) +Bmé + qo| W@ 1)
. T 1 € a
Coulomb-Potential: Wihle A =0, |qgp=V(r)=-Z2 = =—-Z—
dmeg 1 r

Zeitabhangigkeit:

Y@, t) = e (@) = |[edp+ Bmd + V()] ¥(@) = E¢(@)

J/

-~

H

Hamiltonoperator: (ausgedriickt in 2 x 2-Matrizen in der Standarddarstellung)

i - ((m—i—V)]l Gp )

Gp (—m+ V)1

5.8.1 Winkelanteil der Losung

Symmetrieeigenschaften: H ist rotationsinvariant, also:

1) H kommutiert mit J = L + g,
mit L = —ihZx V und § = iy =1 (g 2) (Standarddst.) (s. Kap. 5.6.5).
Es gibt also gemeinsame Eigenzustédnde zu H , J 2 und J..

2) H kommutiert nicht mit L., S,, L2.

—

n

3) Der Gesamtdrehimpuls J kommutiert auch mit L2, $? = 2 und L

weil diese unter Rotationen invariant (“Skalare”) sind.

Y
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Wir werden ¢ aus zwei Pauli-Spinoren zusammensetzen: 1 = (i)
Es folgen zwei Differentialgleichungen, fiir ¢ und y, in denen nur - p und V +m vorkommt.
Wir betrachten deshalb zunéchst Drehimpulseigenfunktionen fiir die zweikomponentigen
Pauli-Spinoren, ndmlich (siehe nichtrelativistische QM)

1

7m_§

l+%fm
V 21 YE,m%
[I+5+m
u j=1—=": Oim = —
I I S bl
2041 YE,eré

2
Dies sind jeweils Eigenzustinde von J2, J, und L2 mit Eigenwerten j(j + 1), m, I(I + 1),

z+§+mY
Tu il o S

wobei m = —j,—j + 1, ..., 7.

Weil J2 = L2 + 52 + 205 und weil J2 mit L2 und mit 52 = % kommutiert, sind die ¢j,

auch Eigenfunktionen von L&
(L-5) o2 Lin 2 3) @ D B
- g . = —_ — —_ - N — —_
Pim 2 ) i 2| —1-1 )

1 1
=: —5(/@—1—1)@5.? mit HE:F(j—|—§)

Fiir gegebenes j haben gpﬁn) und cpg»;n) unterschiedliche Paritét, da sie sich in [ um 1 unter-

scheiden und Y,,(—x) = (=1)! Vi (2).
Auflerdem gilt (ohne Beweis, siehe z.B. Schwabl, Aufgabe 8.2)

+ _ 0T ()

H ist auch unter der Paritétstransformation invariant. Die Eigenzustidnde sind daher auch

nach der Paritét klassifizierbar, zusétzlich zu j und m.

Unter der Paritdtstransformation & — —# (s. Kap. 5.9.2) transformiert sich

va) = Bu(-z) = (n _ﬂ>w<—x>,
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d. h. die oberen und die unteren Komponenten transformieren sich mit entgegengesetzen

Vorzeichen, so wie dies auch o) und ¢ tun.

(=)

= Ein sinnvoller Ansatz ist daher, die oberen Komponenten proportional zu ;" zu

wéahlen, und die unteren Komponenten proportional zu 575 gogfn).

5.8.2 Radiale Anteile der Losung

Wir fithren jetzt radiale Anteile der Losung ein und setzen an

iGgi) (r) cp(i)

+) /- r im
iﬂj(-m)(x) = R
j 3z (£)
r r <10jm

- -
o-x

In der Dirac-Gleichung taucht & - ﬁ auf, und in ¢ erscheint =*.

In der Rechnung tauchen unter anderem die folgenden Ausdriicke auf:

O'iO'j = (Sij—l-ieijkdk
G-7 G-7 72
> — — = — =1
T T T
und (G-2)(@-p) = T-p+id(Txp)
= —ihrd, +ig-L

w2

|

Aus der Spin-Bahn-Kopplung werden wir die Feinstruktur erhalten.

pin-Bahn-Kopplung! ‘

Weil gp(i) Eigenfunktion zu L - & mit den Eigenwerten —2(k+1) ist (s.0.), ergeben sich die

jm
Radialgleichungen
&F—/{E = (m—E—@)G
r r
Z
8TG+/<;§ = <m+E+Ta>F

Sie werden auf dhnliche Weise gelost wie im nichtrelativischen Fall:
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Fiir groe r: Hier fallen die %—Terme ndherungsweise fort und wir erhalten exponentielles

Verhalten:

F,.G~e? mit p = vm?>?—FE?r

Ansatz: F(p) = f(p)e ™, G(p) =g(p)e” mit Potenzreihen,

flo) = "> bup” L glp) = p° ) ap”
v=0 v=0
= Rekursionsgleichungen fiir a,, b,

Bestimmung der Potenz s: Die Terme aq, by sollen nicht verschwinden

= Koeffizientendeterminate von ag, by mufl Null sein

= ... > s=+VKZ—a272

Potenzreihe mufl abbrechen fiir Normierbarkeit = Hauptquantenzahl und Bedin-

gung fiir die Energie.

5.8.3 Energieniveaus

Es ergibt sich

. . 2
o 6 = (+) -+ - 2202
B,y = — n = 1,2,
1+(__)2 .1 3 1
TG .]_5757' 7n_§

mit der Hauptquantenzahl n und der Drehimpulsquantenzahl j. Die Energie ist wegen der
Rotationssymmetrie des Potentials in der magnetischen Quantenzahl m; = —j, —j+1, ...,

(2j+1)-fach entartet.

Bei Entwicklung nach (Z «) findet man das nichtrelativistische Resultat wieder:

E, = mcz{l . (Zop  (Za)! ('11_%%0((2&)6)}

2 n2 2 n3 ] + 3
T T T
Ruheenergie nichtrel. hebt Entartung
Resultat in 7 auf : Feinstruktur
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= Termschema:

—3d 5
n=3 —3 p% —3 d%
—3 S% —3 p;
n =2 { — P
_2 S% 2 p%
n=1 { — 1s1
2
e Ublicherweise wird die nichtrelativistische Nomenklatur mit s, p, d, ... fir [ =
0,1,2,... benutzt, obwohl [ keine Quantenzahl der Zusténde ist, sondern nur die

Paritiit (—1)" zu gegebenem j angibt, mit [ = j & %

e Die Feinstruktur, also die j-Abhéngigkeit der Energie, erscheint aufgrund der Spin-
Bahn-Kopplung. Sie ist also ein relativistischer Effekt !

e Bei Za > 1, also bei Z > 137 ist die hier ausgerechnete Energie nicht reell. Fiir die
dann auftretenden hohen Energien kann man aber die Einteilchen-Dirac-Gleichung
nicht mehr verwenden, sondern mufl Vielteilcheneffekte beriicksichtigen, also die
Quantenelektrodynamik (QED).

5.8.4 Korrekturen in der QED

Wir haben die Dirac-Gleichung exakt gelost. Das Ergebnis stimmt aber nicht voéllig mit

dem Experiment iiberein. Es fehlen “zwei” Effekte:

1) Hyperfeinstruktur: durch Wechselwirkung des Magnetfelds (Spins) des Kerns mit dem
Spin des Elektrons. Dies 148t sich nichtrelativistisch mit der Schrédingergleichung
(Pauli-Gleichung) approximieren. Man erhélt eine Aufspaltung aller Energien in zwei

Niveaus (Singulett/Triplett).

2) Lamb-Shift: durch “Strahlungskorrekturen” : braucht Vielteilchentheorie fiir Proto-
nen, Elektronen, Photonen : QED.
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Beide Effekte lassen sich in der QED berechnen.

Man findet dann sehr genau die experimentellen Resultate wieder, z.B. fiir die n = 2

Niveaus des WasserstofIs:

Nichtrelativistisch ~ Relativistisch QED QED
n=2, 1=0,1
-
N 2p
N =2 =z- | 23.6 MH:
\
\
\
| 10.950 MHz
\
\ 2s
\ B o | 177 MHz
‘ = 1058 MHz
251, 2Py T — T I 55 MHz
)
Hyper-
. . feinstruktur
Feinstruktur Lamb-Shift

(Singlett <—> Triplett,

Dies war ein sehr grofler Erfolg fiir die Dirac-Gleichung und die Quantenelektrodynamik.

5.8.5 DG fiir andere Potentiale: Foldy-Wouthuysen-Transformation

e Fiir nicht-rotationssymmetrische Potentiale ist die Dirac-Gleichung nicht exakt 16sbar.

e Man kann aber die nichtrelativistische Néherung zu héheren Ordnungen in ¢ betrei-

ben.

e In Ordnung ¥ separieren obere und untere Komponenten, und wir haben dafiir schon

die Pauli-Gleichung hergeleitet.

e In beliebiger hoherer Ordnung in 7 erreicht man durch die
“Foldy-Wouthuysen-Transformation” (i) — e geeignet) ebenfalls eine Entkopp-
lung;

es treten dann weitere Korrekturterme in der Pauli-Gleichung auf.
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5.9 Symmetrien der Dirac-Gleichung

Die kontinuierlichen Symmetrien der Dirac-Gleichung haben wir schon kennengelernt. In
diesem Kapitel untersuchen wir besonders die diskreten Symmetrien unter Raumspiegelung,

Ladungskonjugation, und Bewegungsumkehr.

5.9.1 Kontinuierliche Symmetrien

1) Lorentztransformationen: Boost, Drehung, Translation

mit ¢'(z") = Sy(z)
b= A ¥+ a!

STlars = AR ~Y [:> S VOST70~SignAOO]

2) Lokale Eichtransformationen:

() = e PO y(a,t)
Al(zt) = Ay(x,t) + 0, Nz, t)

i

5.9.2 Paritiatstransformation = Raumspiegelung

P: =7 t'=t;| alsoeine LT mit A* =

Das elektromagnetische Feld transformiert sich wie der Vierervektor x:

Al(Z't) = — A%, t) , A ist invariant

Der Spinor ¢ transformiert sich mit einer Matrix S

P: (@) = Sy(x)
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Die Dirac-Gleichung (ihv* D, —m) 1 = 0 ist invariant unter dieser Transformation, wenn
S=1",

denn 7° kommutiert mit 4° und antikommutiert mit ~*

Interpretation: Man betrachtet ein physikalisches Ereignis mittels eines Spiegels. Das Spie-

gelbild ist bei der Dirac-Gleichung ebenfalls ein physikalisch mogliches Ereignis.

ABER: Die Paritét ist keine allgemeingiiltige Symmetrie der Naturgesetze:
Sie ist in der schwachen Wechselwirkung (z.B. radioaktiver Zerfall) verletzt:

dort koppeln nur die Anteile mit sogenannter “linkshéndiger Chiralitéit”

I =75
2

P

von Spin—%—Teilchen7 mit dem Projektionsoperator 11275 der Chiralitét.

Wegen {vs5,7%} = 0 dndert die Chiralitdt aber unter der Paritatstransformation P

das Vorzeichen; die Paritdtssymmetrie ist hier maximal verletzt.

’Im allgemeinen ist das Spiegelbild eines Ereignisses also kein mogliches Ereignis !

Dieses experimentelle Ergebnis aus der schwachen Wechselwirkung ist gegeniiber der

Alltagserfahrung extrem iiberraschend.

5.9.3 Ladungskonjugationen

Wir betrachten das Verhalten der Dirac-Gleichung unter komplexer Konjugation:

DG: [y, (10" —qA")—m]y = 0
komplex konj.: h: (=it — q A*) — m] ' = 0 da A* reell

1) Wir erreichen eine neue Losung der Dirac-Gleichung, wenn wir eine Transformation

C: Y Yo = CyY*

so finden, daf 57;5 O-1— ——
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Losung in Standarddarstellung: C = 179
Losung in Majoranadarstellung: C=1 (s. Ubung)
Dann gilt  [y,(i0" +q¢A*) —m] ¢ = 0d. h. ¢¢ erfiillt die Dirac-Gleichung zu

demselben elektromagnetischen Feld A*, aber mit Vorzeichenwechsel der Ladung;

= ’Zu jedem Teilchen mit Ladung ¢ gibt es ein Antiteilchen mit Ladung —q.

2) Alternative Transformation: ¢ — ¢ und A, — Aff =—A,

Dann ist die Dirac-Gleichung invariant, ohne Anderung von g¢.

Bemerkung: Die Ladungskonjugations-Symmetrie ist bei der schwachen Wechselwirkung
ebenfalls krass verletzt.
Dagegen ist die Kombination CP “beinahe” erhalten, mit Ausnahmen in den Zerféllen
von schweren Quarks wie des “strange” Quarks (K-Mesonen). Die experimentelle

Beobachtung dieser CP-Verletzung kam ebenfalls extrem iiberraschend.

5.9.4 “Zeitumkehr” (Bewegungsumkehr)

Zur Erlauterung des Konzeptes der Bewegungsumkehr betrachten wir zunéchst die klas-
sische Physik und die nichtrelativistische Quantenmechanik, und erst dann die Dirac-
Gleichung.

1) Klassische Physik:

Trajektorie eines Teilchens: //

Bewegungsumkehr: Kehre zum Zeitpunkt ¢y (z.B. ¢y = 0) den Impuls des Teil-

chens um:
plto) — p'(to) = — plto)

Das System ist invariant, falls dann dieselbe Trajektorie wieder durchlaufen

wird, nunmehr riickwérts. (Dies ist also keine Bewegung “riickwérts in der

Zeit”])
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Bei Invarianz gilt also:

plto+ At) = —plto — At) ,  T'(tg + At) = +Z(tg — At)
und mit der Wahl tg = 0 und ¢t = At:

plt) = —p(=t) , Z'(t) = +&(-t) .

Invarianz erfillt, falls H den Impuls quadratisch enthélt; >
nicht erfillt bei Kriften ~ p,

2.B. im Magnetfeld, auBer wenn man auch A — — A transformiert [= B
~B]

2) Nichtrel. QM:

Schrodingergleichung: 10,(t) = Hp(t)

Komplex konjugiert: —10,¢*(t) = H;Y"(t)

Umbenennung t — —t:  i0; Y*(—t) = H*, ¢Y*(—1)
——

= Y'(t)

Invariant wenn H; = H*,
Effekt auf Erwartungswerte wie im klassischen Fall:
(2)y (1)

Byur(t) "= = (Bu(—t)

I
—~
8
~—

<

—~
L

~—

3) Dirac-Gleichung: (Rechnung s. Ubung)

Analog zum Fall der SG. Die Dirac-Gleichung ist invariant unter der Transfor-

mation

T: Y'(t) = S¢Y*(—t) mit S=1iy7; in Standarddarst.

wobei auch wieder das elm. Feld transformiert werden mufl

Az, t) = —Ax,—t), Al(x,t) = Aglx,—t)

109



Kapitel 5. Die Dirac-Gleichung

Eine mogliche Interpretation (Bjorken, Drell):

Man filme ein physikalisches Ereignis und lassen dann den Film riickwéarts
ablaufen. Bei der Dirac-Gleichung zeigt dies wieder eine physikalisch mogli-

che Situation.

Bemerkung:
In der Natur ist die 7-Invarianz ebenfalls verletzt, in den gleichen Féllen

wie die CP-Invarianz, denn es gilt das

| CPT-Theorem: |

In einer Quantenfeldtheorie mit lokalen Wechselwirkungen und Lor-

entzinvarianz ist CP7 eine erhaltene Symmetrie.

Es folgt z.B., daB fiir jedes geladene Teilchen auch ein Antiteilchen existiert,
mit gleicher Masse und gleichem Spin.

Literatur: Streater,Wightman: CP7T, Spin, Statistics, and all that.
Speziell in einer Lagrangeschen Feldtheorie (s.u.) bewirkt die CP7 Trans-
formation

L(x)— L(—x),

worunter die Theorie invariant ist.
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Kapitel 6
Kanonische Quantenfeldtheorie

Es folgt eine kurze Einfithrung in die “2. Quantisierung” von relativistischen Quantentheo-
rien, also den Ubergang zur relativistischen Vielteilchenphysik, mittels des Lagrange-

Formalismus und “kanonischer Quantisierung”.

Verwandt und alternativ kann man auch, wie wir danach kurz einfithren werden, mit-
tels Pfadintegralen vorgehen, wobei sich ein gemeinsamer Formalismus gleichartiger er-
zeugender Funktionen fiir klassische Theorien, Quantenmechanik, Quantenfeldtheorie und
statistische Mechanik ergibt ! Weiterfithrendes findet sich z.B. in den Vorlesungen iiber
Pfadintegrale und iiber Quantenfeldtheorie.

Der Zugang zur relativistischen Vielteilchenphysik verlduft dhnlich wie der nichtrelativisti-
sche Zugang in Kap. 1, insbesondere Kap. 1.5 (Feldoperatoren). Wir benétigen zusétzlich

zur Hamiltonschen die Lagrangesche Formulierung.
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Kapitel 6. Kanonische Quantenfeldtheorie

6.1 Lagrange-Formalismus

Da der Lagrange-Formalismus schon in der Klassischen Mechanik behandelt wurde, werden

wir ihn hier nur knapp zusammenfassen.

6.1.1 Lagrangesche Mechanik (Erinnerung)

Lagrange-Funktion:

1

o) = T-V = 3 [gmé - viw)| @B)

i

Wirkung:

to
s = / dt L(#)
t1

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung:

0SS = 0 bei Variation einer Bahn

L

q+38q

q(®)

Daraus folgen die

oL d 0L
Euler-Lagrange-Bewegungsgleichungen 0 T 0 = 0
) ) ) o oL
Sie enthalten die kanonisch konjugierten Impulse: p; := 9%
di
Die Hamilton-Funktion: H(p;,¢q;) = Zpi G —L = T+V

(2
ist durch eine Legendre-Transformation mit der Lagrangefunktion verkniipft.
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Kapitel 6. Kanonische Quantenfeldtheorie

6.1.2 Bewegungsgleichungen in der Feldtheorie

Index i — Ort 2:  Dynamische Feldvariable ¢(z) an jedem Ort (diskret oder kontinu-
ierlich)

(N.B. Bei kontinuierlicher Ortsvariable ergeben sich in der relativistischen Quantenfeld-
theorie erhebliche Probleme durch Divergenzen, die durch Regularisierung und Renormie-

rung behoben werden miissen (s.a. spéter).)

Wir betrachten allgemeiner nun ein Feld ¢,(z) an jedem Ort, wobei der Index verschiedene

Komponenten des Feldes numeriert.

Lagrangedichte:  L(¢,(x), 0,0.(2))

Lagrangefunktion:  L(t) = /d?’xﬁ

Die Wirkung (“Action”): S(Q2) = /d4x£ = /dt L(t)

ist auf einem Raumzeitgebiet ) definiert.

Wieder ergeben sich aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung, (ndmlich S = 0 bei einer

Variation der Felder, die auf der Oberfléche von Q verschwindet) die

oL oL
Bewegungsgleichungen _— 0, —— = 0
i 06,(x) " 0(Dur(2))

Der kanonisch konjugierte Impuls ist nun ein Feld, genauso wie ¢,(x) :

oL oL

(@) = 5o () 0o (z)

N.B.: Die Einfithrung eines Impulses zeichnet die Zeitkoordinate aus, wodurch die

resultierenden Gleichungen oft nicht mehr offensichtlich (manifest) Lorentz-kovariant sind.

Die Hamilton-Funktion ergibt sich wieder als Legendre-Transformierte der Lagrangefunk-

tion

Hno) = [ @ (ml0)ba) = £600,00)
Hamiltondichte M
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Kapitel 6. Kanonische Quantenfeldtheorie

Bemerkungen:

1) Bei komplexen Feldern behandelt man (z.B.) ¢ und ¢* als unabhéngige Komponen-
ten.

2) Relativistische Invarianz:

— L soll z, nur als Argument der Felder, aber nicht explizit enthalten

(mit einem Term z,2* wére ein Raum-Zeit-Punkt ausgezeichnet)

— dz ist relativistisch invariant (Rotation in idz®dz! dz?da? !)
= Damit die Wirkung S relativistisch invariant ist,

muf} auch £ relativistisch invariant sein, d.h.

L(d(2), 0,0'(x")) = L(¢(x), Dug(x))

— £ muB lokal sein (darf keine Raumzeitintegrale enthalten), sonst wére
Akausalitdt moglich

3) L ist nur bis auf eine totale Divergenz £ — £+ 0, f”(x) bestimmt !
— Randterm bei Integration — Bewegungsgl. invariant wenn die Felder im Unendlichen
geniigend schnell abfallen

4) £ muB hermitesch sein (bis auf eine totale Divergenz)

6.1.3 Beispiel: Einteilchen - Klein-Gordon-Gleichung

Eine mogliche Lagrangedichte ist hier

L= (@)@ ) - m)
Ableitungen:

oL 5 oL o

g~ "0 e 7

= Euler-Lagrange: (9, 0" + m?) ¢

0 : (reelle) KG-Gleichung
Konjugierter Impuls:

0
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Hamilton-Dichte:

M o= md—L = 3 (@) + (Vo) + m’ ()

Dies sieht wie eine Kette von gekoppelten harmonischen Oszillatoren mit Impulsen 7 und
Koordinaten ¢ aus !

N.B. Uber diese Darstellung kann man auch die 2. Quantisierung der KGG finden, in-
dem man H als Kontinuumslimes einer diskreten Kette von gekoppelten harmonischen
Oszillatoren an Punkten x; betrachtet und jeden dieser Oszillatoren quantenmechanisch
behandelt. Siehe z.B. Schwabl, Kap. 12.1.

6.1.4 Noethersches Theorem

e Aus jeder kontinuierlichen Symmetrie der Wirkung S folgt ein Erhaltungssatz

e Wir betrachten eine infinitesimale Transformation mit Parametern dw® (den Index r

lassen wir zur Vereinfachung fort)

oxt

! — ¥ + ozt = ¥ + ow®
dw?
)
b b+ 86 = 6+ Db
dwa

wobei a die Parameter der Transformation numeriert. Durch mehrfaches Anwenden
der Kettenregel und Benutzen der Euler-Lagrange-Bewegungsgleichung erhélt man
dann nach einiger Rechnung fiir die Anderung der Wirkung S unter dieser Transfor-

mation
0 = 05 = —/d4:z: (0 J=) ow®

mit dem zu der Transformation gehorigen Strom

oL 5 oz 0L 0¢
0(0,9) pqﬁléoﬂ 0(0,9) Ow?

T“p

Jo = - {Eg“p -

der den Energie-Impuls-Tensor T}' enthélt. Da die Parameter w® beliebig sind, ist

dieser Strom erhalten:

9. 5" = 0
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e = die|“Ladung” Q = [ d®z j%(x,¢) ist zeitlich erhalten |,

weil das Integral {iber eine Divergenz [ d*z 9; j* verschwindet.

Beispiele:
1) Translationen:
= 0,T" = 0
= erhaltener rdumlicher “Strom”: Spannungstensor 7%
Erhaltene “Ladung”: Viererimpuls P* = [ d3z T%(z,1)

mit der nullten Komponente

PY = /d%H = H

2) Rotationen: Gesamtdrehimpuls erhalten

3) Globale Eichtransformationen: ¢ — el ¢ :
Symmetrie z.B. bei Lagrangedichten der Form ¢' ¢, oder 9, ¢! 0" ¢
= (elm.) Strom (bei der komplexen KGG)

M=y (iag£¢ @) +he "€ (10,0)'¢ + hec

= (elm.) Ladung erhalten: Q = ¢ [ &*z (in"(z)¢(z) + h.c.),

wobei ¢ hier willkiirlich ist.

Zusammenhang mit den Erzeugenden der Symmetrietransformation:

Wir haben Symmetrietransformationen betrachtet, die sich mit einem kleinen Parameter

aus der 1l entwickeln lassen, also Elemente U einer Lie-Gruppe
U = &7 = 1+ ial + 0(a?)
mit Erzeuger T = TT und reellem stetigem «. Ein Operator A transformiert sich als
A = UAU' = (1+iaT)A(1—iaT) + O(a?) = A + ia[T,A] + O(a?)

Wenn der Operator A unter der Transformation invariant ist, gilt also [A,T] = 0. Insbe-

sondere ist bei einer Symmetrie des Systems der Hamiltonoperator invariant, also

[H,T]=0 .
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Umgekehrt wird durch jede Erhaltungsgrofie @ (also % = 1[H,Q] = 0) iiber den unitéiren

Operator
U =@

eine Symmetrietransformation erzeugt, ndmlich genau diejenige, zu der nach dem Noether-

schen Theorem die “Ladung” @) gehort !

6.2 Zweite Quantisierung

6.2.1 Erinnerung an die 2. Quantisierung der Schrédingerglei-
chung (Kap. 1)

e Beginne mit einer Einteilchen-Basis |i)

e Spanne total (anti-) symmetrischen Vielteilchen-Fock-Raum auf mit der Basis

a, ag

nams .. ) = #( D" (o)™ 10y

.I.

wobei die Erzeuger a] ein Teilchen im Zustand |i) erzeugen

= Vertauschungsrelationen

[az‘, a;’]—e = 5ij
lai,aj] -« = [a},al]c = 0
[Kommutator € = +1 fiir Bosonen, Antikommutator ¢ = —1 fiir Fermionen]

e Feldoperatoren: Transformation auf Ortsraumbasis |z)

ba) = Y, 0le) a

- s ; mit Wellenfunktion ¢;(x) = (z |7)
Pi(z) = i) a;

= Vertauschungsrelationen wie bei a; (ersetze ;; durch §(z — z’))

e Im Vielteilchensystem sehen die 1- und (die im Ortsraum diagonalen) 2-Teilchen-
operatoren, ausgedriickt in Operatoren 1&, W, formal genauso aus wie im Einteil-
chensystem — dort ausgedriickt in Wellenfunktionen (x), ¥*(z).
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e Ebenso ergeben sich formal dieselben Bewegungsgleichungen.

e Also ist bei der Schrodingergleichung die “2. Quantisierung” durchfiithrbar durch
die Ersetzung 1) +— zﬂ, V* @T, mit kanonischen Vertauschungsrelationen fiir die
Operatoren 1/;, W.

6.2.2 Verallgemeinerung

e Die Lagrangefunktion der Schrédingergleichung

ihi(z) = (—h—2 Vv + V(w)) ¥(z)

2m
1st

. K2
L = ihy*d — %w*-w - V(r)y*y

Daraus ergibt sich der zu 1/ kanonisch konjugierte Impuls

0L
oY
Es ist daher plausibel, dafl im allgemeinen nicht ¢*, sondern der kanonisch konjugierte

Impuls 7 in die zweite Quantisierung eingeht.

e Das durch den FErfolg begriindete allgemeine ’ Rezept fiir die 2. Quantisierung

(= Ubergang zur Vielteilchenphysik) ist

Y, m o= P, T

mit kanonischen gleichzeitigen Vertauschungsrelationen zwischen dem Feldoperator

Qﬂ und dem konjugierten Impuls-Feldoperator 7:
[y (@), 7s(2)]ce = 1R 6,5 6(x —a')

also analog zu den Vertauschungsrelationen von Ort und Impuls in der Einteilchen-

Quantenmechanik.

Bei der SG mit 7 = ikt also [ih(z), ¥f(z)] = d(xz —2') wie in Kapitel 1.
° qﬂ und 7 erfiillen wieder dieselben Wellengleichungen wie ¢ und .
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e Die Operatorzeichen ~ werden wieder meist weggelassen!

e Auch bei relativistischen Theorien erhélt (postuliert) man so die gleichzeitigen Kom-

mutatoren:

[Vr(2,1), ms(2/,t)]—e = 1R, 0(F— )

Alle anderen Kommutatoren verschwinden

Wegen der Deltafunktionen im Raum sind diese Beziehungen nur wirksam, falls Ort

Z und Zeit t iibereinstimmen und sind deswegen lorentzinvariant.

e Durch die Benutzung des kanonischen Impulses wird die Zeitkoordinate ausgezeich-
net, wodurch die explizite Lorentzkovarianz der Gleichungen in dieser kanonischen 2.
Quantisierung verlorengeht. Dieser Schonheitsfehler wird beim Pfadintegralformalis-
mus vermieden. (Literatur zu diesen und anderen Quantisierungsformalismen: z.B.
Kaku, Quantum Field Theory, S. 61 ff)

e Explizite Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren werden wir bei den Impulsraum-

darstellungen finden.

e Es existieren auch andere, letztlich dquivalente “Quantisierungsverfahren”, darunter
z.B.:

— das explizit kovariante Gupta-Bleuler-Verfahren, in dem aber zunéchst unphysi-
kalische Zustédnde, sogenannte “Geister”, auftauchen und iiber Nebenbedingun-

gen eliminiert werden miissen,
— die stochastische Quantisierung mit einer fiktiven 5. zeitartigen Koordinate,

— und die Quantisierung iiber Pfadintegrale.

6.3 Quantisierung des reellen Klein-Gordon-Feldes

Als erstes Beispiel betrachten wir ein reelles Klein-Gordon-Feld. (Das komplexe Klein-
Gordon-Feld wird in den Ubungen behandelt).
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6.3.1 Ortsraum
KGG: (0,0" + m*)¢(z,t) = 0 Einteilchengleichung fiir reelles KG Feld
e Die Vielteilchengleichung erreicht man durch Ubergang zu Erzeugungs- und Vernich-

tungsoperatoren fiir ¢ und 7.

Hier ist m = ¢ (s. Abschnitt 6.1.3), also lauten die gleichzeitigen Kommutatoren

B(F,1), 6(7.1)] =  ihIO(F— )

6.8 =160 = 0

e Beim reellen KG Feld mit ¢* = ¢ sind ¢! = ¢ und #' =7 hermitesch

° ngS hermitesch = keine Eichinvarianz (Multiplikation mit globaler Phase)
= elm. Ladung Null. Es gibt keine von den Teilchen verschiedenen Antiteilchen
(Auch bei den Operatoren ngS und 7 spricht man weiterhin von “reellen” oder “kom-

plexen” Feldern.)

e Unter Lorentztransformationen sind die Felder Skalare. Sie beschreiben daher Teil-

chen mit Spin Null, z.B. das Pion 7.

6.3.2 Impulsraum

Wir konstruieren nun die in der Literatur iibliche Fourierdarstellung von ¢, mit positiver
Energie, welche die KGG (9, 0" + m?*) ¢ =0 erfiillt.
(Durch die Verwendung von kontinuierlichen Impulsen statt Summen entstehen Normierungspro-

bleme, die wir nicht weiter besprechen. Siehe auch Schwabl, Kaku, Le Bellac)

Lorentzinvarianter Ansatz:

1 . '
P(z) =: W/d4k §(k* —m?) (ko) AEe—lk:v _’_ATEelkaf:

. /

. ~~
= KGG  pos. Energie “chene Wellen'’

Wir benutzen
oxr —xy
(@) = 3 |(fT<>(>T)

Nullstellen x ;)
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und betrachten §(k* —m?) als Funktion von kg, also

5(ko — VK2 +m2) L Ok + VE2 +m?)

2 _ 2y _
O(k" = m’) o g

= /d“k §(k* —m?) 0(ko) f(k) = /d3 /‘;—25 (ko — VE?2 +m2) f(k)

d3k
= f(k)
/ 2w
mit der Nebenbedingung w; = kg = 1/ k2 4+ m?

Wir sehen, daf [ gz—’f ein lorentzinvarianter Ausdruck ist. Um einfache Vertauschungsrela-
k
tionen zu erhalten, setzen wir Ay = /2wy a; und erhalten

ﬂeflkz + CL;;» elkr)

d3k
/ /P 2y (o

= <7T(:L‘) = age "+ alg eikx) )

| Fomm-

Aus den gleichzeitigen Vertauschungrelationen der ¢, ¢ wird die gleichzeitige Relation:

ag.ap) = 0O (k- F)

Alle anderen Kommutatoren verschwinden

also die Vertauschungsrelationen von unabhéngigen harmonischen Oszillatoren!

Hamiltonian: Aus der Hamiltondichte (Kap. 6.1.3)

H = (7 + (Vo)* + m’¢?)

N | —

wird durch Einsetzen

w—»
H = /d%H = /d?’k?’f(a;a,ﬁa,;ag) = /d%w,;( alap +
~——
nj (Dichte)

).

d.h. unabhéngige harmonische Oszillatoren mit “Auslenkungen” ¢, und “Impulsen” m,,

N —

und mit kanonischen Vertauschungsrelationen [¢, 7].
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Also erzeugt aj; ein “Teilchen” mit (per Konstruktion) positiver Energie, a; vernichtet

eines. Wir haben eine Vielteilchentheorie von unabhéngigen Bosonen erhalten.

Vakuum: Wegen der Vertauschungsrelationen gibt es einen Vakuumzustand |0) so, daf§

a,; ‘O) = 0
al 10) = |1y

(Bei der reellen KGG gibt es keine separaten Antiteilchen (s.o.), wohl aber bei der kom-
plexen KGG.)

6.3.3 Normalordnung

Die Energie des Vakuums (“Nullpunktsenergie”) ist [ d*k % in diesem Vielteilchensy-
stem. Bei kontinuierlichem Impulsraum ist dies ein Problem, denn die Energie des Vakuums
divergiert ! Andererseits ist diese Nullpunktsenergie aber nicht beobachtbar und man kann
sie deswegen zu Null normieren ! Ahnliche Probleme treten bei Vakuumserwartungswerten
anderer Observablen auf. Man definiert daher geeignete neue, ”normalgeordnete”

Operatoren so, dass ihr Erwartungswert im Vakuum per Konstruktion Null ist:

Normalordnung:: | Alle Erzeuger sollen links von allen Vernichtern stehen

Dies erreicht man durch entsprechendes Umsortieren der Erzeuger und Vernichter, ohne
Beriicksichtigung der Vertauschungsrelationen, aber mit einem Minuszeichen beim Vertau-

schen im Falle von Fermionen.

Das normalgeordnete Produkt wird durch Einschlufl in zwei Doppelpunkte gekennzeichnet.
7.B. ist bei Bosonen

: a%a,; + a,;aj; : :2a£a,g
: (ai—l—al)(ag%—az) : :aia§+a£a1~l—aia2~l—a1a2

Neudefinition: Setze iiberall Normalordnung in £, H, Observablen, ...

3. YE .ot oot
z.B. H ~ /dk: 5 ;aEak—i-akaE.

J/

-~

h
QaE ag
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Die Nullpunktsenergie taucht nicht mehr auf !

Gleichzeitig wird durch generelle Normalordnung das Problem vermieden, dafl im Konti-
nuum ein (nicht normalgeordnetes) Produkt von zwei Operatoren an demselben Raumzeit-

punkt nicht wohldefiniert ist.

6.3.4 Propagatoren

Zur Definition von Propagatoren zerlegen wir zunéchst die Losung der freien Klein-Gordon-

Gleichung in Anteile positiver und negativer Frequenz

px) = ¢ (x) + ¢ (v)
d3k

YR
V232w F

Man beachte, daf hier der Anteil positiver Frequenz ¢* den Vernichter ay und der Anteil

efikx ikx

+/ @k al e
VCr)F 2w, *

negativer Frequenz ¢~ den Erzeuger a% enthélt !

Der Feynman-Propagator Ay ist iiber das zeitgeordnete Produkt definiert:

iAp(z) = (O]T ¢(z) (0) 10)
= 0(t) (0] ¢(z) #(0) [0) + O(=t) (0] ¢(0) ¢(x) 0)
= 0(t) (0] o*(x) ¢=(0) [0) + O(=t) (0] ¢*(0) ¢~ (x) [0)
= 0(t) (0] [¢*(z), o~ (0)][0) + O(=¢) (0] [¢7(0), ¢~ (2)]]0)
= 0t)  [¢7(2), 06 (0)]  + 0(=t) [¢%(0), ¢ (2)]
Um zur dritten und vierten Zeile zu gelangen, wurde ausgenutzt, daB ¢ [0) = (0] ¢~ = 0.

Die letzte Zeile ergibt sich, weil der Kommutator nicht operatorwertig ist.

In der dritten Zeile sehen wir, dafl beide Summanden Prozesse beschreiben, die in der
Zeit vorwdrts propagieren: Beim ersten Summanden wird ein Teilchen bei 0 erzeugt und

propagiert nach z, beim zweiten umgekehrt.

Der im relativistischen Fall iibliche Feynmanpropagator A beschreibt diese beiden Pro-

zesse, im Unterschied zur frither betrachteten nichtrelativistischen Greensfunktion wie
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iGm (t) = 0(t) ([ax(t),al(0)]). (N.B. Auch im nichtrelativistischen Fall kann man Ap
ag,ay,

ganz analog definieren.)

Den Kommutator berechnet man mittels der Vertauschungsrelationen von a; und a%:

- 1 ! 1 —ikx
(6@, 0] = G [ R o) e
d3k e—ikx ' )
:t/mﬂ%ﬁ = 1AT(x)  (mit ko = wp)

Man kann A" und den Feynman-Propagator auch als vierdimensionale Integrale schreiben:

d4k e—ik:{:
At@) = _l%@ﬂ4m—m2

Imk, A

C+

{u
£
/

Re kg

und

d4]{5 e—ikx
ar = f .
(2m)* k2 —m? +i0+

Imk, A

125



Kapitel 6. Kanonische Quantenfeldtheorie

Der Term +i0" bewirkt eine Integration entlang des skizzierten Pfades und damit die
Zeitordnung mit 6(¢) und 6(—t) in Ap. Aus dieser Darstellung sicht man, dafl Ap eine
Greensche Funktion der KGG ist:

(0,0" + m?) Ap(z) = —oD(a)
Die KGG mit einer &uBeren Quelle J(z)
(8,0 + m?) p(x) = J(x)
wird also von
o) = onla) — [ e Ao =) I

gelost, wobei ¢g(z) eine Losung der freien KGG ist. Dies macht man sich in der Stérungs-

theorie fiir wechselwirkende Theorien zunutze.

6.4 &*-Modell: Stérungstheorie

Die ®*-Theorie mit der Lagrangedichte

1 m?2 A
£(¢a au¢) = _(0V¢) (8V¢) - 5 ¢2 - ¢4
2 2 4!
und reellem Feld ¢(z) ist eine der einfachsten wechselwirkenden Feldtheorien und ein Stan-
dardbeispiel. Wir werden anhand dieser Theorie kurz die Herleitung der Storungstheorie

skizzieren.
Die klassische ¢*-Feldtheorie wird in den Ubungen behandelt.

Die zweite Quantisierung verlduft wie beim skalaren Feld ohne Wechselwirkung. Der

Hamiltonian enthilt nun zusétzlich den ¢*-Term:

A
H = H, + H,, mit H = /d%w“

und ¢ und 7 sind nun Operatoren.

Die Storungstheorie erhélt man durch Entwicklung in der Kopplung A. Dazu geht man,

analog zur QM I, vom bisherigen Heisenberg-Bild zum Wechselwirkungsbild (Dirac-

Bild) iiber, das wir schon in Kapitel 2 benutzt haben. Zustiande entwickeln sich geméfl
Ww(t)” = UP@) |v)
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in der Zeit, und Operatoren wie ¢ und ™ geméaf
P(z,t) = UP(t) o(,t) (UP)7H(t) .

Die (nicht explizit zeitabhéngigen) Operatoren im Wechselwirkungsbild erfiillen die freien

Bewegungsgleichungen
cdp D
— - H
. d
IE 7TD = [T['D s Ho]

deren Losungen uns schon bekannt sind. Es bleiben die Bewegungsgleichungen des Zeit-

entwicklungsoperators

d D D
—U"(t = H,U t
I]t () 1 ()

mit der formalen Losung
UD(.[:’ tO) — T efi ftto di HlD(g)
-
= 1 —if, dty HP(t) +
die man in eine Potenzreihe in A entwickeln kann. (Zuvor hatten wir ty = 0 gewéhlt.)

Im allgemeinen moéchte man n-Punkt-Greensfunktionen

G (21, ....xy) = (O] T ¢(x1), ..., p(x,) |0)

berechnen, um daraus Streuquerschnitte zu erhalten. Dazu betrachtet man t; — —oo und
t — oo, und nimmt an, daf die einlaufenden und auslaufenden Zustinde (Teilchen) zu
diesen Zeiten dieselben Matrixelemente wie die freien Teilchen haben. Uber das Wicksche
Theorem kann man die auftretenden Produkte von mehreren zeitgeordneten Operatoren
auf eine Linearkombination von Produkten von Zweipunkt-Propagatoren Ag dieser Ope-
ratoren zuriickfithren. Auf diese Weise kann man schliellich die n-Punkt Greensfunktionen
storungstheoretisch auf Integrale iiber Zweipunkt-Propagatoren zuriickfithren. Im Impuls-

raum erhalt man damit die Greensfunktionen

(27T)4 5(4)(])1 + b2 ... + pn) G(n) (ph apn) = / H d4xi e_ipixi G(n)(l'l, ) xn)
=1
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6.4.1 Feynmanregeln

Die auftretenden Integrale in verschiedenen Ordnungen der Storungstheorie kann man mit
Hilfe der Feynmanregeln graphisch sehr anschaulich darstellen. Fiir die ¢*-Theorie lauten

sie im Impulsraum:
1. Zeichne jeden verbundenen topologisch unterschiedlichen Graphen mit n externen
Linien, und summiere im folgenden die Beitréige aller Graphen.
2. Jede externe Linie erhilt einen Faktor i Ap(p;) fiir den &uBeren Impuls p;.
3. Jede innere Linie erhélt einen Faktor ¢ Ap(p).
4. Jeder Vertex erhélt einen Faktor —iA. An jedem Vertex gilt Impulserhaltung.

5. Integriere iiber jeden inneren Impuls, der nicht durch die Impulserhaltung an den

Vertizes fixiert ist.

6. Der Beitrag jedes Graphen wird durch die Anzahl der moglichen Permutationen

innerer Linien (bei festen Vertizes) dividiert..
Beispiele:

1. Die Zweipunktfunktion G® ist in nullter Ordnung der Propagator Ap. In Ord-

nung A\' kommt ein Vertex mit einer Schleife hinzu, iiber deren Impuls zu inte-

Qp

P, b,

grieren ist.

2. Die Vierpunktfunktion G ist in nullter Ordnung Null. In erster Ordnung ist sie
einfach ein Vertex mit 4 &ufleren Beinen. In zweiter Ordnung der Storungstheorie

kommen Beitrage wie die hier skizzierten dazu.
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X

Die Feynmanregeln lassen sich auch systematisch im Rahmen der Pfadintegralformulierung
aus dem erzeugenden Funktional log Z als eine Entwicklung in der Anzahl der inneren
Schleifen (Loops) herleiten. Dies stellt sich gleichzeitig als eine Entwicklung in Potenzen

von h heraus !

6.4.2 Regularisierung

Die in den Feynmangraphen auftretenden Integrale divergieren bei kontinuierlichem Raum
fiir groBe Impulse (“UV-Divergenz”). Man braucht daher einen Regularisierungsparameter,
z.B.

e cine maximale Impulsskala A (in vielen Varianten), wie z.B. auch

e cin diskretes Raum-Zeit-Gitter (Gittertheorie); oder

e cine Dimension 4 — € (!)

Den Regularierungsparameter mufi man am Ende der Rechnung entfernen.

6.4.3 Renormierung

Zusatzlich braucht man die Renormierung:
e Eine Normierung der Parameter ist, auch ohne Divergenzen, in einer wechselwirken-
den Theorie immer nétig.

Beispiel: Man betrachte einen Festkorper. Das “Elektron” (Quasiteilchen!) hat dort

eine effektive Masse m*, verschieden von der Masse mg in H!
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Wenn der Parameter my der Theorie nicht auf andere Weise auflerhalb des
Festkorpers (und damit auBerhalb der betrachteten Theorie) mefibar wére, miifite
man ihn (und die anderen Parameter) so setzen, daf§ die Vorhersage der Theorie

mit dem gemessenen m* (und allen anderen MefigroBen) tibereinstimmt!

Hier muff man also die “nackten” Parameter der Theorie (bei ¢*: mg, Ao und die
Normierung Z, der Wellenfunktion) (in jeder Ordnung der Stérungstheorie neu) so
renormieren, daf§ die Theorie die physikalisch gemessenen Werte von Observablen
liefert. Dies kann man etwa tun, indem man bei festem Regularisierungsparameter die
nackten Parameter als Funktion von geeignet gewéhlten physikalischen Mef3grofien

ausdriickt, die m und A entsprechen, sowie eine Normierungsbedingung wéhlt.

Bei Variation des Regularisierungsparameters mufl man entsprechend auch mg, Ag,

Zy so variieren, dafl diese physikalischen Observablen den korrekten Wert behalten.

Im Limes A — oo kénnen dabei auch mg, g, Zy divergieren (und das tun sie in vier

Dimensionen in der Regel auch !).

Die Theorie heifit renormierbar, falls es méglich ist, bei Variation von A nur endlich viele
Parameter zu adjustieren, in beliebiger Ordnung der Storungstheorie. Die Renormier-
barkeit hangt von der Dimension des Systems und von der Dimension der Kopplungs-

konstanten ab.

Die ¢*-Theorie ist in D < 4 Dimensionen renormierbar, (bei D < 4 “superrenormier-
bar”), nicht aber bei D > 4, da dann der Divergenzgrad der Feynmandiagramme mit

der Ordnung der Stérungstheorie zunimmt.

6.4.4 Trivialitat

Es kann allerdings geschehen, dafl die Theorie nur bei verschwindender Wechselwirkung

A = 0 renormierbar ist, de facto also “trivial” ist. Es hat sich in den letzten Jahren mit

Hilfe einer Kombination von stérungstheoretischen und nichtstérungstheoretischen Rech-

nungen (Gittereichtheorie) herausgestellt, dafl dies bei einer Reihe von wichtigen Theorien
tatsichlich so ist (!):

e Bei der ¢*-Theorie (also gerade beim Schulbeispiel der Lehrbiicher !) aufgrund einer

Singularitét, die auch schon in der 1-Loop-Naherung auftritt (“Landau-Singularitét”)
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e Bei der QED aufgrund einer gleichartigen Singularitét, aber erst bei Integration bis
zu irrelevant hohen Energieskalen. Dies ist nicht wichtig, weil die QED nur ein Teil
der vereinheitlichten elektroschwachen Wechselwirkung ist. Allerdings kann dasselbe

Problem auch dort auftreten.

e Bei der elektroschwachen Wechselwirkung (Glashow-Salam-Weinberg-Theorie), wenn
die Masse des dort postulierten Higgs-Teilchens iiber etwa 1 TeV liegt. Daher muf}
bis etwa 1 TeV entweder dieses Teilchen gefunden werden, oder die elektroschwache
Theorie mufl zusammenbrechen, d.h. experimentelle Hinweise auf eine umfassendere

Theorie miissen sichtbar werden.

e Nicht betroffen ist die QCD, die Theorie der starken Wechselwirkung. Sie zeigt das
Phénomen der “asymptotischen Freiheit”: bei grofien Impulsen wird hier die (geeignet
definierte) effektive Wechselwirkung immer kleiner, d.h. die Quarks werden bei hohen

Energien zu nahezu freien Teilchen, und obige Landau-Singularitit tritt nicht auf.

131



Kapitel 6. Kanonische Quantenfeldtheorie

6.5 Quantisierung des freien Dirac-Feldes
Felder: Wir behandeln nun v, und v, als unabhingige Felder.

Als Lagrangedichte fiir das Dirac-Feld kann man z.B. wéhlen

L = 9Y(x) (i@ — m)¢(z) (oder alternativ z.B. £ = —%@0(5 — 5} —m) )

Die Alternativen unterscheiden sich durch totale Ableitungen.
Es gilt £ = 0 fiir Losungen v oder 1) der DG.

Konjugierte Impulse:

Ty = —a.ﬁ = iwl , 0L

0t TR

Der konjugierte Impuls 7, verschwindet also ! Man kann deswegen bei der 2. Quan-

0 ()

3
Q
|
|

tisierung nicht den Kommutator [1),(z), 7o (2')] gleich d(x — a') setzen, da dieser

Ausdruck identisch verschwindet.

Hamilton-Dichte:

Y Matha — L = W (=i 0; +m) ¥
Fiir Losungen der DG ist die Hamiltondichte also H = ¢ (i7° 9p) ¢.

2. Quantisierung: Wir fithren zunéichst eine Impulsraumdarstellung ein (analog zum

komplexen Klein-Gordon-Feld).

dgk‘
\/27r CL)l<rr12
= YT (z) +¢ (2)

P(r) = up (k) e+ dl (k) v (k) ')

wobei u und v die Losungen der freien Dirac-Gleichung aus Kapitel 5.7.2 sind. Dieses

Feld ist wieder so konstruiert, daf} es positive Energie hat. b und d sind zunéchst

'Im Buch von Schwabl wird hier eine Umdefinition der v, vorgenommen
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Koeffizienten, spiter werden sie Erzeuger/Vernichter. Die zweite Zeile gibt wieder
eine Zerlegung in Anteile positiver und negativer Frequenz an, die fiir die Definition

von Propagatoren benétigt werden. Die entsprechende Gleichung fiir v lautet
- d3k m . ,
i) = [ TS Gl ame 4w e )
e\ 2
mit weiteren Koeffizienten b1(k) und d,.(k).
In dieser Darstellung erhilt man fiir die Hamiltonfunktion H = [ d3z 'H

H = / Pk wp Y (bL(k) b (k) — d (k) di(k))

e Wenn b, d jeweils bosonische Vertauschungsrelationen héatten, dann wére die

Energie nicht nach unten beschréankt.

e [osung: fermionische Vertauschungsrelationen:

— (R = b B(F—F)
D) = e SN S| a6} = G- B

e Dann gilt fiir der 2. Term in H:
- dr(k) di(@ = di(@ dr(k) — Opp 53(E - E/)

und die Hamiltonfunktion (Operator) wird positiv, mit zwei Teilchenzahlopera-

toren (s.u.).

e Bei Einfiihrung von Normalordnung verschwindet zusétzlich der konstante An-
teil der Hamiltondichte.

Strom und Ladung: £ ist invariant unter der globalen Phasentransformation
Vo = €9 Yo, Yo = ¥,
Mit dem Noetherschen Theorem ergibt sich ein erhaltener Strom
it = 0, J = Uy

und daraus die erhaltene Ladung

@ = [@r = [@civtos = [ @Y 00 - a0 dm)

Nach Ankopplung an das elektromagnetische Feld (s.u.) werden sich diese Grofien

(mal ¢) als elektrischer Strom und elektrische Ladung herausstellen.
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Interpretation:

big(k) erzeugt ein Teilchen der Ladung ¢ mit Spin T, |
db(k:) erzeugt ein Antiteilchen der Ladung —q mit Spin |,T

Beide per Konstruktion mit positiver Energie, und beide mit Impuls +£*

Propagator: Den Feynman-Propagator des Dirac-Feldes definiert man vollig analog zum
Fall des Klein-Gordon-Feldes, (wobei bei Vertauschung der Argumente des Zeitord-

nungsoperators fiir Fermionen ein Minuszeichen auftaucht).
Sp(z) = —i (0] T ¢(x)¥(0) |0)
= .= (i + m) Ap(z)

_ / d*p - p+m

(2m)4 p? —m? + 10+

Er beschreibt sowohl die Propagation eines Teilchens als auch eines Antiteilchens.

6.6 Quantisierung des Strahlungsfeldes

Die Quantisierung des Strahlungsfeldes ist, u.a. wegen der Eichinvarianz, recht kompliziert.
Wir geben hier eine sehr gestraffte Darstellung.

Eichung: Wir wihlen die Coulomb-Eichung VA = 0 (nicht lorentzinvariant!) In dieser

Eichung sind die letzlich resultierenden physikalischen Freiheitsgrade, ndmlich die

beiden transversalen Photonen, direkt sichtbar.

Alternativ kann man mit der Gupta-Bleuler-Methode (siche z.B. Schwabl, Anhang
E) auch kovariant in der Lorentz-Eichung 0, A* = 0 arbeiten. Die Eichung mufi dann
als Bedingung an die Matrixelemente physikalischer Zusténde gestellt werden, nicht
direkt an die Operatoren des elektromagnetischen Feldes. Die zunéchst zusétzlich
aufgetretenen skalaren und ein longitudinalen Photonen tragen dann nur noch zur
Coulomb-Wechselwirkung bei.
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Lagrangedichte: Eine mogliche Lagrangedichte fiir die klassische Maxwelltheorie ist

1
L= —JFuF" — A

Daraus folgen als Euler-Lagrange-Gleichungen die inhomogenen Maxwellgleichungen

au FMV — jV

-,

mit () = (p,j) und der Teilchenstromdichte J.

Kanonischer Impuls: Der zu A, kanonisch konjugierte Impuls ist

oL

nm = —/ = —Fm
A,

Daraus folgt, da8 IT' = E¢, aber der zu Ay konjugierte Impuls verschwindet: I1° = 0!

N.B.: Zur Lorentz-Eichung gehort die Lagrangedichte

Ly = (0, A,) (07A%) = j A",

1
2
die sich von obigem £ um eine totale Ableitung und um —%(8)\14)‘)2 unterscheidet. Die
Bewegungsgleichung lautet jetzt 0 A* = j#, was in der Lorentz-Eichung mit den Maxwell-
gleichungen identisch ist. Der kanonische Impuls ist IIf = — A" und verschwindet nicht.

Dadurch treten aber in der 2. Quantisierung zunéchst zu viele Freiheitsgrade auf.

Freies Feld in Coulomb-Eichung: Wir behandeln das freie elektromagnetische Feld in
Coulomb-Eichung. Mit VA =0 und j* = 0 folgt AA® = 0, dessen im Unendlichen

verschwindende Losung A° = 0 ist. Es gibt daher in Coulomb-Eichung kein “skalares

Photon” A°. Mit den Euler-Lagrange-Gleichungen folgt
A =0, B=-4A = AA =0

Aus der Lagrangedichte wird

1 1 N =
L = —ZF, FW — —<E2—32>
gt 2

und daraus folgt die Hamilton-Dichte

. 1
H = IFA — L = 5(E2+BZ)

(Dies kann man auch als Summe von harmonischen Oszillatoren darstellen, dhnlich

zur Klein-Gordon-Gleichung, und auf diese Weise die 2. Quantisierung einfiihren.)
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Impulsraumdarstellung: Wir gehen statt dessen wie in den fritheren Kapiteln vor und

fiihren zunéchst eine Impulsraumdarstellung so ein, daf§ A° = 0 und OA/ = VA =0

automatisch gilt:

—ikx w1t ikx
Qi) € + NI )

&3k 2
A(z) = / —W; (%

mit wy = |E\ und mit den beiden Polarisationsvektoren ez, fiir die gilt

ke, = 0 e = Ow
———
transversal

Die Polarisationsvektoren miissen wegen VA = 0 senkrecht auf der Ausbreitungsrich-
tung stehen und sind orthonormal. In der Coulomb-Eichung gibt es daher nur zwe:
Polarisationsrichtungen. Aus den 4 Freiheitsgraden von A* sind also durch die Ei-
chung und die Bewegungsgleichungen (aus denen auch die Masselosigkeit des Photons

folgt) lediglich zwei physikalische Freiheitsgrade verblieben.

Im Impulsraum lautet die Hamiltondichte jetzt
_ 3 WE( t i
H = / d°k Z 7(%A agy + agyaz,)
A

2. Quantisierung: Man konnte versucht sein, kanonische Vertauschungsrelationen fiir das

elektrische und das magnetische Feld einzufithren. Dies ist inkorrekt, unter anderem
weil das magnetische Feld B nichtlokale Auswirkungen hat: Beim Aharonov-Bohm
Effekt wird das Elektron vom einem Magnetfeld beeinflufit, das am Ort des Elek-
trons Null ist ! Dagegen ist die Wechselwirkung mit dem Feld A*, iiber die man den
Aharonov-Bohm-Effekt berechnet, vollig lokal (s.a. Pfadintegrale).

Wir fiithren daher gleichzeitige Vertauschungsrelationen fiir das Eichfeld A" ein. Aus
dem Planckschen Strahlungsgesetz wissen wir, dal Photonen Bosonen sind. Die ent-

sprechend zu postulierenden Vertauschungsrelationen lauten

[arn afiy] = O d(k — &)

(Bei Lorentz-Eichung ergeben sich zusitzliche Komplikationen mit den Polarisatio-

nen).

Der Hamiltonian wird nunmehr zu

1
H = /d?’k‘sz (alwkwr 5)
A <~

entfillt nach Normalordnung
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Als Impulsoperator ergibt sich mit Normalordnung

Poe s [@BxB o = [@rY Fd,a

2
A N——
9N
Vertauschungsrelationen im Ortsraum: Wir berechnen [A’, n/] = [A?, B] = —[A?, A7)

durch Einsetzen.

Wir benutzen, dafl die Vektoren %, €r.1, €2 ein orthonormales Dreibein bilden.
Deswegen gilt die Vollstindigkeitsrelation (analog  (i|p)(pl7) = i)

k' kI . . . kK
L Y X
Es ergibt sich:
o o ) Bk e o KK
[A'(Z,t), B (y,t)] = i /(27r)3ek( )] ((5J _ p)

dies wire 0@ (& — %)

d. h. zusétzlich zur bisherigen kanonischen Quantisierung taucht der

Projektor (6% — %) auf transversale Zusténde auf.

Tieferer Grund ist die Eichfreiheit in der ED.

Elektromagnetische Felder als kohirente Zusténde: Die Operatoren des transver-

salen elektrischen Felds und des Magnetfelds ergeben sich als Linearkombinationen

von Erzeugern und Vernichtern

Ey=> ..(gg—al) , B=) . (az+al)

Sie vertauschen nicht, sondern sehen formal dhnlich aus wie Orts- und Impulsopera-
toren des harmonischen Oszillators.

Man kann zeigen, dafl die Eigenzustinde von E, und B kohirente Zustiinde

sind, mit unendlicher Unschérfe der Photonenzahl.

137



Kapitel 6. Kanonische Quantenfeldtheorie

Propagator: Den Feynman-Propagator definiert man wieder wie zuvor
Di'(z) = —i(0] T A*(z)A”(0) [0)

Bei Coulomb-Eichung und in der Storungstheorie fithrt dies schliellich zu dem kova-

rianten Propagator

d4l€ e—ikz
D¥(z) = —g"
F (x) g / (27r)4 [ERT

Derselbe Propagator ergibt sich auch bei Lorentz-Eichung. Im allgemeinen ist die

Form des Propagators von der Eichung abhéngig.

6.7 Bemerkungen zur Quantenelektrodynamik

Die Lagrange-Dichte der Quantenelektrodynamik erhélt man durch Addition der Lagran-
gedichten des freien Photons und des Elektrons (Dirac-Feld), mit kovarianter Ableitung

D,, des elektromagnetischen Feldes.

L = v(iD - m)y — }lFWF“”

Diese Lagrangedichte (oder eine dquivalente Form) ergibt sich schon als allgemeinster Aus-
druck, der Lorentz-invariant, invariant unter lokalen Eichtransformationen, und zusétzlich
hochstens quadratisch in den Feldern A und @ und ihren Ableitungen ist ! Insbesondere
folgt aus der Eichinvarianz, dafl das Photon masselos sein muf} (weil m? A, A* nicht eichin-
variant ist), und dafl £ die kovariante Ableitung D, = 0, + igA,, enthalten mufl. Durch

Einsetzen von D, erhdlt man

_ 1
L = YPig —m)y + A, — ZFWFW

mit j* = ¢ y*1). Aus der lokalen Eichinvarianz folgt also die Kopplung Ju A" zwischen
dem Materiefeld v und dem elektromagnetischen Feld A* !

Storungstheorie: Zur Behandlung der QED benutzt man iiblicherweise die Storungs-

1
137,...

~ ¢2. Die

theorie. Die relevante Kopplung ist die Feinstrukturkonstante a =
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Storungstheorie ergibt sich formal aus dem erzeugenden Funktional log Z (s.u.). Phy-
sikalische Prozesse werden wieder iiber die freien Propagatoren des Materiefeldes und

des Eichfeldes ausgedriickt, die man graphisch z.B. so darstellen kann

Photon Elektron Positron

Die Pfeile zeigen hier in die Richtung des Ladungsflusses. Sie sind daher am Wech-

selwirkungsvertex kontinuierlich. Die Wechselwirkung erscheint graphisch als

s

mit der Starke —igy*. Im Impulsraum gilt wieder an jedem Vertex Impulserhaltung.

Mit den entstehenden Feymandiagrammen kann man so z.B. Prozesse wie

e Compton-Streuung e~ +v — e + 7,
e Elektron-Positron Paar-Vernichtung et +e~ — v+~

und entsprechend Paar-Erzeugung,
e Elektron-Positron-Streuung e™ +e~ — et +e,

e Erzeugung z.B. von Myonen e™ +e~ — pu™ +pu”

beschreiben und berechnen. Im folgenden Bild sind nur einige Beispiele fiir dazu bei-

tragende Diagramme in niedrigster Ordnung der Storungstheorie wiedergegeben.

T > I <

Compton—Streuung Paar—Vernichtung Elektron—Positron—Streuung oder Myon—Erzeug

Regularisierung und Renormierung: Der Propagator des vollen wechselwirken-

den Elektrons ist natiirlich nicht gleich dem der freien Dirac-Theorie. Man kann ihn

storungstheoretisch als
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schreiben, wobei in dem schraffierten Bereich alle Wechselwirkungsprozesse beliebi-
ger Ordnung zu summieren sind, und links die einfachsten beitragenden Diagramme
wiedergegeben sind. Man berechnet so die “Selbstenergie” des Elektrons. Ebenso ist
der Propagator des wechselwirkenden Photons nicht gleich dem der freien Maxwell-
Theorie, sondern als

symbolisierbar, wobei das mittlere Diagram die “Vakuumpolarisation” beschreibt.

Analog ist auch der wechselwirkende Vertex der vollen Theorie betroffen. Insgesamt
erhélt man durch Berechnung dieser Diagramme, mit einer Regularisierungsprozedur
zur Vermeidung von Divergenzen, und mit Festlegung der Parameter der Theorie
anhand physikalischer Prozesse, schliellich die Renormierung von Masse, Ladung,
und Wellenfunktion. Es gibt hierzu viele verschiedene Renormierungsverfahren, die
leider alle mit einigem Aufwand verbunden sind. In der Storungstheorie 148t sich auch
die Renormierbarkeit der QED zeigen, wobei wesentlich die Eichinvarianz eingeht.
Siehe auch Kap. 6.4. Mehr dazu in der eigenen Vorlesung iiber Quantenfeldtheorie
(Quantenelektrodynamik).

Nichtstorungstheoretische Methoden: Einen ganz anderen Zugang bieten nichtstérungs-
theoretische Methoden, wie z.B. die Gittereichtheorie. Wahrend fiir praktische Rech-

nungen in der QED die Stérungstheorie ausreicht, braucht man

(1) fiir einen mathematisch rigorosen Zugang die Gitterregularisierung. wobei die

axiomatische Formulierung der QED noch aussteht.

(2) fiir stark wechselwirkende Theorien wie die Quantenchromodynamik (QCD)
(und auch fiir die elektroschwache Theorie bei hohen Energien) nichtstérungs-
theoretische Rechnungen. Zum Beispiel kann das sogenannte “Confinement”
der Quarks in der Gittereichtheorie relativ leicht gezeigt werden, wihrend es

storungstheoretisch voéllig unzugénglich ist.
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Pfadintegrale und Erzeugende
Funktionale

e Der Pfadintegralformalismus bietet eine alternative Quantisierungsmethode. Sie fithrt
von der Kenntnis der klassischen Lagrangefunktion direkt zur 1. und 2. Quantisie-

rung, sowohl relativistisch als auch nichtrelativistisch.

e Entwickelt von Feynman in seiner Doktorarbeit 1942 (nichtrelativistisch) und spéter.

Erste Ideen von Dirac, dhnliche Uberlegungen auch von Schwinger.

e Konzeptionell ist dieser Formalismus klarer als die kanonische 2. Quantisierung, auch
in Systemen mit Nebenbedingungen (z.B. Eichtheorien). Auch bei nichtabelschen
Theorien treten kaum Komplikationen auf, wihrend diese Theorien in kanonischer

Quantisierung kaum mehr handhabbar sind.

e Die Wahl unterschiedlicher Basissysteme erlaubt eine Quantisierung sowohl mit klas-
sisch aussehenden Feldern (kohérente Zusténde) als auch mit verschiedenen Varianten
von Operatoren und Zusténden wie in der kanonischen Quantisierung. Mit kohéren-
ten Zustdnden erhélt man eine formal eine klassische Zustandssumme wie in der

statistischen Mechanik.

e Das Pfadintegral ist Grundlage sowohl der systematischen Stérungstheorie iiber das
erzeugende Funktional Z(J) (Zustandssumme), als auch fiir nichtstorungstheoreti-
sche Methoden (Gittereichtheorie).
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e Der Formalismus der erzeugenden Funktionale fiir Greensche Funktionen ist dersel-
be wie in der klassischen statistischen Physik. Dort iibernimmt man zum Studium

kritischer Phdnomene auch die Renormierungstheorie aus der Quantenfeldtheorie.

e Pfadintegralformulierungen sind auch die Grundlage fiir Quanten-Monte-Carlo-Rech-

nungen, sowohl in der nichtrelativistischen als auch der relativistischen Physik.

o Schwierigkeiten: Pfadintegrale werden im Limes kontinuierlicher reeller Zeit proble-

matisch, dagegen ist in imaginérer Zeit alles wohldefiniert.

Ergebnisse fiir physikalische Grofien (z.B. Greensfunktionen) kann man, da sie analy-
tische Funktionen sind, mit der sogenannten Wick-Rotation (it — t) auf reelle Zeiten

iibertragen.

Bei numerischen Resultaten, welche nur endlich viele Daten und noch dazu statisti-
sche Fehler aufweisen, ist dies besonders schwierig. Das Ergebnis bei reeller Zeit ist
dann extrem unterdeterminiert ist. Hier benutzt man die Bayessche Statistik, um

Wahrscheinlichkeitsaussagen zu machen (“Maximum Entropy”-Techniken).

e Wir werdem im folgenden Probleme mit Grenziibergéingen (insbesondere in der Zeit)
ignorieren, und im Zweifelsfalle Raum und Zeit als diskret betrachten (trotz gegen-

teiliger Notation!)
e Literatur: Die meisten neueren Biicher iiber Quantenfeldtheorie, zum Beispiel

— Negele-Orland, Quantum Many Particle Systems (nichtrelativistisch)

Le Bellac, Quantum and Statistical Field Theory (Gemeinsame Darstellung, vom
Ising-Modell bis zur QCD !)

Ramond, Field Theory, A Modern Primer (Reine Pfadintegraldarstellung)
— Kaku, Quantum Field Theory (Mehr zur Teilchenphysik orientiert)
— Feynman-Hibbs, Quantum Mechanics and Path Integrals

— Roepstorft, Path Integral Approach to Quantum Physics
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7.1 Feynmansches Einteilchen-Pfadintegral

Postulate: Man kann die Quantisierung iiber Pfadintegrale allgemein mit Hilfe von zwei
Postulaten durchfiihren, die im Wesentlichen das Doppelspaltexperiment beschrei-

ben, welches sich also als Essenz der Quantenmechanik herausstellt.

1. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafy ein Teilchen von a nach b gelangt, ist das
Betragsquadrat einer Ubergangsamplitude G(a, b):

pla,;b) = |G(a,b)’

2. Die Ubergangsamplitude ist durch die Summe diber alle Pfade a — b des Pha-
S

senfaktors eh gegeben, wobei S die klassische Wirkung des Systems ist.

Gla,b) = k Y ei®

Pfade a—b

Die Konstante £ folgt aus der Bedingung

Gla,c) = Y G(a,b)G(b,c)

Mit diesen Postulaten kann man z.B. die Schrédingergleichung aus der klassischen La-
grangefunktion 24? — V(z) herleiten ! (Siche Vorlesung Pfadintegrale). Hier werden
wir der Kiirze halber den umgekehrten Weg beschreiten und das Pfadintegral aus der

Schrodingergleichung herleiten.

Fiir ein quantenmechanisches System mit Hamilton-Operator H untersuchen wir den Propagator

(= Greensche Funktion = Wahrscheinlichkeitsamplitude)

G((7,0) = (7,t)) = T (yle #7|z)

o Wir zerlegen das Zeitintervall [0, t] in M Teile, At = +, und schieben M—1 vollsténdi-

ge Systeme 11 = |2;) (2] ein, mit zp =z, 20 = y

G((#,0) = (7,1) = T (yl e nfAt e sl )

= [dz...dzyo (Y e n Al |zar—1) (a1 e~ rHAL |zar—2) - (2] e~ nllA |z)
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e Diesen Ausdruck kann man schon als “Pfadintegral in Operatordarstellung” inter-

pretieren, wobei oft andere Zwischenzustéinde gewahlt werden (s. Kap. 7.2).

e Als Beispiel benutzen wir den nichtrelativistischen Hamiltonoperator

52
=2 4 V(z)

m

[\

e Mit der Baker-Hausdorff-Formel eA*8 = e4ef (14 O([A, B))
erhalten wir das Matrixelement

. 2 A~ s . . . ~2
(2| R GRAVED oy VD e AVE) (] 6T AT |2) + O((AT))

Struktur der Rechnung:

(2l P |2) = /dk‘dk' (2 [ k) (k| "5 [k') (K | 2')

(k diagonal)

— / dk i eik:(z—z’) ech2k2
2

(Quadrat. ergdnzen = GauB-Integral)
1 2
~  exp (@(z -2 )

A —im 1 m(ziq — 2:)?
= (zi| e n Mz = 57 A P [ﬁ At (W - V(z])>]

Insgesamt:

G((@,0) = (1) =
— () ¥ T den e exp [F0 T (M550 - V)] + o(an)

Der Zeitkontinuumslimes ist als Grenzfall M — oo definiert (und kann mathemati-

sche Probleme bereiten). In diesem Grenzfall benutzt man die folgende symbolische

Schreibweise:
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Pfadintegral:

G(@0) = (1) = [ Dzewlifydr{Taw) -V}

(. J/

Lagrangefunktion L

= | Dz exp [% S]

M

: . —im \¥E M-1
o im 2 )
mit Dz := limy_ o (—%hm) | |j:1 dz;

und Nebenbedingung 2(0) = z, z(t) =y.

e Dieses Pfadintegral enthélt keine Operatoren mehr!

e Interpretation: Der Propagator ergibt sich als Summe tber alle Wege x — y, gewich-

tet mit exp (3 9).

><44
\//

Im Pfadintegral gibt es also keine eindeutige Trajektorie eines Teilchens; es tragen alle
Wege bei. Die Interferenz im Doppelspaltexperiment ergibt sich aus der Interferenz

der Phasenfaktoren exp (3 5).

e Im Grenzfall A — 0 dominiert die stationédre Losung mit 6.5 = 0, d. h. man erhalt die

Losung der Euler-Lagrange-Gleichung, also die klassische Bewegungsgleichung

fir z — y ! Man erhélt also die klassische Physik unmittelbar als Grenzfall der

Quantenmechanik !

e Imaginire Zeit: Die Konvergenz des Pfadintegrals im Zeitkontinuum kann proble-

matisch sein (im Fall der Einteilchen-Qquantenmechanik insbesondere beim Coulomb-
Potential, das erst seit einigen Jahren beherrscht wird). Wenn man dagegen zu ima-

gindrer Zeit 7 = —it iibergeht, wird aus dem Phasenfaktor ein konvergenzerzeugender
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Dimpfungsfaktor exp (=% S). Daher werden die meisten Pfadintegralrechnungen in
imaginérer Zeit durchgefiihrt. Bei einer relativistischen Theorie geht man also vom
Minkowski-Raum zum vierdimensionalen euklidischen Raum iiber, mit (s.o.) klassi-

schen Variablen statt Operatoren.

7.2 Vielteilchen-Pfadintegral in Operator-Darstellung

Man kommt zur Vielteilchenphysik, indem man Freiheitsgrade an jedem Ort & erlaubt, also
ein Feld wie ¢(Z). Aus einer gegebenen klassischen Lagrangefunktion der Felder ¢ erhilt

man dann eine Quantenfeldtheorie, die relativistisch oder nichtrelativistisch sein kann.

Wir gehen hier wieder umgekehrt vor, und beginnen mit einer Operator-Formulierung, fiir

die wir dann ein Pfadintegral herleiten.

Als Beispiel mag ein Heisenberg-Modell dienen, das eine Kette von Spin—%—Teilchen be-
schreibt:

o= Y 885, = Y

Der Raum in unserem Beispiel ist also diskret.

e Genauso wie bei der Einteilchen-Greensfunktion im vorigen Abschnitt zerlegt man

zur Bestimmung des Propagators die Zeit ¢ in M Intervalle At = -

Mo
Matrixelemente von e~ % 2*H aus. Wir bleiben zunichst bei endlichem Ar.

und wertet

e Man wahlt geeignete Zwischenzustédnde; in unserem Beispiel eignen sich S*-Zusténde,
die nun an jedem Punkt des diskreten Raum-Zeit-Gitters auftauchen. Wir summieren
im Pfadintegral also iiber die Variablen S*(z,t) = +3.

e Da der Hamilton-Operator aus nichtvertauschenden Teilen H; besteht, nutzt man

meist auch die Trotter-Formel

o€ (A+B) _ eeA eeB + 0(62)
In unserem Beispiel ist es giinstig, die Zerlegung H = H, + H, mit

ﬁe = Z I:Ii, ﬁo - Z }A[l

i gerade i ungerade
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durchzufiihren. Die Operatoren innerhalb von ]:Ie bzw. ffo vertauschen miteinander.

Man erhélt so die Trotter-Suzuki-Darstellung (meist fir die Zustandssumme, siehe

Kap. 7.5) mit der geometrischen Struktur eines Schachbrettgitters.

t H, H, H,
H, H, H,
H, H, H,
H, H, H,
H, H, H,
H, H, H,
H, H, H,
H, H, H,

e Im Pfadintegral treten jetzt nur Matrixelemente von einzelnen Operatoren At S, giﬂ
bei den in der Abbildung markierten Plaketten des Raum-Zeit-Gitters auf. Diese Ma-
trixelemente lassen sich leicht berechnen. Das Ergebnis ist eine Summe iiber die klas-
sischen Variablen S*(z,¢) = £1 mit dem Produkt der Matrixelemente als Gewicht,

also formal eine klassische Zustandssumme.

e Es hat sich in den letzten Jahren herausgestellt, dafl fiir Systeme mit diskreter Dar-

stellung, wie etwa das Heisenberg-Modell mit S*

i%, der Zeitkontinuumslimes

unproblematisch durchgefiihrt werden kann. Dabei resultiert ein Integral iiber Vertei-

lungen von Ereignissen (Wirkungen des Hamiltonoperators), die in der Zeit Poisson-

verteilt sind, also mit konstanter Wahrscheinlichkeitsdichte in der Zeit auftreten, so

wie z.B. radioaktiver Zerfall.

e Vielteilchen-Pfadintegrale der beschriebenen Art sind in regem Gebrauch in der

nichtrelativistischen Vielteilchenphysik; s.a. andere Vorlesungen (vdL, HGE).
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7.3 Vielteilchen-Pfadintegral im Ortsraum

Den Vielteilchenfall kann man auch véllig analog zum Einteilchen-Fall in Kap. 7.1 behan-
deln, z.B. fiir den N-Teilchen Hamilton-Operator

N .2

oy Di 1 ~
i S Ve
7 157

Dabei mufl man Zwischenzusténde aus dem Fockraum einschieben, also total symmetrische
bzw. total antisymmetrische Zustdnde. Man erhélt ein Pfadintegral wie in Kap. 7.1, mit

eine zusétzlichen Summe {iber die Teilchen im Exponenten.

Das Vielteilchensystem wird also letztlich wieder mit Hilfe einer klassischen Wirkung S

beschrieben, ohne explizite Operatoren.

7.4 Vielteilchen-Pfadintegral mit kohirenten Zustéinden

Alternativ kann man vom Vielteilchenformalismus mit Erzeugern und Vernichtern ausge-
hen (wie schon in Kap. 7.2), nunmehr aber geeignete kohdrente Zwischenzustinde einschie-

ben. Dann erhélt man ebenfalls ein Pfadintegral mit klassischen Funktionen.

In diesem Kapitel wird der Formalismus fiir Bosonen vorgestellt. Bei Fermionen kann man
mit Hilfe von antikommutierenden sogenannte “Grassmann-Variablen” denselben Forma-
lismus (modulo einiger Vorzeichen) benutzen (sieche Ubungen). Dieser Formalismus be-
schreibt sowohl relativistische als auch nichtrelativistische Physik, mit unterschiedlichen
Lagrangedichten.

e Kohirente Zustinde: (s. Ubungen zu QM I; jetzt fiir ein System von N Bosonen)

12) = 77 |0) 7 : Vektor von N komplexen Zahlen

= I lo)

)

Einige Eigenschaften: (siche QM I-Ubungen)

’

a|2) = zl2) ; (F1F) = &7
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/ TEHE = Syl = 1

{n}

=[trO = /d2ze—5*~5<z| O |2)

Fiir normalgeordnete Operatoren (alle Erzeuger links von allen Vernichtern), also
O@,a) = 3 Oum(al)™ G - e a5

gilt wegen a; |2) = z |Z):

(7| o@,a) 17y = 0"z 7
N—— N—_——
Operator Zahl!

Innerhalb von Matrixelementen mit kohédrenten Zusénden kann man also den Ope-
rator O(Eﬁ ,@), der ein Funktional der Operatoren G' und @ ist, durch dasselbe Funk-

tional der Zahlen Z* und z’ ersetzen !

Wir betrachten nun einen Propagator, teilen die Zeit ¢ auf und schieben M —1 mal

1 ein:
G = <Zﬁna1| e_ith |ginitia1>
M—1
. > —EXVEG) /o —iAtA |z > —iAtA |z
= [Hl dZg) e 00 (| e T Z) | (Bl e |Z0)
i

mit Z(ar) = Zhnal » 2(0) = Zinitial-
Man kann zeigen, daf3 die Einfithrung der Normalordnung moglich ist:
0 = O, + O(€?)
Bei M — oo kann man deswegen zur Normalordnung iibergehen, und in den Matri-

xelementen des Pfadintegrals verschwindet die Operatornatur von H

—eH(a@,ah) ‘Z(j > —eH(Z

<2(j+1)‘ € = ¢ (J+1>’Z(7))e G+1) & ) 4 O( )

Damit ergibt sich der Pfadintegral-Propagator zu

_y Mot Curn=7G) | i
G = &% lim /Hdz(])e 5= At{Hl AT +hH((g+1>*<a>)}

M—o0
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Symbolisch schreibt man dies oft wieder als Integral im Zeitkontinuum

G = F[DZexpl} [y d {ih 2 (¢)AE) — HE(1),2(t)) )]

~
Lagrangefunktion L

= e [ DZ exp [%L S}

mit Z(0) = Zinitial 5 2(t) = Zhnal- Die Schreibweise im Zeitkontinuum kann allerdings
irrefithrend sein, da die Reihenfolge der Integrationsvariablen z(t) relevant ist. Ins-
besondere wirken die Argumente 2*(¢') und Z(¢') des Hamiltonians nicht zur selben

Zeit. Zusétzlich sind die Integrationsvariablen z. nicht stetig in 7.
Wir sehen, dafl wieder die Wirkung S auftaucht.

Der Term e* *  der von der Normierung von (Z; | Zf) kommt, verschwindet bei der

Zustandssumme.

Ausblick: Wenn der Hamiltonoperator in Erzeugern und Vernichtern ein bilinearer Aus-
druck ist, dann wird das obige Integral zu einem Gaufischen Integral. Es ist deswegen
16sbar und ergibt #(A), wobei A die sehr grofle Matrix mit Raum- und Zeit-Indizes ist,
welche im Exponenten die Variablen z;(¢) verkniipft. Diese Determinante 148t sich bei der
Berechnung der Zustandssumme (s.u.) letztlich noch weiter vereinfachen zu einem Integral
iiber eine nur rdumliche Matrix, in der das Produkt der rdumlichen Untermatrizen von A

fir alle Zeiten 7 auftritt.

Fiir Fermionen kann man iiber einen Kunstgriff, die Einfithrung von antivertauschenden
sogenannten Graffmann-Variablen das Pfadintegral formal gleich konstruieren. Man erhélt
dann als “Gaufsches Integral” das Ergebnis det(A), statt 1/det(A) ! Niheres in den Ubun-

gen und in der Vorlesung iiber Pfadintegrale.

7.5 Zustandssummen und erzeugende Funktionale

Uber formale Ableitungen von Zustandssummen und daraus definierter erzeugender Funk-
tionale kann man thermodynamische Gréflen und alle Greenschen Funktionen in einem ein-
heitlichen Formalismus beschreiben, der sowohl zur Stérungstheorie als auch zu nichtstérungs-
theoretischen Formulierungen wie der Gittereichtheorie fiihrt. Dieser Abschnitt enthélt da-

zu eine kurze Einfiihrung.
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7.5.1 Klassische Statistische Physik

Die Zustandssumme eines klassischen Systems mit inverser Temperatur 5 = ]%LT ist
Zusténde i

Erwartungswerte sind durch Wichtung mit dem Boltzmanngewicht gegeben

1
— —BE;
(A) = 7 EZ Aje

e Thermodynamische Groflen erhélt man {iber Ableitungen von log Z,

z.B. die innere Energie

U = (E) = %ZEie_ﬁEi = —%ng

e Erwartungswerte und Korrelationsfunktionen interner Variabler ergeben sich durch
Ableitung von erzeugenden Funktionalen, die man durch Verallgemeinerung der Zu-
standssumme erhélt. Wenn das betrachtete System z.B. wie das Ising-Modell klassi-

sche Spins S, als Variable enthélt, definiert man

Das erzeugende Funktional Z[h| enthélt externe Felder h,, die (wie hier) physikalisch

realisierbar, oder auch rein formal sein konnen.

Dann ist der Erwartungswert des Spins am Platz x

(5 = - los 7l

alle h=0

(Hier betrachtet man in der Regel zuerst den thermodynamischen Limes, und a8t
erst dann h gegen Null gehen.)
Die (“verbundene”) Spin-Spin Korrelationsfunktion ergibt sich als zweifache Ablei-
tung

2

(S:5,) = (S(S,) = gpgy loaZlhl]
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N.B.: Diese Korrelationsfunktion féllt in der Regel exponentiell wie exp(—‘xg;yl) ab,
mit der Korrelationsldmge &. Bei einem Phaseniibergang divergiert &; es entstehen
dann Korrelationen auf allen Léngenskalen, so daf§ das System auf allen (grofien)

Langenskalen selbstihnlich wird und eine fraktale Cluster-Struktur erhélt.

Mehr zur klassischen statistischen Physik, zu Phaseniibergéngen, kritischen Phdnomenen
und der Renormierungsgruppe findet man in der dazu angebotenen Vorlesung im Winter-

semester.

7.5.2 Quantenmechanik

Die Zustandssumme Z = tr e~ kann man mittels der Beziechung tr O = [d2z2e 77 (2| O |7)
fiir kohérente Zustéinde und mit der oben abgeleiteten Formel fiir den Propagator
G = (Zhnal e~ Ht |Zinitial) als ein Pfadintegral in der imagindren Zeit 7 = —it schreiben.
Wegen #(t) = S2(t) = —iL2(7) dndert dabei der Zeitableitungsterm im Exponenten sein
Vorzeichen.

Z = trefH

= [ DZexp |4 7 ar {2 (D)EE) + HE (), 20) }]

Alle physikalischen Observablen sind nun als als thermodynamische Ableitungen von log Z
oder als Korrelationsfunktionen (Greensche Funktionen) iiber die Ableitung des

erzeugenden Funktionals log Z[n*, 7] zuginglich, mit

2l = tre PHETEEE

wobei nun 77*, 177 fiktive Felder sind, nach denen formal abgeleitet werden kann.

Das Pfadintegral ist per Konstruktion zeitgeordnet. Man erhélt auf diese Art also die zeit-
geordneten Greenschen Funktionen in imagindrer Zeit. Mittels analytischer Fortsetzung

(Wick-Rotation) kann man wieder zu reeller Zeit gelangen.

In der Storungstheorie gruppiert man die Terme im Exponenten, die nur linear oder quadra-

tisch in den Feldern sind, als Gausssche Integrale, welche die freien Propagatoren ergeben.
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Man entwickelt log Z[n*,n] entweder in Potenzen auftretender Kopplungen oder in Poten-
zen von h. Letzteres fithrt auf eine Entwicklung in der Ordnung von Schleifen (Loops) in

Feynman-Graphen.

Das “Connected Cluster Theorem” (oder “Linked Cluster Theorem”) besagt, dafi log Z[n*, 7]
die Summe aller verbundenen Feynman-Graphen ist. Bei der Entwicklung von log Z treten

also (im Unterschied zur Entwicklung von Z selbst) nur diese verbundenen Graphen auf.

7.5.3 Gittereichtheorien

Hier werden als Regularisierung Raum und Zeit diskret gewihlt, mit einem Gitterabstand
a. Daher sind alle Integrale wohldefiniert. Die Zustandssumme wird wieder als Integral {iber
kohérente Zustande ausgedriickt. Man wéhlt die Lagrangedichte so, dafl bei a — 0 in einer

formalen Potenzreihenentwicklung die korrekte Kontinuums-Lagrangedichte resultiert.

Dies fiihrt dazu, daf§i Materiefelder an den Gitterpunkten des Raum-Zeit-Gitters sitzen,
Eichfelder dagegen als

Ule,p) = e o

auf den Gitterkanten (x, ;). In der QED ist A, (x) reell, daher U eine komplexe Zahl, also
ein Element der Gruppe U(1). Man erhélt eine U(1)-Eichtheorie. Aus F},, F*” wird ein
Produkt der Eichfelder U um die elementare Plakette pur des Gitters. Die kovariante Ab-
leitung v (z) D, ¥(z) wird zu

V() (U(x, 1) — 1) ¢(z + p). Dieser Ausdruck ist, wie die gesamte Lagrangedichte, eichin-

variant.

Derselbe Formalismus gilt fiir verschiedene Quantenfeldtheorien. Bei der QCD etwa sind so-
wohl die Materiefelder als auch die Eichfelder gleichzeitig Elemente der “Farb”-Eichgruppe
SU(3).

Eine ernste Schwierigkeit ergibt sich bei masselosen Fermionen: der Propagator auf dem
Gitter verhalt sich wie ﬁ fir jede Gitterrichtung p und hat daher im Impulsraum k, €
[0,27) zwei Pole fiir jede Gitterrichtung, bei 0 und m, beschreibt also zwei “Teilchen”.

Dieses “Fermion-Doubling” mufl man miithsam umgehen.

Von eigentlichem Interesse ist das physikalische Verhalten im Kontinuumslimes a — 0.
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Man mufl dabei wieder die nackten Kopplungen im Lagrangian so wéhlen, daf3 physikali-
sche GroBen (z.B. Léngen) in physikalischen Einheiten konstant bleiben (Renormierung).
Insbesondere bedeutet dies, dafl Korrelationsldngen in Einheiten von a divergieren miissen.

Man erhélt Kontinuumsphysik also an einem Phasentibergang des diskreten Systems, und

damit eine direkte Verbindung zur statistischen Physik, nunmehr in 4 Dimensionen. Dabei

erlaubt die Gitterdarstellung die nichtperturbative Auswertung von Z.
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