Quantenmechanik I

Ein Begleittext

Man kann die Welt mit dem p-Auge und man kann sie mit dem q-Auge an-
sehen, aber wenn man beide Augen zugleich aufmachen will, dann wird man
re.

Wolfgang Pauli
(Brief an Werner Heisenberg, 19. Oktober 1926)



For those who are not shocked when they first come across quantum theory
cannot possibly have understood it.

Niels Bohr!

If that turns out to be true, I'll quit physics.

Max von Laue iiber die Doktorarbeit von Louis-Victor de Broglie?

Marvelous, what ideas the young people have these days. But I don’t believe a
word of it.

Albert Einstein

I do not like it, and I am sorry I ever had anything to do with it.

Erwin Schrodinger

I think it is safe to say that no one understands quantum mechanics.

Richard Feynman

Die erste Fassung dieses Skriptes entstand im Laufe der Vorlesung ,,Quantenmechanik I
an der Carl von Ossietzky Universitit Oldenburg im Wintersemester 2002/03.

Sie wurde ausgearbeitet sowie meisterhaft in BTEX gesetzt von

Bjorn Ahrens, Guido Bartl, Jan Behrends, Sebastian Meier und Stefan Trotzky.

Noch einmal herzlichen Dank dafiir!

In folgenden Jahren wurden alle Kapitel mehrfach diberarbeitet und erweitert;

die vorliegende Fassung stammt aus dem Sommersemester 2013.

1Zitiert nach: Werner Heisenberg, Physics and Beyond, Harper and Row, New York (1971), 206.
’Diese Aussage findet sich, ebenso wie auch die drei folgenden und noch einige weitere, unter
http://en.wikiquote.org/wiki/Quantum mechanics.
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I Wellenfunktion und Schrédinger-Gleichung

I.1 Grenzen der klassischen Physik
1.1.1 Hohlraumstrahlung

Die Notwendigkeit, die experimentell bekannte spektrale Energiedichte fiir die Strahlung
in einem Hohlraum der Temperatur 7" auf der Grundlage einer systematischen Theorie
zu verstehen, stellte die Physik gegen Ende des 19. Jahrhunderts vor eine auflerordent-
lich grofile Herausforderung. Die Berechnung dieser spektralen Energiedichte u(w,T), al-
so der Energie der Hohlraumstrahlung pro Volumen und pro Frequenzintervall bei der
(Kreis-)Frequenz w unter Annahme des thermischen Gleichgewichtes der Strahlung mit
der Berandung des Hohlraumes, die als ein thermisches Reservoir aufgefasst wird und die
Temperatur T besitzen soll, setzt die Kenntnis zweier Faktoren voraus:

e der spektralen Zustandsdichte n(w), d.h. der Anzahl der Moden des elektromagne-
tischen Feldes pro Volumen und pro Frequenzintervall;

e des Mittelwertes (E(w,T')) der Energie, die eine solche Mode bei der Temperatur 7'
beinhaltet.

Zur Ermittelung der spektralen Zustandsdichte betrachte man einen kubischen Hohlraum
der Kantenldnge L, dessen Winde von innen ideal verspiegelt seien. Aufgrund dieser
Randbedingung kénnen im sich Kubusinneren stehende Wellen parallel zu den Kanten
nur dann ausbilden, wenn die Kantenldnge mit einem ganzzahligen Vielfachen der halben

A

Wellenlénge iibereinstimmt, wenn also die Wellenlédnge A einer Bedingung L = n - § mit

ganzzahligem n = 1,2, 3, ... geniigt. Diese erlaubten Wellenléngen )\, entsprechen einer
diskreten Menge von Wellenzahlen k, = i—: = Zn. Die in dem Hohlraum zugelassenen
Schwingungszusténde des elektromagnetischen Feldes werden daher durch Wellenvekto-
ren der Form k = T 1. gekennzeichnet, wobei die Komponenten des Vektors 7i natiirliche
Zahlen sind. Im k-Raum entsprechen diese Zustdnde den Punkten eines primitiven ku-
bischen Gitters mit der Gitterkonstanten 7 /L; ein einziger Zustand beansprucht also in
diesem k-Raum das Volumen (7/L)3. Betrachtet man jetzt eine Kugelschale um den Ur-
sprung des k-Raums mit den Radien £ und k 4 dk und setzt weiterhin voraus, dass die

Kantenlénge L derart grof3 ist, dass

T
dk > — 111
> 7 (L1.1)

so betriagt die Anzahl AN (k) der Schwingungszustidnde mit Wellenzahlen innerhalb dieser
Kugelschale in guter Naherung

AN (k) = 1 Volumen der Kugelschale im k-Raum
8  Volumen eines Zustandes im k-Raum
- T (112)
S @ T !
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wobei das Kubusvolumen V = L3 eingefiihrt wurde. Der Faktor % beriicksichtigt die
Tatsache, dass alle Komponenten des Vektors 77 positiv sind, so dass nur Gitterpunkte im
ersten Oktanden des k-Raums zu zihlen sind. Die Ungleichung (I.1.1) stellt sicher, dass
die Dicke der betrachteten Kugelschale viele Gitterkonstanten betrigt, so dass sich die
gesuchte Zahl der Zustdnde ungefihr als Quotient des Schalenvolumens und des Volumens
einer Elementarzelle ergibt, was wiederum bedeutet, dass Elementarzellen, die am Rand
der Schale ,,angeschnitten werden, nur eine untergeordnete Rolle spielen.

Fiir elektromagnetische Wellen im Vakuum gilt nun die Dispersionsrelation! w = ck,
wobei ¢ = 299792458 m/s die Vakuumlichtgeschwindigkeit bezeichnet. Zwischen den
Frequenzen w und w + dw liegen daher

~ Vwrdw
2 723
Schwingungszusténde. Beriicksichtigt man noch, dass elektromagnetische Wellen trans-
versal polarisiert sind und daher aufgrund der zwei moglichen Polarisationsrichtungen
jeder Zustand doppelt zu zédhlen ist, erhélt man schliellich die gesuchte spektrale Zu-
standsdichte in der Form
2 AN  w?
e ) (I.1.4)
Vdw  n2c3
Ein Schwingungszustand des elektromagnetischen Feldes mit der Frequenz w entspricht
einem harmonischen Oszillator gleicher Frequenz;?> gemifi dem klassischen Aquiparti-
tionstheorem triagt ein solcher Oszillator im thermischen Kontakt mit einer Umgebung
der Temperatur 7" im Mittel die von seiner Frequenz unabhéingige Energie?

(B(w,T))a = ksT, (1.1.5)

AN (w) (L1.3)

n(w)

mit der Boltzmann-Konstanten kg = 1.380662-10~2% J/K. (Ubungsaufgabe!) Damit kann
nun die zu erwartende spektrale Energiedichte sofort angegeben werden:

ug(w, T) =n(w) (E(w,T))a = = ksT . (I.1.6)

!Eine Dispersionsrelation w = w(k) gibt fiir einen gegebenen Wellentyp den Zusammenhang zwi-
schen Frequenz w und Wellenzahl k wieder. Elektromagnetische Wellen werden also durch eine lineare
Dispersionsrelation charakterisiert.

2Diese Tatsache wird plausibel, wenn man die Energiedichte w eines elektromagnetischen Feldes be-
trachtet, das durch die elektrische Feldstarke E und die magnetische Feldstarke B beschrieben wird: Der
aus der klassischen Elektrodynamik bekannte Ausdruck

]. —, —,
w = 560 (E2 + 6232)

ist eine quadratische Form in E und B , ebenso wie die Hamilton-Funktion eines harmonischen Oszillators
quadratisch von seiner Impuls- und seiner Ortsvariablen abhéingt.

3In der Notation (E(w,T)) bezeichnen die spitzen Klammern { - ) den thermischen Mittelwert; das
Subskript ,,cl“ deutet an, dass eine klassische Grofle betrachtet wird (engl.: ,classical®). Demgegeniiber
bezeichnet spéter ( - )qm das thermische Mittel einer quantenmechanischen Gréfie. Der Einfachheit halber
wird in beiden Féllen die eigentlich korrekte Schreibweise (E(w))(7T) fiir den Erwartungswert der Energie
eines Ostzillators der Frequenz w bei der Temperatur T' zugunsten der hier benutzten aufgegeben.
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Dieser Ausdruck, den die gegen Ende des 19. Jahrhunderts bekannte klassische Physik
zwingend voraussagt, ist als Rayleigh-Jeans-Formel bekannt. Es ist jedoch offensichtlich,
dass diese Formel nicht richtig sein kann, denn die strikte Proportionalitét der spektralen
Energiedichte zu w? impliziert, dass die iiber alle Frequenzen integrierte Energiedich-
te Uqy(T') divergiert:

Ud(T):/ dw ug(w, T) = ==
0

Da diese unphysikalische Divergenz durch das unbeschrinkte Anwachsen der spektra-
len Energiedichte bei hohen Frequenzen, also kleinen Wellenldngen, bedingt wird, spricht
man hier von einer Ultraviolettkatastrophe. Allerdings findet man bei kleinen Frequen-
zen dennoch gute Ubereinstimmung der Messwerte fiir u(w, T) mit der Rayleigh-Jeans-
Formel (I.1.6).

Man konnte versucht sein zu vermuten, dass der Fehler durch die Betrachtung einer sehr
speziellen Hohlraumgeometrie, ndmlich der eines Kubus mit , harten“ Randbedingungen,
verursacht wurde. Das ist jedoch nicht der Fall; ein von Hermann Weyl 1915 bewiesenes
Theorem iiber das Spektrum des Laplace-Operators auf verschiedenen reguldren Gebieten
garantiert vielmehr, dass der Ausdruck (I.1.4) tatséchlich der universell richtige, von der
genauen Form des Gebietes sowie den Randbedingungen unabhéngige fithrende ,,Volu-
men“-Term einer Entwicklung der spektralen Zustandsdichte ist; die Form des Gebietes
und die Randbedigungen gehen erst in den folgenden, subdominanten ,, Oberflachen - Term
und hohere Terme dieser Entwicklung ein.

Dagegen bedarf der zweite Faktor (I.1.5) einer Korrektur. Die Verwendung des klassischen
Aquipartitionstheorems setzt voraus, dass ein elektromagnetischer Feldoszillator der Fre-
quenz w jede beliebige Energie E besitzen kann, der thermische Mittelwert (F(w,T))q
sich also als Erwartungswert einer Grofle ergibt, die kontinuierliche Werte annehmen kann.
Geht man dagegen davon aus, dass die erlaubten Energien der Oszillatoren ,,gequantelt*
sind, derart, dass ein Oszillator der Frequenz w nur diskrete Anregungsenergien der Form

E,=n-hw (n=0,1,2,3,...) (I.1.8)

oy dww? = 0 . (L.1.7)

besitzt, also nur ganzzahlige Vielfache eines ,Quantums® hw, wobei die hier eingefiihr-
te Konstante A offenbar die Dimension einer Wirkung (Energie - Zeit) triigt,? so ergibt
sich fiir den Erwartungswert der Energie eines solchen quantenmechanischen Oszillators
im thermischen Gleichgewicht mit einem , Warmebad“ der Temperatur 7" nach kurzer
Rechnung der Ausdruck (Ubungsaufgabe!)

B hw
explhw/(kgT)] — 1
Benutzt man nun diesen Ausdruck fiir die Energie der elektromagnetischen Feldoszillato-
ren, so erhdlt man anstelle von (I.1.6) sofort das Plancksche Strahlungsgesetz

(0, T) = n(w) (B(w, T)yom = o — (1.1.10)

2,3 e
meC eksT — 1

(E(,T))qm (1.1.9)

4h = % ist eine auf P.A.M. Dirac zuriickgehende bequeme Abkiirzung; h = 6.626 176 - 10734 Js ist die
urspriingliche Plancksche Konstante.
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das fiir A = 1.054589 - 1073* Js eine exzellente Beschreibung der Messwerte liefert.

Es ist unmittelbar einsichtig, wie sich die durch (I.1.8) ausgedriickte ,,Quantelung® der
Energien der Feldoszillatoren auswirkt: Bei hinreichend tiefen Temperaturen, wenn die
Ungleichung kgT < hw fiir eine gegebene Frequenz w gilt, ist das von der Umgebung
der zugehorigen Oszillatoren bereitgestellte thermische Energiedquivalent kgT' viel klei-
ner als der Abstand Aw zwischen den erlaubten Energiewerten dieser Oszillatoren. Folglich
reicht die thermische Energie nicht aus, um einen signifikanten Bruchteil dieser Oszillato-
ren anzuregen; die meisten von ihnen miissen sich daher auch bei der Temperatur 7" im
Grundzustand befinden und tragen zur Energie des Feldes nicht bei. Genau hier zeigt sich
der Unterschied zur klassischen Physik: Ein klassischer Oszillator kann das von der Umge-
bung angebotene Energiedquivalent kgT" immer aufnehmen und lésst sich somit thermisch
anregen, wenn auch eventuell nur wenig, unabhéngig von seiner Frequenz! Im quanten-
mechanischen Fall sorgt dagegen die nichtverschwindende ,, Energieliicke® zwischen dem
Grundzustand und dem ersten angeregten Zustand des Oszillators dafiir, dass die mitt-
lere Oszillatorenergie bei kleinen Temperaturen ezponentiell unterdriickt wird: Anstelle
von (I.1.5) gilt nun

(B(w,T))qm =~ hiwe ™/FD) iy kT < hw, (I.1.11)
und daher auch
h
u(w,T) ~ 2—3w3 e~/ (keT) fir kT < hw . (I.1.12)
m2c

Das ist die Wiensche Formel fiir die spektrale Energiedichte im kurzwelligen Bereich des
Spektrums; diese Formel war bereits vor den Arbeiten von Max Planck empirisch be-
kannt.® Das exponentielle Verschwinden der spektralen Energiedichte bei grofen Frequen-
zen bzw. kleinen Temperaturen zeigt, dass die gesamte, iiber alle Frequenzen integrierte
Energiedichte endlich bleibt; die ,,Quantelung” der Oszillatorenergien beseitigt also die
klassisch unvermeidbare Ultraviolettkatastrophe.

Demgegeniiber geht bei hinreichend hohen Temperaturen die quantenmechanische Be-
schreibung in die klassische iiber. Wenn namlich kg7 > hw fiir gegebenes w, ist die
typische Grolenordung der von der Umgebung zur Verfiigung gestellten Energie deutlich
grofler als der Energieabstand der Zustédnde der Feldoszillatoren dieser Frequenz. Folglich
wird die , Kornigkeit® der quantenmechanisch erlaubten Zustéinde unbedeutend; es exis-
tiert wie im klassischen Fall immer ein Zielzustand, der die angebotene Energie aufnehmen
kann. Formal erhdlt man mit der Entwicklung

ekBT 1 + ﬁ ful” kBT > hw (1113)
B

aus (I.1.11) sofort den klassischen Ausdruck fiir den thermischen Energieinhalt eines Os-
zillators zuriick:

(B0, T) )~ ——

e o el = (Ew Da e kT >he; o (L114)
kT

5In der Tat hatte Planck sein auf einer Sitzung der Deutschen Physikalischen Gesellschaft am 19. Ok-
tober 1900 erstmals vorgestelltes Strahlungsgesetz urspriinglich unter Verwendung von Entropietiber-
legungen als Interpolation zwischen der Rayleigh-Jeans-Formel und der Wienschen Formel gewonnen.
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die fiir die Quantenmechanik charakteristische Konstante h fillt hier heraus.

Der grofle Erfolg des Planckschen Strahlungsgesetzes darf jedoch nicht dariiber hinweg-
tauschen, dass dieses Gesetz eine neue, fiir die klassische Physik nicht mehr beantwortbare
Frage aufwirft: Zwar wird dieses neue Gesetz (I.1.10) durch die experimentelle Erfah-
rung glanzend bestétigt, aber die ihm zugrunde liegende ,Quantenhypothese“ (I1.1.8),
also die ad hoc-Annahme lediglich diskreter Anregungsenergien der elektromagnetischen
Feldoszillatoren in Verbindung mit dem Auftauchen einer neuen Naturkonstante, wird
von der klassischen Physik nicht mehr getragen. Eine fundamentale, nun zu entwickelnde
Quantentheorie wird also auch erkldren miissen, warum ein quantenmechanischer Oszilla-
tor der Frequenz w im Unterschied zu einem klassischen nur diskrete Anregungsenergien
der Gestalt (I.1.8) zulésst.

1.1.2 Der photoelektrische Effekt

Neben der spektralen Energiedichte der Hohlraumstrahlung gibt es einen weiteren Befund,
der unmittelbar auf eine , Kérnigkeit“ des elektromagnetischen Strahlungsfeldes hinweist,
also darauf, dass nicht alle Strahlungsphdnomene als kontinuierliche Wellenvorgénge ver-
standen werden konnen, namlich den lichtelektrischen Effekt: Unoxidierte Oberflichen
von Metallen, die negative Ladung tragen, geben Elektronen ab, wenn sie mit Licht be-
strahlt werden. Dieser Effekt war bereits im Jahre 1839 von Alexandre Edmond Becquerel
beobachtet worden; er wurde ab 1886 von Heinrich Hertz und seinem Assistenten Wilhelm
Hallwachs systematisch untersucht und ist daher auch als Hallwachs-Effekt bekannt. Die
folgende Abbildung I.1 zeigt eine Prinzipskizze des Experimentes: Die von dem Licht aus
dem Metall freigesetzen Elektronen laufen gegen eine Gegenspannung an und werden von
einer Elektrode aufgefangen. Diejenige Gegenspannung U, bei der kein Strom mehr flief3t,
entspricht geméfl i, = eU, der maximalen kinetischen Energie i, der herausgeldsten
Elektronen, wobei e = 1.602189 - 10~ C die Elementarladung bezeichnet.

Metallplatte
I '\f\ﬁhw

© Elektron

+ -
e

Gegenspannung

Abbildung I.1: Anordnung zur Beobachtung des lichtelektrischen Effektes.

Die fundamentale Gesetzméfligkeit dieses Effektes wurde 1900 von Philipp Lenard ent-
deckt: Mit wachsender Lichtintensitat wachst die Zahl der freigesetzten Elektronen, also
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die GroBe des Photostroms, nicht jedoch ihre kinetische Energie; diese kinetische Ener-
gie wird ausschliellich durch die Frequenz des Lichtes bestimmt. Fasst man das Licht
als elektromagnetische Welle im Sinne der klassischen Elektrodynamik auf, sind diese
Beobachtungen nicht zu verstehen:

e Da die Intensitat des Lichtes der Energiestromdichte des elektromagnetischen Feldes
entspricht, erwartet man, dass die Elektronen mehr kinetische Energie aufnehmen
konnen, wenn ihnen intensiveres Licht angeboten wird, unabhéngig von dessen Fre-
quenz. Das ist jedoch nicht der Fall.

e Man sollte auch erwarten, dass fiir sehr intensitdtsarmes Licht die Elektronenemis-
sion verzogert einsetzt, ndmlich erst, nachdem die Elektronen ,geniigend Energie
aufgesammelt* haben. Auch das ist nicht der Fall: Die Elektronenemission setzt
entweder gar nicht ein (ndmlich bei Bestrahlung mit monochromatischem Licht ge-
ringer Frequenz) oder sofort (sofern das Licht hinreichend hochfrequente Anteile
enthalt).

Dieser Effekt konnte erst 1905 von Albert Einstein auf verbliiffend einfache — aber damals
geradezu revolutionédre — Weise erklért werden: Einstein deutete den von Lenard gefunde-
nen linearen Zusammenhang zwischen der maximalen kinetischen Energie der Elektronen
und der Kreisfrequenz w des einfallenden Lichtes,

I.1.15
0 sonst . ( )

{M—WO fiir hw > W,
Ekin =

Die metallspezifische Konstante W, wird als ,, Austrittsarbeit® interpretiert, also als die-
jenige Energie, die notwendig ist, um ein Elektron aus dem Metall herauszulosen; sie liegt
im Bereich von einigen Elektronenvolt (Caesium: 1,7 eV, Kupfer: 4.3 eV, Gold: 4.8 eV,
Wolfram: 4.6 eV). Von entscheidender Bedeutung ist nun die Tatsache, dass die experi-
mentell gemessene Konstante, die den Anstieg von FEy;, mit w festlegt, genau mit dem
aus dem Planckschen Strahlungsgesetz bekannten Wirkungsquantum A iibereinstimmt.
Zur Erkldarung dieser Beobachtung fasste Einstein Licht der Frequenz w nicht mehr als
klassische elektromagnetische Welle auf, sondern als ein ,,Gas* von Energieportionen der
Grofle

E=hw, (1.1.16)

also von solchen , Lichtquanten®, wie sie bei der Herleitung der Planckschen Formel auf-
getreten waren. Schreibt man diesen Quanten eine verschwindende Ruhemasse m = 0 zu,
so fithrt der relativistische Zusammenhang zwischen Energie und Impuls,

E = \/p*c® +m2ct, (I.1.17)

unmittelbar zu der Voraussage, dass sie auch einen Impuls tragen miissen:

_ 1.1.18
P= ( )
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Der lichtelektrische Effekt ldsst sich daher — statt als ,, Anrauschen® einer ausgedehnten
Welle gegen die Metallelektronen — als Stoflereignis einzelner Lichtquanten mit einzelnen
Elektronen verstehen; dabei wird im giinstigsten Fall die Energie Aw eines Quants voll
auf ein Elektron iibertragen. Nach Abzug der notwendigen Austrittsarbeit W, steht der
Rest dieser Energie den dann freien Elektronen als kinetische Energie zur Verfiigung, wie
es durch die Einstein-Gleichung (I.1.15) ausgedriickt wird.

Der entscheidende Schritt dieser Deutung besteht darin, die diskreten Anregungsstufen
der elektromagnetischen Feldoszillatoren als eigenstéindige Grundgegebenheiten aufzufas-
sen, eben als Lichtquanten. Der Erfolg dieser Sichtweise, fiir die Einstein 1921 mit dem
Nobelpreis fiir Physik ausgezeichnet wurde, bildete nicht nur eine grofie Stiitze fiir die
Lichtquantenhypothese, sondern machte auch deutlich, dass die Quanten des Lichtes phy-
sikalisch ernstgenommen werden miissen; sie sind Trager scharf definierter Mengen an
Energie und Impuls und besitzen somit typische Teilcheneigenschaften. Um diesen ,, Teil-
chencharakter® der Lichtquanten zum Ausdruck zu bringen, werden sie auch als ,,Photo-
nen“ bezeichnet.5

1.1.3 Beugung von Elektronen an Kristallen

Wahrend der lichtelektrische Effekt darauf hinweist, dass Licht, das vorher mit fiir viele
technische Anwendungen durchschlagendem Erfolg im Rahmen der Maxwellschen Elektro-
dynamik als Welle beschrieben worden war, sich in manchen Situationen eher wie ein
,Photonengas®“, also wie ein Gas von Entitdten mit Teilchencharakter verhilt, zeigen die
1927 von Clinton J. Davisson und seinem Assistenten Lester H. Germer in den Bell-
Laboratorien durchgefiihrten Experimente, dass umgekehrt auch Elektronen, die man als
typische Teilchen ansehen kénnte, Wellencharakter besitzen.”

In diesen Experimenten, fiir die Davisson im Jahre 1937 gemeinsam mit G.P. Thom-
son den Nobelpreis erhielt, wurden Elektronen, die eine Beschleunigungsspannung U mit

SEine philologisch-philosophische Nebenbemerkung: Die Nachsilbe ,,-on“, die auch in ,,Elektron® und
den Namen anderer Elementarteilchen auftaucht, entspricht dem Partizip Présens des griechischen Verbes
@wan (sein). Durch den Gebrauch dieser Nachsilbe wird also das Photon in den Stand des ,,Seienden®
erhoben.

"Historisch gesehen sind die Experimente von Davisson und Germer nicht die ersten, die die Wellen-
eigenschaften der Elektronen unmittelbar sichtbar machen. Auch ein anderer Effekt, der bereits 6 Jahre
zuvor von dem in Oldenburg geborenen Physiker Carl Ramsauer beschrieben worden war, lisst sich nur
im Rahmen der Wellentheorie verstehen: Fiir Elektronen sehr geringer Geschwindigkeit verschwindet
der Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung an Edelgasatomen. Dieser vollig unerwartete Befund, den
Ramsauer im September 1921 auf dem Deutschen Physikertag in Jena vorgestellt hatte, erregte seinerzeit
erhebliches Aufsehen. So schrieb etwa James Franck unmittelbar nach seiner Riickkehr aus Jena an Niels
Bohr in Kopenhagen:

In Jena hat mich besonders eine Arbeit von Ramsauer interessiert, die ich nicht glauben
kann, obwohl ich keinen Fehler in dem Experiment finden kann. Ramsauer erhielt das Re-
sultat, dass fiir sehr langsame Elektronen die freien Weglingen in Argon ungeheuer grofi
sind ... Wenn dieses Ergebnis richtig ist, scheint es mir fundamental zu sein.

Diese Einschéiitzung Francks war tatséchlich in prophetischer Weise richtig. Aber die Zeit war noch nicht
reif, um die Tragweite der Ramsauerschen Entdeckung erkennen zu kénnen: Louis de Broglie formulierte
seine Wellenhypothese erst 1924!
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einer Groflenordnung von 100 V durchlaufen haben, senkrecht auf die Oberfliche eines
Nickel-Einkristalles geschossen. Dabei beobachtet man in der Intensitéit des reflektierten
Strahles in Abhéngigkeit vom Streuwinkel und der Beschleunigungsspannung ausgeprégte
Maxima, also Interferenzerscheinungen, wie sie fiir Wellen charakteristisch sind. Die Be-
dingung fiir konstruktive Interferenz bei der Streuung von Wellen mit Wellenlénge A\ an
Netzebenen eines Kristalls, die den Abstand d haben sollen, ldsst sich unmittelbar aus
Abbildung 1.2 ablesen: Bezeichnet 9 den gegen das Lot auf die betrachteten Netzebe-
nen gemessenen Einfallswinkel der Strahlung, so tritt konstruktive Interferenz dann auf,
wenn der Gangunterschied 2d cos ¢ der an benachbarten Netzebenen gestreuten Strahlung
einem Vielfachen der Wellenlénge gleicht,

2d cos v = nA (n=1,2,3,...); (I1.1.19)

das ist die auch aus der Rontgenstreuung an Kristallen bekannte Braggsche Reflexionsbe-
dingunyg.

Gitterebenen

—4——1——&——0———0———0—[4——

Abbildung 1.2: Geometrische Veranschaulichung der Braggschen Reflexionsbedingung.

Bei bekanntem Ebenenabstand d lasst sich somit aus dem Beugungsbild die Wellenlédnge A
der Strahlung experimentell bestimmen. Im Falle des Davisson-Germer-Experimentes
zeigt sich, dass die hierbei den Elektronen zuzuordnende Wellenlénge A dem Elektro-
nenimpuls p = v/2melU umgekehrt proportional ist; m = 9.109534 - 10734 kg bezeichnet
die Elektronenmasse. Als Proportionalitdtskonstante findet man genau die Plancksche
Konstante h = 27h:

; (1.1.20)

der Zusammenhang zwischen Wellenldnge und Beschleunigungsspannung lautet daher

27h N 1.226431 nm

A= ~
2melU U/v

(1.1.21)

Fiir eine Beschleunigungsspannung von U = 100 V erhélt man also eine Wellenlénge von
rund 1.2 A.

Die Hypothese, dass auch massebehafteten Teilchen mit einem Impuls p eine Wellenléinge
zuzuschreiben ist, deren GroBe durch die Beziehung (I.1.20) gegeben ist, war bereits 1924
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von Louis-Victor de Broglie in seiner beriihmt gewordenen Dissertation Recherches sur
la théorie des Quanta aufgestellt worden; die Experimente von Davisson und Germer lie-
ferten daher eine quantitative Bestétigung fiir die Existenz dieser de Broglie- Wellen. Die
Beobachtung, dass der hier auftauchende Proportionalititsfaktor gerade durch die Planck-
sche Konstante gegeben wird, erscheint bemerkenswert, da diese Konstante zuvor nur in
Verbindung mit Quanteneffekten des elektromagnetischen Feldes aufgetreten war und von
daher die Mdglichkeit bestanden hétte, dass sich ihre Bedeutung auf elektromagnetische
Felder beschriankt. Die nun deutlich gewordene Tatsache, dass das Wirkungsquantum 7 ei-
ne weit universellere Bedeutung besitzt, weist gleichzeitig auf eine weitgehende Symmetrie
zwischen elektromagnetischen Wellen und den von de Broglie postulierten Materiewellen
hin: Denn fiir Photonen ist die de Broglie-Beziehung (I.1.20) nichts anderes als die bereits
von Einstein erkannte Gleichung (I.1.18),

po e 2mhv (1.1.22)
c c A

wobei w = 27 und ¢ = Av benutzt wurden. Die Beobachtung, dass in der Quantenmecha-
nik ,Welle* und , Teilchen“ keine unvereinbaren Begriffe mehr sind, sondern Wellen auch
Teilcheneigenschaften besitzen und umgekehrt, wird haufig mit dem Schlagwort Welle-
Teilchen-Dualismus belegt.

1.2 Das Doppelspaltexperiment

Das Bild, das die bisher geschilderten experimentellen Befunde von der Quantenmecha-
nik vermitteln — elektromagnetische Feldoszillatoren besitzen diskrete Anregungsstufen,
elektromagnetische Wellen besitzen auch Teilcheneigenschaften und umgekehrt Elektro-
nen auch Welleneigenschaften; dem Planckschen Wirkungsquantum kommt universelle
Bedeutung zu — geht zwar bereits deutlich iiber die klassische Physik hinaus, héatte jedoch
allein wohl kaum zu jenen AuBerungen aktiver Quantenmechaniker gefithrt, die diesem
Skript vorangestellt wurden. Tatséchlich erzwingt die Quantenmechanik eine noch weit
radikalere Abkehr von klassischen Begriffsbildungen. Die unbedingte Notwendigkeit die-
ser Abkehr zeigt sich insbesondere bei dem Versuch, die Natur der quantenmechanischen
Wellen zu verstehen. Ein charakteristisches Merkmal von Wellen ist ihre Interferenzféhig-
keit; eine einfache Vorrichtung, um Interferenz sichtbar zu machen, ist ein Doppelspalt,
wobei der Abstand der beiden parallelen Spalte von der GréfSenordnung der betrachteten
Wellenlédnge sein soll. Von daher ist ein Doppelspaltexperiment mit quantenmechanischen
Wellen geeignet, um in einfacher Weise einige der zentralen Aussagen der Quantentheorie
zu untermauern. Die paradigmatische Bedeutung des Doppelspaltexperimentes wird be-
sonders von Richard P. Feynman betont, der das Kapitel {iber dieses Experiment in seinen
,Lectures® mit den folgenden Worten beginnt:

In this chapter we shall tackle immediately the basic element of the mysterious
behavior in its most strange form. We choose to examine a phenomenon which
15 1tmpossible, absolutely impossible, to explain in any classical way, and which
has in it the heart of quantum mechanics.
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Mysterious behavior in its most strange form — diese Worte von Feynman besitzen Ge-

wicht!
- > H,
) d

Abbildung I.3: Anordnung zur Doppelspalt-Interferenz von Materiewellen.

Es wird nun ein idealisiertes Experiment beschrieben, in dem der ,,Durchgang® identischer
und identisch préaparierter Teilchen durch einen Doppelspalt untersucht wird. Dieses Ex-
periment kann inzwischen z.B. mit Photonen, Elektronen oder Neutronen, aber auch mit
ganzen Buckeyballs® tatsiichlich im Labor durchgefiihrt werden. Das Prinzip eines solchen
Experimentes ist in Abbildung I.3 skizziert: Die von einer Quelle () ausgesandten Teilchen
treffen auf einen Schirm D, der zwei parallele Spalte H; und Hy besitzt; der Abstand bei-
der Spalte ist von der Groflenordnung der de Broglie-Wellenlénge der Teilchen. Dahinter
befindet sich in einigem Abstand z.B. ein photographischer Film S zum Nachweis der
Teilchen. Mit einer solchen Anordnung lassen sich folgende Beobachtungen anstellen:

e Jedes einzelne Teilchen wird auf dem Film S stets als ein ,,Punktereignis® registriert,
also als eine lokalisierte Schwérzung des Films, deren Ausdehnung viel geringer ist
als der Spaltabstand, niemals dagegen als ein wellenartiges, rdumlich ausgedehntes
Gebilde.

e Nachdem eine hinreichend grofie Zahl von Teilchen durch die Apparatur gegangen
ist, bildet das Histogramm der Anzahl der Teilchen, die auf S in parallel zu den
Spalten orientierten Bins registriert wurden, die aus der Optik bekannte ( Ubungs-
aufgabe!) Intensititsverteilung fiir die Beugung am Doppelspalt nach.

e Dieses Doppelspalt-Interferenzmuster baut sich selbst dann auf, wenn die Intensitét
des Teilchenstroms derart gering ist, dass sich stets nur ein einziges Teilchen in der
Apparatur befindet.

8Die Beugung der de Broglie-Wellen von Buckeyballs an einem Gitter wird beschrieben von Markus
Arndt, Olaf Nairz, Julian Vos-Andreae, Claudia Keller, Gerbrand van der Zouw & Anton Zeilinger: Wave-
particle duality of Ceo molecules; Nature 401, 680 (1999). In diesem Experiment besaflen die Buckeyballs
eine Geschwindigkeit von ungefihr 220 m/s, entsprechend der de Broglie-Wellenlinge A ~ 2.5 - 10712 m.
Das ist um den Faktor 400 geringer als der Durchmesser eines Buckeyballs! Die Ubereinstimmung des
beobachteten Beugungsmusters mit dem theoretisch erwarteten belegt, dass die de Broglie-Wellenlénge
tatséichlich der Schwerpunktsbewegung des gesamten Cgp-Molekiils zuzuordnen ist, obwohl sich dieses
Molekiil in mancher Hinsicht schon fast klassisch verhilt: Es besitzt 174 Vibrationsmoden und kann
kontinuierliche Schwarzkorperstrahlung emittieren!



1.2 Das Doppelspaltexperiment 15

Ein Beispiel fiir Ergebnisse eines mit Elektronen durchgefithrten Doppelspaltexperimen-
tes? zeigt die folgende Abbildung I.4.

Abbildung I.4: Allm&hlicher Aufbau des Interferenzmusters in einem Doppelspaltexperi-
ment mit Elektronen. Die Anzahl der auf den Bildausschnitten registrierten Elektronen
ist 8 (a), 270 (b), 2000 (c) und 60000 (d). (Quelle: Wikimedia Commons / Tonomura)

Das Auftauchen eines Interferenzmusters bedeutet zunichst, dass dem Teilchenstrom in
der Apparatur ein Wellenfeld (7, t) zuzuordnen ist. Die Tatsache, dass sich das Inter-
ferenzmuster selbst dann aufbaut, wenn nur einzelne Teilchen durch die Anordnung laufen,
zwingt weiterhin zu der Schlussfolgerung, dass dieses Wellenfeld bereits den einzelnen
Teilchen zuzuschreiben ist (weil der Teilchenstrom dann viel zu , verdiinnt® ist, als dass
die Teilchen z.B. durch ihre Relativbewegung eine Welle ausbilden kénnten). Andererseits
betont der Nachweis der Teilchen als Punktereignis auf dem Film ihren Teilchencharakter;
der Welle-Teilchen-Dualismus wird also in diesem Experiment voll sichtbar.

Wirklich ,,mysterios“ — um das Wort von Feynman aufzugreifen — erscheinen diese
Befunde, wenn man die Frage stellt, welchen Weg die einzelnen Teilchen nehmen, ob
sie also durch den rechten oder durch den linken Spalt hindurchtreten: Da das diesen
Teilchen zugeordnete Wellenfeld (7, t) durch beide Spalte laufen muss, um Interferenz zu
erzeugen, jedes Teilchen also ,,mit sich selbst interferieren muss, kann diese Frage keine

9Der experimentelle Aufbau fiir diese Messungen wird beschrieben von A. Tonomura, J. Endo,
T. Matsuda, T. Kawaski und H. Ezawa: Demonstration of single-electron buildup of an interference
pattern; Am. J. Phys. 57, 117 (1989). Lesenswertes zur Geschichte des Doppelspaltexperimentes fin-
det sich auch im Editorial der Ausgabe der Zeitschrift Physics World vom September 2002; siehe
http://physicsweb.org/articles/world/15/9/1.
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objektivierbare Antwort besitzen. Anders ausgedriickt: Ein Quantenteilchen besitzt nicht
die Eigenschaft, zu einem bestimmten Zeitpunkt an einem bestimmten Ort zu sein — es
existiert daher insbesondere fiir die Bewegung eines Teilchens von der Quelle zum Film
keine Trajektorie 7(¢), wie in der klassischen Physik noch unhinterfragt vorausgesetzt
werden durfte.

Zentrales Augenmerk ist nun der Frage zu widmen, welche Bedeutung der Wellenfunkti-
on (7, t) zukommt. Ausnahmslos alle bisher bekannten experimentellen Beobachtungen
sind vertraglich mit der folgenden ,statistischen Interpretation, die 1926 von Max Born
als Ergebnis seiner Untersuchung quantenmechanischer Streuprozesse vorgeschlagen wur-
de und ein Riickgrat der Kopenhagener Deutung der Quantenmechanik bildet:!®

Das Betragsquadrat der (im allgemeinen komplezen) Wellenfunktion (7, t)
beschreibt die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, das Teilchen zum Zeitpunkt t
am Ort 1 zu finden.

Mit dieser Wahrscheinlichkeitsinterpretation erhélt nun der Zufall eine Rolle, die er nie
zuvor in den Naturwissenschaften gespielt hatte. Im Bereich der Quantenmechanik kann
die Physik keine Aussage mehr dariiber machen, wo ein Teilchen zu einem bestimmten
Zeitpunkt ist, sondern muss sich auf die Angabe der Wahrscheinlichkeit beschrianken, mit
der das Teilchen bei einer Ortsmessung in irgendwelchen Raumbereichen angetroffen wer-
den kann. Die der quantenmechanischen Wahrscheinlickeit zugrunde liegende Unsicherheit
ist fundamental, spiegelt also nicht lediglich das Unwissen des Beobachters wider. Wenn
dagegen ein Wiirfel mit einen Knobelbecher geworfen wurde, der Becher aber noch nicht
abgehoben worden ist, dann betragt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Wiirfel sechs
Augen zeigt, fiir einen idealen Wiirfel genau 1/6. Diese Wahrscheinlichkeit driickt das
Unwissen des Betrachters aus, aber es gibt eine objektive Wirklichkeit: Nachdem der
Wiirfel geworfen wurde, zeigt er eine bestimmte Augenzahl, ob der Betrachter sie nun
wahrnehmen kann oder nicht. Das ist in der Quantenphysik radikal anders: Solange nicht
nachgesehen wird, wo sich ein Quantenteilchen befindet — solange also z.B. im Doppel-
spaltexperiment der Film nicht direkt hinter dem Doppelspalt angebracht wird, so dass
fiir jedes Teilchen eine Schwérzung entweder am Ort des linken oder des rechten Spaltes
auftritt und jedes Teilchen dadurch eindeutig im rechten oder linken Spalt lokalisiert wird,
gleichzeitig jedoch das Interferenzmuster zerstort wird!* — solange hat das Teilchen nicht
die Eigenschaft, an einem bestimmten Ort zu sein; es gibt daher keine objektivierbare
Wirklichkeit , hinter® der quantenmechanischen Unbestimmtheit. Im Doppelspaltexperi-
ment besitzt die Wahrscheinlichkeitswelle eines jeden Teilchens eine nicht verschwindende
Amplitude an jedem der beiden Spalte, so dass beide Moglichkeiten des Durchtritts durch

10Die Kopenhagener Deutung wurde um 1927 insbesondere von Niels Bohr und Werner Heisenberg
auf der Grundlage der Bornschen Wahrscheinlichkeitsinterpretation formuliert. Fiir diese Interpretation
erhielt Max Born im Jahre 1954 den Nobelpreis.

" Bereits die prinzipielle Verfiigbarkeit von Welcher Weg-Information zerstort die quantenmechanische
Interferenz. In dem in der Fufinote auf S. 14 geschilderten Beugungsexperiment senden die Buckeyballs
aufgrund ihrer (Vibrations-)Temperatur von etwa 900 K auf ihren Weg durch die Apparatur thermische
Photonen aus. Diese konnen jedoch nicht benutzt werden, um Welcher Weg-Information zu erhalten, da
ihre Wellenldnge von etwa 10 pm deutlich grofler ist als der Spaltabstand von 100 nm. Das ist Voraus-
setzung dafiir, dass ein Interferenzmuster aufritt!
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die Ebene D parallel realisiert werden.'? Die ,, Wirklichkeit“, an einem bestimmten Ort zu
sein, wird dagegen erst durch eine Ortsmessung geschaffen — nach einer solchen Messung
ist das Teilchen scharf lokalisiert, seine Wellenfunktion ist ,kollabiert“. Dem Messpro-
zess kommt daher in der Kopenhagener Deutung ebenfalls eine auflerordentlich wichtige
Rolle zu. Ob man diese Deutung mag oder nicht — gerechtfertigt wird sie durch ih-
ren im wahrsten Sinne des Wortes ungeheuren Erfolg bei der quantitativen Beschreibung
quantenmechanischer Phinomene.

Die Wahrscheinlichkeitsinterpretation liefert auch wichtige Hinweise auf die mathemati-
sche Struktur der Quantentheorie: Wenn die gesamte existierende Information iiber den
Zustand eines Teilchens durch seine Wellenfunktion (7, t) beschrieben wird, derart, dass
das Betragsquadrat |1 (7,t)|* die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das Auftreten des Teil-
chens bei 7 zum Zeitpunkt ¢ angibt, dann miissen die moglichen Wellenfunktionen zu
jedem Zeitpunkt normiert sein:

/&m¢mwﬁz1 fiir alle 1 (12.1)

denn irgendwo muss das Teilchen ja angetroffen werden. Das bedeutet weiterhin, dass die
physikalisch sinnvollen (d.h. im Sinne der Wahrscheinlichkeitsinterpretation zuléssigen)
Wellenfunktionen quadratintegrabel sein miissen. Dariiber hinaus kann die Wellenfunktion
offenbar mit einem komplexen Phasenfaktor multipliziert werden, ohne die (im Prinzip
beobachtbare) Wahrscheinlichkeitsdichte zu dndern.

I.3 Die Schrodinger-Gleichung fiir freie Teilchen
1.3.1 Heuristische Motivation der Schrédinger-Gleichung

Die einfachste komplexe Wellenfunktion, die auf dem gesamten Raum definiert ist, ist die
ebene Welle mit einer Amplitude C,

Y(Ft) = 0o (1.3.1)

die sich dadurch auszeichnet, dass die Flidchen konstanter Phase Ebenen sind, die sich mit
der Geschwindigkeit vy, = w/k in Richtung des Wellenvektors k bewegen. Hierbei wird
vorausgesetzt, dass der Wellenvorgang an jedem Punkt des Raumes durch eine (komplexe)
harmonische Schwingung beschrieben wird, ¢ oc e !, Zwar sind diese Wellenfunktionen,
auf dem gesamten Raum betrachtet, nicht normierbar und beschreiben daher noch keinen
physikalischen Zustand z.B. eines Elektrons, aber es konnen spéter im Sinne der Fourier-
Analysis normierte Wellenpakete aus ihnen aufgebaut werden.
Entscheidend fiir die Form der Wellengleichung, der die Materiewellen nichtrelativistischer
Quantenteilchen gehorchen, ist ihre Dispersionsrelation, d.h. der Zusammenhang w = w(k)
zwischen Frequenz und Wellenzahl. Zunéchst gilt die de Broglie-Beziehung (I.1.20), also
h h 2w
P=X" 277
12Diese Formulierung ist offensichtlich ein Versuch, die klassisch geprigte und intrinsisch falsche Aus-
sage ,,Das Teilchen lduft gleichzeitig durch beide Spalte* zu vermeiden.

— ik,




1.3 Die Schrodinger-Gleichung fiir freie Teilchen 18

und weiterhin £ = % fiir nichtrelativistische freie Teilchen; insgesamt hat man fiir solche
Teilchen also
h2k?
E = . (1.3.2)

2m

Setzt man nun voraus, dass der fiir Photonen giiltige Zusammenhang E = hw auch fiir
massebehaftete Teilchen richtig ist,'® so findet man die in k quadratische nichtrelativisti-

sche Dispersionsrelation

hk?
= —. 1.3.
w(k) =5, (1.3.3)
Damit erhalten die ebenen Wellen (I.3.1) die prézisierte Form
o 1) = Y _ g (g (13.4)
Durch Ableiten nach den Variablen 7 und ¢ erhélt man daraus sofort
he Lo
SOU ) = U ) (135
und
0 p?
h—(rt) = —(r,t) ; L.3.
Kombination dieser Beziehungen liefert die Evolutionsgleichung
1 (hs)’ h?
- rt)=——A 1.3.7
500 =5 (39) w0 = -5 su(o). (137)

Dies ist die Schrodinger-Gleichung fiir nichtrelativistische freie Teilchen; ihre Form spie-
gelt die plausible, wenn auch nicht ,bewiesene“ Dispersionsrelation (I.3.3) wider. Diese
Gleichung ist linear in der Wellenfunktion v, d.h. es gilt das Superpositionsprinzip: Fiir
Losungen 91 und 9 von (I1.3.7) sowie komplexe Zahlen o und [ ist auch aw); + (51, eine
Losung. Diese Eigenschaft kann nun genutzt werden, um durch Superposition der (nicht
normierbaren) ebenen Wellen (I.3.4) mit wellenzahlabhéngigen Amplituden zu rdumlich
lokalisierten ,, Wellenpaketen® zu gelangen: Offensichtlich ist auch

o 12

¢(m):W /d?’kgoo(lz) - (135)

fiir jede ,verniinftige“ Impulsgewichtungsfunktion cpo(l;) eine Losung der Schrodinger-
Gleichung. Das zugehb’rige Normierungsintegral lautet dann

Jeriu

13Diese Annahme ist plausibel: Der relativistische Viererimpuls fiir Photonen lautet p* = (E/¢,p) =
hw/c, E) Da die raumartige Komponente dieser Gleichung, p'= hE, sowohl fiir Photonen als z.B. auch
fir Elektronen richtig ist, sollte das auch fiir die zeitartige Komponente £ = hw der Fall sein. Diese
formale Betrachtung ist natiirlich kein Beweis!

d*r [dk

BE @Ko (k) eEFIT o=isn (=Kt (1 3 g)
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Nun ist der Ausdruck

1
(27)?

/ Br e FF7 = 5k — ) (1.3.10)

eine formale Integraldarstellung der Diracschen Delta-, Funktion“. Daher folgt!*

—

/ dr () = /d3k /d3k’ 05K )po () 6(k — k) et (221
- /d?)k'“oo(]z)‘?' (L3.11)

Wenn also die Impulsgewichtungsfunktion @O(E) im k-Raum ,auf Eins normiert“ war,
dann ist auch das Wellenpaket (7, ) im Ortsraum korrekt normiert.'®

B Beispiel: GauB-Wellenpaket in einer Dimension (Ubungsaufgabe!)

Es wird nun ein Wellenpaket in einer Raumdimension betrachtet, dessen Impulsgewich-
tungsfunktion durch eine um kq zentrierte Gauifunktion gegeben sei:

po(k) = Ne~z(k—ho)%a® (1.3.12)

Dabei triagt a offenbar die Dimension einer Lange. Die Normierungskonstante N ergibt
sich sofort aus der Forderung

1= /dk lpo(k)|? = N? /dk e~ (k—ko)*a® NQ? (1.3.13)

zu

N=Y" (1.3.14)

Die Wellenfunktion im Ortsraum lautet damit

N 1 2.2 j(kx—2 2
plat) = o / ks e~ bh—ko)2a? i (ko= 471)

N 22 — 2ia2koz + 170 q2¢
=t exp (— T . (L3.15)

ay/1+i -1 202 (L +155)

4Das Mehrfachintegral iiber den Betrag des Integranden von (I1.3.9) divergiert, so dass der aus der
Lebesgueschen Integrationstheorie bekannte Satz von Fubini iiber die Vertauschung der Integrations-
reihenfolge nicht anwendbar ist; die hier vorgenommenen Umformungen sind also zunéchst rein formaler
Natur. Zu zeigen, dass sie — im Sinne eines wohlverstandenen Kalkiils — auch mathematisch wohldefiniert
sind, ist Gegenstand der Funktionalanalysis. Ein Physiker sollte um diese Subtilitéiten zwar wissen, sich
aber keinesfalls scheuen, den bequemen Kalkiil zu benutzen!

15Tn der Theorie der Fourier-Transformation ist diese Aussage als Satz von Plancherel bekannt: Die
Fourier-Transformation im Raum der quadratintegrablen Funktionen ist eine Isometrie.
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Ihr Betragsquadrat liefert die Wahrscheinlichkeitsdichte im Ortsraum,
(x — o r)”

1
Vrafir () \ e (1 ()

woraus man die folgenden Eigenschaften des Wellenpakets abliest:

[Y(z, )| =

(1.3.16)

e Das Wellenpaket ist ,gauffisch® um x(t) = %t zentriert, d.h. um die Trajektorie
eines klassischen Teilchens, welches sich kréftefrei mit dem Impuls p = hky bewegt.

e Das Wellenpaket ,,zerflieBt“: Seine Breite Az wiichst im Laufe der Zeit;!'® fiir grofe
Zeiten t wird Ax ~ % Die Konstante a legt also nicht nur die anfangliche ,,Schéarfe*
des Wellenpakets fest, sondern bestimmt auch die Geschwindigkeit seiner Verbrei-
terung: Je schirfer die Welle zum Zeitpunkt ¢ = 0 lokalisiert war, desto schneller
zerflieit sie.

Die Verbreiterung wird wesentlich nach einer charakteristischen Zeit ¢y, die durch n%% ~ 1

gegeben wird, d.h. dann, wenn ¢ von der Gré8enordnung ¢, = m;f ist. Es lohnt sich, hierfiir
einige konkrete Zahlenwerte zu betrachten: Fiir ein Elektron, das in einer Raumdimension
anfinglich auf a = 1 nm genau lokalisiert ist, ergibt sich tq ~ 8.6-1071% s. Fiir einen Strahl
von Buckeyball-Molekiilen, deren Ort in einer Richtung senkrecht zum Strahl durch einen
Kollimationsschlitz auf a = 1 um genau festgelegt wird, erhéilt man dagegen tg ~ 0.011 s.
Bewegt sich der Strahl, wie in dem in der Fufinote auf S. 14 geschilderten Experiment,
mit einer Geschwindigkeit von 220 m/s, legen die Molekiile wéhrend dieser Zeit in Strahl-

richtung rund 2.5 Meter zuriick. u

1.3.2 Impulsdarstellung und zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion
Im vorher konstruierten Wellenpaket (1.3.8),

S 1 R
400 = e [ Pl CE

bezeichnet gpo(E) die Amplitude dafiir, dass in der Impulsverteilung der Impuls p' = hk
vorkommt. Entsprechend ist |¢o(k)|? die zugehérige Wahrscheinlichkeitsdichte. Man kann
also cpo(E) als ,, Wellenfunktion im Impulsraum*“ auffassen — besser: als ,,Impulsraum-
darstellung des Zustandes“. Diese Terminologie impliziert insbesondere, dass ein und der-
selbe physikalische Zustand in verschiedenen Darstellungen betrachtet werden kann, neben
der bisher benutzten Ortsdarstellung z.B. auch in der Impulsdarstellung. Da nun das ge-
gebene Ortsraum-Wellenpaket zum Zeitpunkt ¢ = 0 gerade die Fourier-Transformierte der

Impulsraum-Wellenfunktion ist, ndmlich

U =0) = JE G (13.17)

16Ein Ma8 fiir die Breite einer GauB-Funktion f(z) = ——— exp (— M) ist ihre Standardabweichung

2o 202

Ax = o vom Mittelwert xg.
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kann man die zugehorige Impulsraum-Wellenfunktion daraus durch eine inverse Fourier-
Transformation berechnen:

1 —ik-7 (> —ik-7 AR UL
oL /d3re FTab(7,t=0) = 2n)? /d37"e k /dgk’goo(k’)ek

= oK) . (1.3.18)

Damit ergibt sich das folgende Schema fiir die Berechnung derjenigen , freien“ Wellen-
funktion, die aus einem gegebenen ,, Anfangswert* (7, t=0) hervorgeht:

1. Bestimme die zum Anfangswert gehorige Impulsverteilung durch inverse Fourier-
Transformation:

1

QOO(IZ) = W

/ dBr e FT(F t=0) . (1.3.19)

2. Im Impulsraum wird die Zeitentwicklung einfach dadurch beschrieben, dass die zu

— . hk2 .
k gehorige Amplitude mit dem ,, Phasenfaktor® e i3m ¢ = ¢~ %® ¢ multipliziert wird:
1. 7 ik
o(k,t) = @o(k)e " 2m® . (1.3.20)

3. Die Wellenfunktion (7, t) zum Zeitpunkt ¢ > 0 ergibt sich aus dieser derart ,pro-
pagierten Impulsverteilung durch Fourier-Transformation:

1 P o
V(7 L) = 7 /d?’ke”‘"’“cp(k,t). (1.3.21)

(27)

Dieses Schema zeigt insbesondere, dass die durch die freie Schrodinger-Gleichung vermit-
telte Zeitentwicklung die Norm der Wellenfunktion erhélt (d.h. dass [d3r ¢ (7, t)> =
fir alle t > 0, sofern [d* |y (7t = 0)|]*> = 1). Denn fiir die Multiplikation mit dem
Phasenfaktor, der die Zeitentwicklung im Impulsraum beschreibt, ist das klar, und die
Fourier-Transformation, mit deren Hilfe zwischen der Orts- und der Impulsdarstellung
gewechselt wird, ist bekanntlich eine Isometrie.

I.4 Operatoren im Hilbertraum, die Unschérferelation

Es wurde bereits festgestellt, dass die ,, physikalisch sinnvollen® Wellenfunktionen (7, t)
eines Teilchens (d.h. diejenigen Wellenfunktionen, die eine Wahrscheinlichkeitsinterpreta-
tion zulassen), quadratintegrabel sind, so dass

/d% (7 )2 = ]2 < oo . (141)
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Eine quadratintegrable Wellenfunktion mit Norm [|¢/]| > 0 kann immer ,auf Eins* nor-
miert werden: Ist ||¢|| # 1, so betrachte man einfach die normierte Funktion

1 ~
F, - —= F, . 142
(7 1) Mzﬁ( t) (1.4.2)

Die Menge der (komplexwertigen) quadratintegrablen Funktionen auf einem gegebenen
Definitionsbereich €2 bildet einen Vektorraum; die Wellenfunktionen konnen daher als
Vektoren aufgefasst werden. Auf diesem Vektorraum wird durch

ww>51§%¢wmww> (143

ein Skalarprodukt definiert. (Ubungsaufgabe!) Dabei ist allerdings eine formale Schwierig-
keit zu beachten: Beriicksichtigt man, dass quadratintegrable Funktionen nicht unbedingt
stetig sein miissen und fasst das Integral im Lebesgue-Sinn auf, so folgt aus (¥|¢)) = 0
noch nicht, dass ¢ die Nullfunktion auf €2 ist, vielmehr kann 1 immer noch auf einer
beliebigen Untermenge von (2, die das Mafl Null besitzt, von Null verschieden sein. Man
hat daher alle Funktionen, die sich nur auf einer Menge vom Mafl Null voneinander unter-
scheiden, zu identifizieren und diese Aquivalenzklassen als die eigentlichen Elemente des
Vektorraums anzusehen.!” Erst mit dieser Konstruktion wird die Form (I.4.3) tatséchlich
ein echtes Skalarprodukt auf dem Raum der (Aquivalenzklassen von) quadratintegrablen
Funktionen, der damit die Struktur eines Hilbertraums erhilt;'® dieser Hilbertraum trigt
die Bezeichnung £%()). Da alle Hilbertraumelemente, die sich voneinander um einen von
Null verschiedenen (komplexen) Faktor unterscheiden, nach Normierung auf den gleichen
physikalischen Zustand fiihren, entspricht ein solcher Zustand einem Strahl im Hilbert-
raum.

1.4.1 Erwartungswerte, Orts- und Impulsoperator

Da nun [¢(7,)|* die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir ist, das Teilchen bei einer Orts-
messung am Ort 7 zu finden, ist die mit ihr gebildete Grofie

7y = /&rmwmwﬁ

_ / & (7 £) T 1)
([ rl) (1.4.4)

1"Diese mathematischen Konsistenziiberlegungen spiegeln die Tatsache wider, dass der Wellenfunkti-
on an einen einzigen Punkt keine unmittelbare physikalische Bedeutung zukommt; erst die iiber einen
gewissen Raumbereich integrierte Wahrscheinlichkeitsdichte ist eine (statistisch) beobachtbare Grofle.
Konstruktionsgemif ist das Resultat einer solchen Integration fiir aller Repréisentanten einer Funktionen-
Aquivalenzklasse identisch.

18Ein Hilbertraum ist ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt, der beziiglich der vom Skalarprodukt
induzierten Norm || - || = (-|-)¥/? wollstindig ist. Fiir die Vollstindigkeit ist der Verzicht auf Stetigkeit
wesentlich: So ldsst sich z.B. eine nicht stetige Treppenfunktion als Grenzwert (,,im Sinne der Norm*)
einer Folge stetiger Funktionen darstellen.
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der Ortserwartungswert, d.h. der Erwartungswert derjenigen Verteilung, die sich ergibt,
wenn fiir jedes Teilchen eines Ensembles identischer und identisch im Zustand (7, t)
praparierter, sich gegenseitig nicht beeinflussender Teilchen sein Ort festgestellt wird.
Betrachtet man die Wellenfunktion eines solchen Teilchens im Impulsraum,

DR t) = (273)3 - / Ere (7 ) (14.5)
so erhélt man wegen p = hk daraus sofort in analoger Weise den Impulserwartungswert:
B) = [aknE o 0
_ /d3k ) BE D (R 1)
= (b|hk|Y) . (1.4.6)

Fithrt man hier im Integranden mittels (I.4.5) wieder die Ortsraum-Wellenfunktion ein,
so erhélt dieser Erwartungswert die Form

d*k

d*r &7 (7 t) hk / & e F T (1) (1.4.7)

Nun wird der Impulsfaktor Ak durch einen Differentialoperator dargestellt, der zunéchst

auf die ebene Welle e~ 7" wirkt und dann mittels einer partiellen Integration auf die

Wellenfunktion 1) heriibergewilzt wird:
— h = !
hk:/d3 e BT (7 ) = /d3r’ (—TV’e_ll‘”’ ) (', )
i
3,0 —ik7 h =/ 1
- /dre R w1, (1.4.8)
i

wobei ausgenutzt wurde, dass aufgrund der Quadratintegrabilitidt von ¢ bei der parti-

ellen Integration keine Randterme auftreten. Mit der schon mehrfach vorgenommenen
Vertauschung der Integrationsreihenfolge findet man schlieflich

W = [ /d?"
S(F—")

- / & " (7 1) 7—:‘ V(1) . (1.4.9)

h -
&k RO g (7 ) T VO 1)

Man beachte, dass es hier im Unterschied zu dem fritheren Ausdruck (I.4.6) wesentlich
ist, dass der den Impuls reprisentierende Ableitungsbefehl mittig steht, da er nur auf das
rechts von ihm stehende ¢, nicht jedoch auf das links von ihm stehende 1* wirkt.
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In analoger Weise lésst sich auch der Ortserwartungswert mit Hilfe der Impulsraum-
Wellenfunktion berechnen:

(M = /d?’rw*(m)qw(f,t)
= (2;)3 / d*r / &k e G (R 1) 7 / A3k TP 1) . (1.4.10)

Ahnlich wie in (I.4.8) wird nun der Ortsfaktor 7 durch einen Differentialoperator darge-
stellt:

Sl N, 1> 2\
,’:'/d:')k/ elk T w(k/’t) — /dgk/ (T Vk/ elk -1“) w(k/,t)
ol 1o o~
- /d%/ o7 (‘? Vk/w(k’,t)) . (L4.11)

Mit dieser Umformung erhilt nun der Ortserwartungswert die zu (I.4.9) analoge Form

o\ 3 3, 1 3,. (K —k)7 (T R v AN
(7) = /dk/dk\(zw)?)/dre Jw(k,t)( ivkw(k,t))

R

,];/)

Eal

a(
_ / @k (1) (19 B (14.12)

Wihrend also in der klassischen Mechanik die ,,Phase* (7(t), p(t)) eines Teilchens direkt
durch die Losung seiner Bewegungsgleichung bestimmt werden kann und die Eigenschaften
dieses Teilchens unabhéngig davon beschreibt, ob es beobachtet wird oder nicht, lasst
die Quantenmechanik nur die Berechnung von Erwartungswerten fiir den Ausgang einer
Messung z.B. des Ortes 7 oder des Impulses p zu.'” Diese Berechnung erfolgt dadurch, dass
einer in einem zumindest prinzipiell durchfiihrbaren Experiment beobachtbaren Grofie,
also einer Observablen A (wie z.B. den Observablen A = i oder A = p) eine konkrete
Rechenvorschrift, also ein Operator A zugeordnet wird, die auf die Wellenfunktion
anzuwenden ist, die den jeweiligen physikalischen Zustand beschreibt. Die Auswertung
eines solchen quantenmechanischen Erwartungswertes erfolgt stets nach dem Schema

(A) = (] Ap) = (] Alp) . (1.4.13)

Dabei hiangt die Gestalt des Operators, der einer Observablen zuzuordnen ist, auch von
der Darstellung der Wellenfunktion ab.?® Aus den vorherigen Beispielen erhilt man die
folgende Tabelle:

9Da der Erwartungswert eine statistisch definierte Grofie ist, kann ein von der Quantenmechanik
vorhergesagter Erwartungswert nur mit Hilfe einer hinreichend grofien Zahl von Messungen an identischen,
identisch praparierten und sich gegenseitig nicht beeinflussenden Teilchen experimentell iiberpriift werden.
Die Quantenmechanik ist eine statistische Theorie; sie macht keine Aussage iiber den Ausgang nur einer
einzigen Messung!

20Zur strengen Definition eines Operators gehért neben der Angabe der ,, Rechenvorschrift® auch die des
Definitionsbereiches. Auf diesen Umstand und seine Konsequenzen wird in den folgenden mathematischen
Ergidnzungen 1.4.2 und I.4.4 ndher eingegangen.
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Ortsdarstellung Impulsdarstellung
Ortsoperator 7 Multiplikation mit 7 i@k = ihﬁp
Impulsoperator 5 ?ﬁ Multiplikation mit p = hk
Operator der kin. Energie H —%A Multiplikation mit %

1.4.2 Mathematische Erginzung: Lineare Operatoren

In der Quantenmechanik spielen lineare Operatoren eine besondere Rolle. Ein linearer
Operator A auf einem Hilbertraum H ist eine Abbildung, die Vektoren ¢ aus dem Defini-
tionsbereich D(A) — einem linearen Unterraum von H — auf Vektoren At derart ab-
bildet, dass

-~

Aot + o) = Ay + BAp  fiir alle ¥, € D(A) und alle o, B € C .  (1.4.14)

Zum Beispiel sind die oben beschriebenen Operatoren des Ortes 7 und des Impulses 5 (ge-
nauer: deren Komponenten) lineare Operatoren auf dem Raum £? der quadratintegrablen
Funktionen:

R p—y) mit D(Z) = {1 € L2 |zp € L2 j =1,2,3} (1.4.15)
und
P — Wy mit D) = {ve Lo eL; j=1,23}. (1.4.16)

Ein weiteres Beispiel fiir einen linearen Operator liefert die Fourier-Transformation: Die-
ser Transformation lédsst sich formal ein Operator F' zuordnen, dessen Wirkung auf eine
Funktion ¢ : R” D €2 — C durch die Vorschrift

N 1 n —ik-Z —
D) = W/Qd e () (14.17)

~

(Fy) (k)

gegeben wird. R
Ein linearer Operator A heiflt beschrinkt, wenn eine Konstante ¢ > 0 existiert mit der
Eigenschaft, dass

-~

Ay < || fiir alle ¢ € D(A) (1.4.18)

wobei die Norm || - || der Funktionen auf beiden Seiten dieser Ungleichung durch (I.4.1)
definiert wird; die kleinste derartige Konstante ¢ heifit die Norm || A|| des Operators:

A= sup 124

. (I.4.19)
YeD(A) 14
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So besagt das Plancherel-Theorem, also die Tatsache, dass die Fourier-Transformation eine
Isometrie ist, dass der Operator F, der diese Transformation gemaf (1.4.17) realisiert, die
Norm ,,Eins® tragt:

|F||=1. (1.4.20)

Es ist einfach zu zeigen und sehr wichtig, dass ein beschrinkter linearer Operator A
auch stetig ist, d.h. die Konvergenz von Funktionenfolgen erhélt: Wenn lim,, ., ¢, exis-
tiert, dann auch lim,, .., Av,. Stetige Operatoren, die zunéchst nur auf einer dichten
Teilmenge eines Hilbertraums H definiert sind, konnen einfach auf ganz H stetig fort-
gesetzt werden. Das Prinzip und die ZweckméBigkeit dieser Fortsetzung wird durch die
Fourier-Transformation verdeutlicht: Die Operation (I.4.17) ist zunéchst nur fiir integra-
ble Funktionen wohldefiniert.?! In der Quantenmechanik wird der Operator F aber auf
dem Raum £? der quadratintegrablen Funktionen benétigt; nicht jede quadratintegrable
Funktion ist auch integrabel. Da jedoch jede quadratintegrable Funktion ¢/ im Sinne der
L2-Norm || - || durch eine Folge integrabler Funktionen ,, approximiert werden kann, die
integrablen Funktionen also dicht in £? liegen, kann F 1) mit Hilfe einer beliebigen solchen
Folge durch

Fip = lim Fib, (1.4.21)
eindeutig definiert und damit F auf den ganzen Raum £? fortgesetzt werden.

1.4.3 Kommutatoren und die Heisenbergsche Unschirferelation

Zwei lineare Operatoren A und B kénnen y,multipliziert, d.h. gem#fl der Vorschrift
(AB)Y = A(Bv) nacheinander angewandt werden. Der Definitionsbereich dieses , Pro-
duktes® ist offenbar

D(AB) = {¢ € D(B)| By € D(A)} . (1.4.22)

Es ist offensichtlich, dass dleses ,,Produkt“ zweier Operatoren A und B nicht kommutativ
ist; im allgemeinen ist AB #* BA. Der ,Grad der Nicht-Kommutativitat® wird beschrieben
durch ihren Kommutator, d.h. durch die Differenz??

AB—BA=|A,B. (1.4.23)

Ein sehr wichtiges Beispiel nicht-kommutierender Operatoren liefern die Komponenten

Dj = ? % und 7, = x;, des Impuls- bzw. Ortsoperators. Man findet sofort
PO h 0 h h o
piTky = T 0, (zr ) = - ]k¢+$k——a (o
h 0
T Di = - 1.4.24

21Eine Funktion ¢ : R™ D Q — C heif}t integrabel, wenn Jod™z |[¢(F)] existiert.
22Man beachte, dass D(AB) nicht mit D(BA) iibereinstimmen muss. Der Definitionsbereich des Kom-
mutators ist daher D([4, B]) = D(AB) N D(BA).
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Also erhélt man (p;7y — Zxp;)¢) = ?@k ¥ fiir jede Funktion 1, und damit die Operator-
identitét

o~ h
D), zk] = T Ojk - (I.4.25)

Wenn der Kommutator zweier Operatoren nicht verschwindet, die Operatoren also nicht
vertauschen, dann bedeutet das, dass die durch diese Operatoren beschriebenen Obser-
vablen nicht gleichzeitig streuungsfrei (,,scharf*) gemessen werden konnen. Im Falle der
Operatoren von Ort und Impuls wird dieser Zusammenhang durch die Heisenbergsche
Unschérferelation ausgedriickt. Diese wichtige physikalische Feststellung wird aus dem
folgenden mathematischen Hilfssatz abgeleitet werden.

Satz: Fir alle quadratintegrablen Funktionen i : R" — C, fir die |Z| (%)
und |k| (k) ebenfalls quadratintegrabel sind, gilt

= . n
IVeIl Iz el = 3 Ml (1.4.26)
Gleichheit gilt genau dann, wenn

(@) = Ne 37 mit reellem o > 0. (I.4.27)

Beweis: Die bekannte Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert sofort

IVl lE9]* = [(VelEe))?

Die rechte Seite dieser Ungleichung wird nun mit Hilfe einer partiellen Integration um-
geformt, wobei aufgrund der Quadratintegrabilitidt keine Randterme auftreten:

(Vi) = /de(@i
— - [ara Z¢ (01 0(2)

— (V- (a: ). (1.4.28)
Die Produktregel liefert nun

w@))* v (@)

V- (ZY) =mp+7- (V) , (1.4.29)
so dass
(WIV - (F)) = n|[¢]* + (F¢| V) . (I.4.30)

Damit erhélt (I.4.28) die Form

(VT P) = —n ||| — (F¢|VY)
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oder
2Re (VY|ZY)) = —n ||[9]? . (1.4.31)

Nutzt man das auf der rechten Seite der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung aus, erhélt
man sofort den ersten Teil der Behauptung:

VeI @elP = (Ve o)l = (Re(Velze)’ + (Im(Ve|zy)*
2
> (1.4.32)

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung wird genau dann scharf, d.h. zu einer Gleichung,
wenn ﬁzﬁ und 7 linear abhéngig sind, wenn also ﬁzﬁ = —a 21 mit zunéchst beliebigem
a € C. Losung dieser Differentialgleichung ist ¢ = N e~ 5% wobei hier Re(a) > 0 voraus-
gesetzt werden muss, damit ¥ quadratintegrabel ist. Damit auch die zweite Ungleichung
dieser Kette scharf werden kann, muss « schliellich reell sein, so dass Im(ﬁwlf ) =0.0

Man iiberzeugt sich sofort, dass die éussage dieses Hilfssatzes richtig bleibt, wenn man
die Operatoren V und & durch %V — ko und & — ¥y ersetzt, wobei die Vektoren kg und &
vorlaufig noch beliebig sind. Damit hat man dann

|49 = Eo)ll - 1@ = Fo)uell = 5 111 (L4.33)

Gleichheit gilt nun fiir eine GauBfunktion, die im Ort um Z, herum zentriert ist, wihrend
die Impulsverschiebung um ky durch einen Phasenfaktor ausgedriickt wird:

W(Z) = N exp (i/ZO - % (@ — 50)2) . (L4.34)

Wihlt man jetzt eine normierte Funktion 4, so dass [¢|* als Wahrscheinlichkeitsdichte
aufgefasst werden kann, und wihlt weiterhin Zo = (&) und ko = (k) als die zugehérigen
Erwartungswerte im Orts- bzw. Impulsraum, erhalten die beiden Faktoren auf der linken
Seite von (I.4.33) ebenfalls eine einfache wahrscheinlichkeitstheoretische Bedeutung:

|@ = @)l = (@ | (&= (@) |v) = (Az) (1.4.35)

und

1AV — (NI = (0] (2V — (k)? | ) = (Ak)” (L.4.36)

sind genau die Varianzen der Orts- bzw. Impulsverteilung; deren Wurzeln Az und Ak sind
die zugehorigen Standardabweichungen. Diese Standardabweichungen charakterisieren die
GrofBlenordnung der statistischen Streuung der Resultate von Orts- bzw. Impulsmessungen
an identischen und identisch praparierten, sich gegenseitig nicht beeinflussenden Teilchen.
Eine solche quantenmechanische Standardabweichung wird auch als ,,Unschérfe“ bezeich-
net; im allgemeinen Fall wird die Unschérfe AA einer Observablen A durch

AA = |[(A = (A)y)y| (L.4.37)
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gegeben. Dabei bedeutet (A)y, dass der Erwartungwert von A beziiglich der durch v
vermittelten Wahrscheinlichkeitsdichte gebildet wird. Zusammenfassend erhélt man somit
aus (I.4.33) die Heisenbergsche Unschirferelation in n Raumdimensionen: Die Streuungen
der Resultate gleichzeitiger Orts- und Impulsmessungen erfiillen die Ungleichung

h
Az - Ak > g oder Ax - Ap > 3 n. (1.4.38)

Das zugehorige ,, Wellenpaket minimaler Unschérfe (besser: Wellenpaket mit minimalem
Unschérfeprodukt), fir das diese Ungleichung scharf wird, lautet

W(F) = (%) " exp (i(E) P % (7 — <;1?))2) . (1.4.39)
Es ist also nicht moglich, den Ort und den Impuls eines Teilchens gleichzeitig beliebig
genau festzulegen: Befindet sich ein Teilchen z.B. in einem Zustand 1 mit einer kleinen
Ortsunschéarfe Ax, so muss seine Impulsunschiarfe Ap so grofi werden, dass die Unglei-
chung (I.4.38) erfiillt wird. Eine kleine Ortsunschérfe erzwingt also eine grofle Impuls-
unschérfe, und umgekehrt.
Ein kurze Rekapitulation des Beweises dieser Unschérferelation macht deutlich, dass die
entscheidende Ursache, die dazu fiihrt, dass auf der rechten Seite der Ungleichung (I.4.38)
ein von Null verschiedener Wert auftaucht, gerade in der durch (I.4.29) ausgedriickten
Produktregel besteht, d.h. letztlich in dem Umstand, dass Orts- und Impulsoperator
nicht miteinander vertauschen. Auch fiir andere hermitesche Operatoren A und B schlief3t
Nichtvertauschbarkeit die gleichzeitige scharfe Messbarkeit der ihnen zugeordneten Obser-
vablen aus: Unter Ausnutzung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhélt man ndamlich
die , allgemeine Unschérferelation®

AA-AB z% w14 B |0, (1.4.40)

die das Unschirfeprodukt AA - AB auf den Kommutator [A, B] zuriickfithrt (Ubungs-
aufgabe!); die Heisenbergsche Unschirferelation (1.4.38) ergibt sich daraus als einfacher
Spezialfall.

1.4.4 Mathematische Erginzung: Hermitesche und selbstadjungierte Opera-
toren

Zwar sind die Wellenfunktionen eines Teilchens im allgemeinen komplex, aber die mit
ihnen gebildeten Erwartungswerte, die ja das Ergebnis einer Messreihe charakterisieren,
miissen stets reell sein. Das fiihrt zunéchst zur Definition der hermiteschen (oder symme-
trischen) Operatoren:
Ein linearer Operator H auf einem Hilbertraum H, dessen Definitionsbereich
D(H) dicht in H ist, heifit hermitesch, wenn alle seine Erwartungswerte reell
sind:

(Y|HY) e R fiir alle ¢ € D(H) . (1.4.41)
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Aquivalent dazu ist die folgende Definition:

Ein_linearer Operator H auf einem Hilbertraum H, dessen Definitionsbereich
D(H) dicht in 'H 1ist, heifit hermitesch, wenn

(p|HY) = (Hel)  fiir alle p,v € D(H) . (1.4.42)

Ein hermitescher Operator kann also ,ohne Anderung im Skalarprodukt auf die andere
Seite heriibergewilzt* werden.

B Beispiel: Der Operator der kinetischen Energie auf einem beschriankten Intervall

Ein einfaches Beispiel fiir einen solchen hermiteschen Operator liefert der Operator der
kinetischen Energie fiir die Bewegung auf einem eindimensionalen Intervall [a, b]:
~ h? d?
H=——. 1.4.43
2m dx? ( )
Der zugrundeliegende Hilbertraum ist dabei der Raum £?([a, b]) der auf diesem Intervall
quadratintegrablen Funktionen; der Definitionsbereich D(H) bestehe aus den zweimal

differenzierbaren Funktionen, die Dirichlet-Randbedingungen erfiillen, also am Rand des
Intervalls verschwinden:

D(H) = {v € L2([a,8]) | ¢ € L2([a,1]), ¢ € L([a,}]), ¥(a) = (D) = 0} .

Dann gilt

i) = [areo)(—ge ) viw
- gt o [ (45) 5
R SO b— us abdx (%) ¥(a)
- fo (5 tEE) v
= <?Iso¢><, " ) (L4.44)

wobei die Randterme bei beiden partiellen Integrationen aufgrund der Dirichlet-Rand-
bedingungen an ¢ und 1 verschwinden. Also ist H auf D(H) hermitesch; dieser Definiti-
onsbereich liegt dicht in £2([a, b]). u

Ein Operator, der eine quantenmechanische Observable darstellen soll, muss mindestens
hermitesch sein, um die Realitéit der Erwartungswerte zu gewéhrleisten. In der mathema-
tischen Physik wird von solchen Operatoren allerdings nicht nur Hermitezitét, sondern
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auch Selbstadjungiertheit gefordert. Der Unterschied zwischen hermiteschen und selbst-
adjungierten Operatoren betrifft nicht die ,,Rechenvorschrift”, sondern ,,nur“ den Defini-
tionsbereich. Trotzdem ist dieser Unterschied in manchen Fiéllen auch in physikalischer
Hinsicht wichtig; er soll daher in dieser Ergédnzung kurz skizziert werden.

Zunéchst wird dazu das Adjungierte eines beschriankten, also stetigen linearen Operators
definiert:

Sei A ein beschrankter, iberall auf einem Hilbertraum H definierter linearer
Operator. Der zu A adjungierte Operator A ist derjenige Operator, fiir den

(p|A) = (ATp|)  fir alle o, € H . (1.4.45)

Ein beschriankter Operator kann also im Skalarprodukt auf die andere Seite gewélzt
werden, wenn er dabei durch sein Adjungiertes ersetzt wird. Das doppelt Adjungierte
(AT)T — At cines beschrinkten Operators A ist identisch mit A. Sind A und B zwei
beschrinkte Operatoren, so ist (AB)" = BTA.

Typische Operatoren fiir physikalische Observablen sind jedoch wunbeschrinkt und da-
her nicht stetig. In diesem Fall greift das in Abschnitt 1.4.2 am Beispiel der Fourier-
Transformation erlduterte Fortsetzungsprinzip nicht, so dass nun nicht mehr vorausgesetzt
werden kann, dass der Operator auf dem gesamten Hilbertraum definiert ist. Daher muss
die Definition des adjungierten Operators entsprechend modifiziert werden:

Sei A ein linearer Operator auf einen Hilbertraum H, dessen Definitionsbe-
reich D(A) dicht in H liegt. Der zu A adjungierte Operator Al ist derjenige
Operator, fir den

(| Ay = (ATp|) fiir alle 1 € D(A) und alle ¢ € D(A") . (1.4.46)

Dabei ist D(ET) wie folgt gegeben: ¢ liegt in D(ET) genau dann, wenn ein Vektor x € H
existiert mit der Eigenschaft, dass (x|¢) = (gp\ﬁw fiir alle ¢ € D(A A) Die Bedingung,
dass D( ) in ‘H dicht liegt, garantiert die Eindeutigkeit dieses Vektors y. Daher kann At
durch ATgo x definiert werden.

Das doppelt Adjungierte existiert, falls auch D(AT) dicht ist. Dann ist At eine Erweite-

rung von A d.h. ein Operator, der auf einem gréferen Bereich als A definiert ist und auf
D(A) mit A iibereinstimmt.
Die Definition eines selbstadjungierten Operators ist nun klar:

FEin linearer Operator A heifst selbstadjungiert, wenn
At =4 (1.4.47)
Diese Definition verlangt insbesondere auch die Gleichheit der Definitionsbereiche D(A\)

und D(A"). Genau das ist der entscheidende Punkt: Wenn néimlich A lediglich hermitesch
ist, gilt zwar gemif (1.4.42)

(plAy) = (Aply) (L4.48)
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fiir alle », v € DA A) Die Definition des adjungierten Operators zeigt zudem, dass jedes
pE D(A) auch in D(AT) liegt und dass Afp = Acp fiir alle p € D(AT) Daraus folgt jedoch
nicht, dass A und A" identisch sind, da ja D(A") grofer sein kann als D(A)! Wenn also

A nur hermitesch ist, dann ist At eine Erweiterung von A:

o Ist A hermitesch, gilt A = AT auf D(A) C D(AM).
Selbstadjungiertheit verlangt jedoch mehr:

o Ist A selbstadjungiert, gilt A = At auf D(A) = D(A).

B Beispiel: Der Impulsoperator auf einem beschriankten Intervall

Die Tatsache, dass die vorherigen mathematischen Begriffsbildungen auch physikalisch
sinnvoll sind und von einer guten, d.h. scharf messbaren Observablen nicht nur Hermi-
tezitat, sondern sogar Selbstadjungiertheit zu fordern ist, wird verdeutlicht durch das
Beispiel des Impulsoperators fiir die eindimensionale Bewegung auf dem Intervall [a, b],
wobei erneut Dirichlet-Randbedingungen gestellt werden. Die ,, Rechenvorschrift” lautet
also

~ hd
A=——": 1.4.49
ide’ ( )

der Definitionsbereich sei

D(A) = {v € L3([a.b]) | ¥ € £([a,b]), ¥(a) = y(b) = 0} .
Dann folgt

w&w:t/mwwf—w@

a

© O+/adx (E% (x)) b(z)
= (Afply) = (Ag|y)) . (1.4.50)

Damit ist A offensichtlich hermitesch. Nun ist aber an der mit (*) gekennzeichneten Stelle
lediglich die Dirichlet-Randbedingung fiir ¢ verwendet worden, die das Verschwinden der
Randterme garantiert; an ¢ mussten keine derartigen Forderungen gestellt werden. Daher
ist hier der Definitionsbereich von A" echt grofler als der von A:

D(AT) = {¢ € £2([a.b]) | ¥ € £2([a,B])} -

Folglich ist At eine nichttriviale Erweiterung von //l\; der Operator A ist somit zwar hermi-
tesch, aber nicht selbstadjungiert. Damit entspricht der Impulsoperator fiir ein in einem
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beschréankten Raumgebiet eingesperrtes Teilchen keiner ,guten® Observablen. Vor dem
Hintergrund der Heisenbergschen Unschirferelation ist das einleuchtend: Die Lokalisie-
rung des Teilchens in einem beschriankten Gebiet, also die Beschrinkung der Ortsunschérfe
nach oben, erzwingt eine von Null verschiedene untere Schranke fiir die Impulsunschérfe,
schliefit also die streuungsfreie Messbarkeit des Impulses aus. Es scheint bemerkenswert,
dass sich diese ,einfache” Physik hier in dem subtilen mathematischen Unterschied zwi-
schen Hermitezitdt und Selbstadjungiertheit niederschlégt.

Schlieilich ist es lohnend, sich vor diesem Hintergrund noch einmal die entsprechende
Umformung (I.4.44) fiir den Operator H der kinetischen Energie anzusehen: Dort wurden
die Randbedingungen fiir ¢ und ¢ benétigt, so dass D(f[ ) = D(f[ ). Der Operator H
ist daher nicht nur hermitesch, sondern sogar selbstadjungiert und entspricht somit einer
yguten® Observablen. u

I.5 Die Schrodinger-Gleichung fiir die Bewegung in einem Po-
tentialfeld

Die ,freie Schrodinger-Gleichung (I1.3.7) fiir die Bewegung eines Teilchens der Masse m
enthélt auf der rechten Seite den Operator der kinetischen Energie,

h2

o= 2
k 2m

A (L5.1)

der aus der Hamilton-Funktion H = % eines klassischen freien Teilchens nach Ersetzung

des klassischen Impulses p" durch den Impulsoperator 5 = ’f“ﬁ hervorgeht. Wenn das
Teilchen jedoch nicht frei ist, sondern sich in einem Potentialfeld V() bewegt, lautet die
klassische Hamilton-Funktion

p2
H=— ) . 152
V() (15.2)

Es ist dann naheliegend, die quantenmechanische Zeitentwicklung der Wellenfunktion des
Teilchens mit Hilfe des Hamilton-Operators

~2
7_ D >
H=—+V 1.5.3
L V() (153
zu beschreiben, wobei die Wirkung des Operators V(%) im Ortsraum durch Multiplikation
der Potentialfunktion V/(7) mit der Wellenfunktion (7, t) gegeben wird. Ersetzt man
in (I.3.7) nun Hy, durch H, erhilt man die zeitabhingige Schridinger-Gleichung:

2

ih%«ﬁ(ﬁ t) = (—;—mA + V(F)) W7t . (L5.4)

Diese Erweiterung der vorherigen Schrodinger-Gleichung fiir freie Teilchen scheint zwar
naheliegend, beruht jedoch lediglich auf einen Plausibilitdtsargument. Dennoch beschreibt
diese Gleichung aller bisher vorliegenden Erfahrung nach das Naturgeschehen im nicht-
relativistischen, , mikroskopischen“ (d.h. atomaren) Bereich in jeder Hinsicht zutreffend.
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1.5.1 Wahrscheinlichkeitsdichte und Kontinuititsgleichung

Aus der Schrodinger-Gleichung (I.5.4) erhélt man nun sofort eine Gleichung fir die zeit-
liche Verénderung der Wahrscheinlichkeitsdichte o(7,t) = ¢*(7, t) (7, t):

% o(Ft) = (% (T, t)) () +47(r 1) (% »(F, t))
- (_% Hy* (7, t)) V(7 t) + * (7, t) <% Hy(F, t))
1 [ R

~ L (—% AGH 1) + V)Y t)) ()

(720 (=g SV + V)
h

= 5 (VN AV ) — (7 ) AU (D) (L5.5)
Zu fordern ist jetzt ein lokaler Erhaltungssatz fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte in Form
einer Kontinuitatsgleichtung:

o7 07 1) + V-i(Ft)=0. (1.5.6)
Die Gesamtwahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo im Raum zu finden, ist eine natiirli-
che ,globale Erhaltungsgrofie. Die Kontinuitdtsgleichung macht eine differentielle, d.h.
lokale und daher stiarkere Aussage: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, das Teilchen in einem
beliebigen Teilvolumen des Raumes zu finden, kann sich nur dadurch d&ndern, dass Wahr-
scheinlichkeit vermittels einer Wahrscheinlichkeitsstromdichte f(F, t) in das betrachtete
Volumen hinein- oder aus ihm herausfliet. In dieser Hinsicht verhélt sich die quanten-
mechanische Dichte o(7,t) ebenso wie die in der klassischen Elektrodynamik betrachtete
Ladungsdichte; fiir diese existiert aufgrund der Tatsache, dass die Gesamtladung lokal
erhalten ist, ebenfalls eine Kontinuitétsgleichung der Form (1.5.6).

Mit Hilfe der Greenschen Identitiit lisst sich der Vektor j(7,t) der Wahrscheinlichkeits-
stromdichte sofort angeben: Aus (1.5.5) folgt

9 a . .
9 olFt) =~V (0 () Vol 1) — 0l ) Vo (1)) L5.7)
so dass
. B . .
30 = = (070 Vo) — o ) Ve (7)) (15.5)

Durch Integration iiber ein beliebiges Volumen 2 und Anwendung des Gauflschen Inte-
gralsatzes erhilt man aus der Kontinuititsgleichung (I.5.6) wie iiblich die Integralform
des Erhaltungsatzes:

d

G [Eraeo [ af iy —o. (15.9)
dt Jo o0
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Die Anderung der Wahrscheinlichkeit dafiir, das Teilchen in  anzutreffen, entspricht
also genau der Wahrscheinlichkeit, die durch den Rand 02 hindurchtritt. Die Erhaltung
der Gesamtwahrscheinlichkeit ergibt sich formal durch Integration iiber ein Volumen €2,
dessen Grofle nach unendlich strebt und das sdmtliche Wahrscheinlichkeitsstrome in sich
einschliefft, so dass durch seine Oberfléiche kein Strom mehr hindurchtreten kann:

d

— Bro(Ft) =0 151
& Jo. ro(7,t) ; (L.5.10)

diese Gleichung driickt genau die schon bekannte zeitliche Konstanz der Norm (I.4.1) der
Wellenfunktion aus.

1.5.2 Zeitableitung von Erwartungswerten

Fiir den mit einer Wellenfunktion ¢ (7, t) gebildeten Erwartungswert

(A) = / a4 (7, 1) A (7, 1) (L5.11)

einer Observablen A liefert die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung ebenfalls eine Glei-
chung, die seine zeitliche Verdnderung beschreibt:

d 1~ .\ ~ L O0A (1~

wobei beriicksichtigt wurde, dass der Operator A eventuell selbst explizit zeitabhéngig
ist. Da nun der Hamilton-Operator hermitesch ist, kann der erste Beitrag in die Form

1 ~ ~ 1 o~
/d?’r —— Hy* | Ay = —_—/d3r W HAY (1.5.13)
ih ih
gebracht werden. Damit erhélt man dann aus (1.5.12) die gesuchte Gleichung

d 1 PN HA
() = o [ dtry (HA-AR) &3y 2
G = - [er v [@re oy
i PN ~

- ﬁ<[H,A]>+<%> . (L5.14)
Diese quantenmechanische Gleichung erinnert stark an die Verdnderung einer klassi-
schen Grofle A(p, q;t), die in dem von einer Hamilton-Funktion H erzeugten Fluss ,,mit-
schwimmt“:

f
d 0A . 9A .\  9A
aA(p7q7t) = ;(@pipi+8_%Qi)+g
- i(aHaA 8H8A) 9A

Op; dq;  0q; opi) | Ot

(1.5.15)
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wobei { -, - } die bekannte Poisson-Klammer bezeichnet; f ist die Anzahl der Freiheitsgra-
de des Systems. In dem quantenmechanischen (formalen) Analogon (I.5.14) dieser Glei-
chung wird die Poisson-Klammer durch einen Kommutator ersetzt. Das ist kein Einzelfall:
So entspricht etwa die schon bekannte Operatorgleichung

1o
die die Nicht-Vertauschbarkeit von Orts- und Impulsoperatoren ausdriickt, der aus der
klassischen Mechanik vertrauten fundamentalen Poisson-Klammer

{pj, ar} = dji - (1.5.17)

Ubrigens besitzt auch der quantenmechanische Befund, dass nicht-kommutierende Obser-
vable nicht gleichzeitig scharf gemessen werden konnen, ein klassisches Pendant: Klassi-
sche GroBen, deren Poisson-Klammer nicht verschwindet, erzeugen nicht-kommutierende
Fliisse im Phasenraum und kénnen daher nicht gleichzeitig als kanonische Koordinaten
dienen.

1.5.3 Die Schrodinger-Gleichung eines Teilchens im elektromagnetischen Feld

Ein klassisches Teilchen mit der Masse m und der Ladung e erfihrt in der Uberlagerung

cines elektrischen Feldes E = E(7,t) und eines magnetisches Feldes B = B(7,t) die
Lorentz-Kraft

%mﬁ —e (E T x é) . (L5.18)

Zieht man, wie in der Elektrodynamik {iiblich, zur Beschreibung der Felder ein Vektor-
potential A = A(7,t) und ein skalares Potential ® = ®(7,¢) heran, so dass

0

B=VxA und E:—ﬁ@—EA’, (1.5.19)
erhilt man die Lorentz-Kraft in der Form

d | - 0 - . = -

&mv = e(—VCI)—&A—i—UXVXA

Y B
- e<—vq>—§A— <U-V>A+V<U-A)) , (L5.20)

wobei die Identitat

ix (VxA) =V (7-4) - (7-V) 4 (L5.21)

benutzt wurde. Beachtet man nun noch, dass

(6- ﬁ) i+ 95-97 (L5.22)



1.5 Die Schrodinger-Gleichung fiir die Bewegung in einem Potentialfeld 37

die totale Ableitung des Vektorpotentials ist, in dem sich das Teilchen mit der Geschwin-
digkeit ¢ bewegt, erhédlt man daraus sofort die Bewegungsgleichung des Teilchens in der
Form

d . - N
= <m17—|— eA) = eV <<I> _ - A) . (L5.23)
Um schliellich die Hamilton-Funktion eines geladenen Teilchens in einem elektromagne-
tischen Feld angeben zu kénnen, muss nun zunéchst seine Lagrange-Funktion konstruiert
werden, also eine Funktion L = L(7,v,t), deren Euler-Lagrange-Gleichungen

d 0L 0L

— = 1.5.24
diese Bewegungsgleichung (1.5.23) ergeben. Man sieht sofort, dass die Funktion

1 .

L(,3,1) = Smir — e (@(F, t)— 7 A7, t)) (L5.25)
diese Forderung erfiillt: Einserseits ist

doL d

Bl = — (mi; + e4;) , 1.5.26

aos, ") (1.5:26)
andererseits gilt

oL 0

=— o —v-A). 1.5.27
3@ ea.CEi ( v ‘») ( )

Der Ubergang vom Lagrange- zum Hamilton-Formalismus geschieht nun dadurch, dass
die Geschwindigkeitsvariablen zugunsten der kanonischen Impulskoordinaten

0L
01

Di (1.5.28)

eliminiert werden. Diese Vorschrift fithrt mit der Lagrange-Funktion (I.5.25) unmittelbar
auf den kanonischen Impulsvektor

P=mi+eA, (1.5.29)

der nicht mit dem mechanischen Impuls pean = mv des Teilchens iibereinstimmt, sondern
einen Anteil enthélt, der vom elektromagnetischen Feld herriihrt. Die gesuchte Hamilton-
Funktion H = H(p, 7, t) ergibt sich dann durch eine Legendre-Transformation,

3
H = a—La:Z — L
i=1 O,

— 1 —
= mil+er-A— (§m172—eq)+ez7-A)

1
= §m172 +ed , (1.5.30)
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wobei noch mit Hilfe der Beziehung (1.5.29) die Geschwindigkeit durch den kanonischen
Impuls ausgedriickt werden muss: Die Hamilton-Funktion eines Teilchens mit der La-
dung e in einem elektromagnetischen Feld, das durch ein Vektorpotential fY(F, t) und ein
skalares Potential ®(7,¢) beschrieben wird, lautet daher?

(70 = 5 (7 eAlr, t))2 ed(F 1) (15.31)
Von entscheidender Bedeutung ist nun die experimentell abgesicherte Tatsache, dass bei

r ,Quantisierung® des Systems, also beim Ubergang zu einem quantenmechanischen
Teilchen, die bekannte Ersetzungsvorschrift p'— ?6 nicht auf den mechanischen Impuls
Pmech = MU, sondern auf den kanonischen Impuls (1.5.29) anzuwenden ist. Daher ergibt
sich fiir ein quantenmechanisches geladenes Teilchen in einem elektromagnetischen Feld
die Schrodinger-Gleichung

0 1 (hs = ?
ih aw(ﬁ t) = o (T V — eA(T, t)) Y(7,t) + eD(7, 1) (7, 1) . (1.5.32)
Um die zugehorige Wahrscheinlichkeitsstromdichte zu erhalten, wird einerseits diese Glei-
chung mit der konjugiert komplexen Wellenfunktion ¢* multipliziert, andererseits das
konjugiert komplexe der Gleichung mit v selbst:

¢ 2
ihy* — = —w ( —eA) V4+edyp

—ifie aw* = —¢ ( v+ eA) W eyt (1.5.33)

Bei der Nacheinanderausfithrung der ,,verschobenen Impulsoperatoren® ist hier darauf zu
achten, dass der Nabla-Operator auch auf das Vektorpotential wirkt, sofern er links von
ihm steht: So gilt z.B.

2
(f;ﬁ_eg) v = (?@_eg) (?ﬁ_eg)¢

= A — @( 1)) — 2eA - ?W + 2 A% . (1.5.34)

Durch Subtraktion der beiden Gleichungen (I1.5.33) erhdlt man daher

I R N IR he . - ho
ih o U = %{w (=R AY) — ( V- A)w—w eA-Tw}
1

o {w(—rﬂmp)wp( )w L 2ged. vw]

= ——w Ay — ww——v (Ay™y), (1.5.35)

23Man beachte: Das Elektron trigt mit dieser Konvention die Ladung —e !
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oder
a * - FL = * = — % e - N "
=5V (Ve —pVyr) + SV (Av) (L.5.36)

Auch fiir ein geladenes Teilchen in einen elektromagnetischen Feld gilt also eine Konti-
nuitéitsgleichung der bekannten Form %Q + V -3 =0, wobei nun die Stromdichte durch

o= o (w Ve —w ) - S Ay
— i{@z)* (? —eA)¢ ¢( V—i—eA)zﬁ} (1.5.37)

2m

gegeben wird.

1.5.4 Kombinierte Phasen-Eich-Transformation

Wie aus der klassischen Elektrodynamik bekannt ist, sind die elektromagnetischen Poten-
tiale nicht eindeutig. Sind A, ® gegeben und ist x = x(7,t) eine beliebige Fichfunktion,
so liefern die damit ,,umgeeichten Potentiale

A=A+Vy und & =d— % (1.5.38)

dieselben physikalischen Felder B = V x A’ und E = —V &' — %ff/ wie die urspriinglichen
Potentiale A und ®. In der Schrodinger-Gleichung (I.5.32) treten nun nicht die Felder E
und B selbst auf, sondern ihre Potentiale, die diese , Eichfreiheit* (I.5.38) besitzen, wo-
gegen alle beobachtbaren Grofien naturgeméafl eichinvariant sind. Daher muss eine solche
Eichtransformation der Potentiale von einer Transformation der Wellenfunktion begleitet
werden, die dafiir sorgt, dass die mit den transformierten Potentialen und Wellenfunktio-
nen berechneten Observablen unverdndert bleiben. Das wird durch eine Phasentransfor-
mation geleistet, die zusammen mit der durch die Eichfunktion x vermittelten Umeichung
der Potentale vorgenommen wird: Fiir die transformierte Funktion

W = el O (1.5.39)

erhalt man namlich

he o o :
(Pe-ct)or - ain

1

-V — eA') Y (1.5.40)

und ebenso

0 i . Ix
v ’ r F ex . rYX
(m@t ed ) Y= e (lhat ed’ —e BT ) P

ih— — ecb) b, (1.5.41)
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so dass in beiden Féllen der durch die Ableitung des Phasenfaktors zusétzlich auftre-
tende Term die Umeichung des Potentials genau kompensiert. Die Schrodinger-Gleichung
eines geladenen Teilchens in einem elektromagnetischen Feld bleibt daher, ebenso wie
alle mit ihr berechneten Observablen, invariant unter der kombinierten Phasen-Fich-
Transformation (1.5.38) und (1.5.39).

I.6 Die stationire Schrédinger-Gleichung

Falls der Hamilton-Operator H nicht explizit zeitabhingig ist, konnen Losungen der
Schrodinger-Gleichung existieren, deren Zeitabhingigkeit eine besonders einfache Form
besitzt. Der Separationsansatz ¢ (7, t) = ¢(r) - f(t) fiihrt dann sofort auf

oder

— . (L6.1)

Die linke Seite dieser Gleichung hingt nur von der Zeitvariablen ¢ ab, die rechte nur von
der Ortsvariablen 7. Das ist nur moglich, wenn beide Seiten gleich einer Konstanten F
sind; diese Konstante triagt die Dimension des Hamilton-Operators, also der Energie.
Man hat also einerseits die gewohnliche Differentialgleichung

of(t)

== = B (1), (1.6.2)

die sofort auf die Losung

i

flt) =e it (1.6.3)
fithrt, andererseits die Gleichung
Hop(7) = Ep(7) (1.6.4)

in der die Separationskonstante E als Eigenwert des Hamilton-Operators auftritt. Die-
se Eigenwertgleichung wird als stationdre Schridinger-Gleichung bezeichnet. Wenn diese
Gleichung mit einer quadratintegrablen Eigenfunktion gelost werden kann, hat man eine
Wellenfunktion

Y(F,t) = p(F) e r Pt (1.6.5)
mit einer zeitunabhdingigen Wahrscheinlichkeitsdichte
(82 = o) 2 (L6.6)

also einen stationdren Zustand.



1.6 Die stationédre Schrodinger-Gleichung 41

B Beispiel: Teilchen im Kastenpotential

Ein Teilchen der Masse m bewege sich auf der z-Achse im Bereich 0 < x < a. Bei
x = 0 und x = a befinden sich Potentialwénde, die (idealisiert) als ,unendlich hoch*
angenommen werden, die das Teilchen also nicht durchdringen kann. Man hat daher ein
Modellpotential

0; 0<z<
Vig) =1 S (1.6.7)
o©; x<0oderx>a.

V()

ey

Abbildung I.5: Ein echter ,,Klassiker“: Das Kastenpotential mit unendlich hohen Wéanden.

Da das Teilchen in die Bereiche z < 0 und x > a nicht eindringen kann, ist in diesen
Bereichen ¢ (z) = 0. Wenn Stetigkeit der Wellenfunktion verlangt wird, iibersetzt sich
daher das Potential in die Dirichlet-Randbedingungen (0) = ¢)(a) = 0. Im interessanten
Bereich 0 < z < a lautet die stationédre Schrodinger-Gleichung einfach

h? d? )
o da? o(zr) = Ep(x) mit  p(0) = p(a) =0. (1.6.8)
Die links- und rechtslaufenden Wellen e~ und e!** bilden fiir jede Wellenzahl % linear
unabhéngige Losungen dieser Gleichung zum Eigenwert E = %, erfiillen jedoch die

Randbedingungen nicht. Thre Linearkombination
1 . .
o(z) = % (€% — ™) =sinkx (1.6.9)
i

erfiillt bereits die linke Randbedingung ¢(0) = 0. Um auch die rechte Randbedingung
¢(a) = 0 einhalten zu kénnen, benotigt man die Beziehung sin ka = 0, die nur fiir diskrete
Wellenzahlen

kn=n"  (n=123,..) (1.6.10)
a

gelost werden kann. Die Losung des Eigenwertproblems (1.6.8) fithrt daher auf ein rein
diskretes Spektrum:?*

h2]€2 h2 2
L= o T (2123, ). (L6.11)

2m - 2ma?

24Unter dem Spektrum eines Hamilton-Operators versteht man die Menge aller seiner Energieeigen-
werte.
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Es bleibt noch die Normierung der Eigenfunktionen sicherzustellen. Wegen

a 1 kna a nmw
/ de sin® k,z = —/ dy sin®y = — dy sin®y
0 kn Jo nmw Jo
= 2/ dy sin®y = a.r (1.6.12)
T Jo T 2

lauten die korrekt normierten Eigenfunktionen des , Teilchens im Kasten®“ schliellich
2 . /nnx .
on(x) =4/ — sin <—) fir0<z<a. (1.6.13)
a a
|
Der Abstand FE,.; — F, aufeinanderfolgender Energieeigenwerte wéchst in diesem Bei-
spiel linear mit n. Allgemein findet man mit n wachsende Energieabsténde fiir Potentia-
le, die stéarker als quadratisch mit x anwachsen; im Falle eines quadratischen Potentials
werden die Eigenwerte dquidistant. Fiir subquadratische Potentiale, also fiir Potentiale,

die schwacher als quadratisch anwachsen, ergeben sich Energieabstinde, die zu hoheren
) )
,,Quantenzahlen“ n hin immer geringer werden.

1.6.1 Einfache Eigenschaften quantenmechanischer Eigenwertprobleme

Die Energieeigenwerte eines Hamilton-Operators H sind aufgrund der Hermitezitdt von
H stets reell:

Ein hermitescher Operator besitzt nur reelle Figenwerte.

Sei némlich A hermitesch und Ezﬁ = atp mit ¥ # 0. Dann gilt

a(y|) = (Plav) = (Y| Av) = (AP|Y) = (ay|) = a*(P|¥) . (L6.14)

Es folgt a = a*; also ist a reell. R
Weiterhin bildet das System der Eigenfunktionen von H ein Orthogonalsystem:

Figenfunktionen eines hermiteschen Operators zu verschiedenen Eigenwerten
sind zueinander orthogonal.

Sei nimlich A hermitesch mit A}/}n = a,Y, sowie gzﬁm = G Ym, Wobei die Eigenwerte
a, # a,, reell sind. Dann ist

U (Y |[Pn) = <¢m|A\¢n> = <A\¢m‘¢n> = A (Vm|Pn) (L.6.15)
und damit
(@n = @) (Pmlthn) =0 . (1.6.16)

Da a,, # a,, vorausgesetzt wird, folgt (¢, |¢,) = 0.
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Allerdings kann ein Eigenwert durchaus entartet sein, d.h. zu einem Eigenwert kénnen
mehrere linear unabhéngige Eigenfunktionen gehéren. In diesem Fall kann innerhalb der
entarteten Unterrdume das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren angewandt werden,
so dass (nach erfolgter Normierung) alle Eigenfunktionen als zueinander orthonormal
angenommen werden diirfen:

Schliefllich ist das System der Eigenfunktionen typischer hermitischer Operatoren sogar
vollstandig, bildet also nach Normierung ein vollstindiges Orthonormalsystem. Schreibt
man ein solches System als {p, ()}, gilt die Vollstindigkeitsrelation in der Form

Z on(F) g5 (F) = 6(F— 7). (1.6.18)

Hierbei kann der Index n auch ganz oder teilweise kontinuierlich sein; die Summe ist dann
durch ein Integral zu ersetzen.

Der explizite Nachweis der Vollstandigkeit eines gegebenen Eigenfunktionensystems ver-
langt haufig tiefliegende Kenntnisse der Funktionalanalysis. Fiir das Beispiel des ,, Teil-
chens im Kasten® ist dieser Nachweis jedoch einfach. Spiegelt man die fiir dieses System
zuldssigen Wellenfunktionen am Punkt (x,1) = (0,0), so erhédlt man wegen der Dirichlet-
Randbedingungen die auf dem Intervall [—a, a] antisymmetrischen Funktionen, die an den
Réndern des Intervalls verschwinden. Die Eigenfunktionen ¢, (z) = sin(™2%) liefern aber
genau die Fourierbasis fiir die ungeraden Funktionen — und die ist vollsténdig.

Gelingt es, fiir einen gegebenen Hamilton-Operator H das Eigenwertproblem

Hop, = E,pn (1.6.19)

mit den vorliegenden Randbedingungen zu 16sen, d.h. ein vollstdndiges System von Ei-
genfunktionen von H zu finden, kann auch die durch H vermittelte Zeitentwicklung eines
beliebigen Wellenpaketes (7, ¢t = 0) sehr einfach angegeben werden. Multipliziert man
ndmlich die Vollstéandigkeitsrelation (1.6.18) mit dem ,, Anfangswert“ ¢ (7', ¢=0) und in-
tegriert iiber die gestrichene Koordinate, erhélt man zunéchst die Entwicklung

= Z Cn on(7) (1.6.20)

wobei sich die Koeffizienten c¢,, als Projektion des ,, Vektors® ¢ auf die ,,Basisvektoren®“ ¢,
ergeben:

o = [Er a0
= (ealvo(-,t=0)) . (1.6.21)

Jede einzelne Komponente erwirbt nun im Laufe der Zeit geméf (I.6.5) lediglich einen
Phasenfaktor, der durch ihren Energieeigenwert bestimmt wird, wéhrend die bei ¢ = 0
festgelegten Entwicklungskoeffizienten unverandert bleiben:

o0

D) = o) e i (1.6.22)
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denn

L0 > i
ih= (1) = Y cnln gn(i) e 75
n=0

= 1 (Z n on(7) E)

n=0

= Hy(7t) . (1.6.23)

Dieses durch die Gleichungen (1.6.21) und (I.6.22) ausgedriickte Schema der Zeitentwick-
lung ist eine unmittelbare Verallgemeinerung der auf S. 21 beschriebenen Zeitentwicklung
eines freien Wellenpakets.

Der Erwartungswert der Energie fiir eine Wellenfunktion der Form (I1.6.22) ergibt sich zu

(&) - /d3rw*< 0 H ()
= Zc cpe il / ror (7 nC)
= Zc Cp € — 5 (Bn=Em)t E
= Z’CH‘ E, . (1.6.24)

Dieses Resultat ist auch ohne formale Herleitung einsichtig: Aus der Normierung der
Wellenfunktion folgt >, |¢,|* = 1. Damit gibt |c,|* die Wahrscheinlichkeit dafiir an, bei
einer Energiemessung an dem durch (7, t) beschriebenen Zustand den Eigenwert E,, zu
finden; der Ausdruck (I.6.24) ist der entsprechend gebildete Erwartungswert. Falls sich
das System insbesondere im Eigenzustand n = ng befindet, gilt

1 =
leal? = { e (L6.25)
0, sonst.

Das bedeutet, dass bei einer Energiemessung mit Sicherheit der Eigenwert E = E,
gefunden wird. Auch diese Feststellung besitzt eine offensichtliche Verallgemeinerung:

0

Befindet sich_ein quantenmechanisches System in einem Eigenzustand einer
Observablen A mit dem Eigenwert a,,, so ist diese Observable streuungsfrei
(d.h. ,ohne Unschirfe, also scharf) messbar; die Messung liefert dann mit
Sicherheit das Resultat a,.
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II Anwendungen: Eindimensionale Probleme

II.1 Der harmonische Oszillator

Ein eindimensionaler klassischer harmonischer Oszillator mit ,,Schwingungskoordinate® ¢
und Impuls p wird beschrieben durch die Hamiltonfunktion

P’ 1 2 9
H=—+4— I1.1.1
2m + Qmw T ( )

wobei m die Masse des schwingenden Teilchens ist und w die Kreisfrequenz der Oszillation
angibt. Das ,,quantenmechanische Gegenstiick” eines solchen Oszillators fithrt nun sofort
auf den Hamilton-Operator!

LR

= — + = I1.1.2
2m dg? + g d ( )

und die zugehorige stationédre Schrodinger-Gleichung
Ho(q) = Ee(q) - (I1.1.3)

Dieses System besitzt iiberragende Bedeutung in der Quantenmechanik: Einerseits als
ein Modell, anhand dessen allgemeine Prinzipien explizit demonstriert werden konnen,
andererseits aber auch fiir konkrete Anwendungen, die von der Beschreibung der Gitter-
schwingungen im Festkorper bis hin zu aktuellen Systemen der QQuantenoptik reichen.

II.1.1 Lo6sung der Eigenwertgleichung durch Potenzreihenansatz

Zur Losung des Eigenwertproblems ist es sinnvoll, zunéchst dimensionslose Griffen ein-
zufithren — nicht nur, um Schreibarbeit zu sparen, sondern auch, um die relevanten Skalen
des Problems zu identifizieren. Die Grofle

L =1/ — (I1.1.4)

(IL.1.5)

eine dimensionslose Langenkoordinate. Bei der Umrechnung der Eigenfunktionen ¢(q) auf
diese neue Koordinate ist zu beachten, dass die Wahrscheinlichkeit |o(q)|? dg dimensions-

los ist, das Differential d¢g = Ldz also ebenfalls transformiert werden muss. Man setzt
daher

p(z) = VLg(Lz) (I1.1.6)

Von hier an wird zur Vereinfachung des Schriftbildes auf das ,,Hut“-Symbol zur Kennzeichnung von
Operatoren verzichtet. Auflerdem wird, wie in der Physik allgemein iiblich, der Definitionsbereich von
Operatoren nicht mehr explizt angegeben werden.

2Priifung: Wirkung = Energie - Zeit = Kraft - Linge - Zeit = Masse - (Linge)? | Zeit; also tragt
h/(mw) die Dimension (Ldnge)?. Derartige Dimensionsanalysen sind stets hilfreich, insbesondere auch
bei der Fehlersuche!
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so dass |p(x)|* dx = |¢(q)]? dg, und schreibt dann einfach ¢(z) fiir $(x). Damit hat man
nun

h 2 mw d?
2 _ 2 : _
q = %[E SOw1e d—q2 = ? @ s (1117)
und erhilt die stationédre Schrédinger-Gleichung in der Form
ho d2 1 )
- —+ = =F . I1.1.
(-3 a0+ ghea?) vlo) = Bete) (w18

Daher ist Aw die natiirliche Energieskala des Problems. Nach Division durch diese Grofle
ergibt sich die dimensionslose Eigenwertgleichung

1 d2 1,
3 a2 + 7% o(x) =ep(z), (I1.1.9)
wobei € = % einen Energieeigenwert in Vielfachen von hw angibt.

Um nun in einem zweiten Schritt das asymptotische Verhalten der Eigenfunktionen zu
bestimmen, ist es sinnvoll, voriibergehend die Variable y = 22 einzufiihren, die in der
Eigenwertgleichung (I1.1.9) ja explizit auftaucht. Dann ist

a _ 5,4
de dy ’
d? d d?

S T T
da? dy dy?’

also lautet die Eigenwertgleichung nun

_2d_2_i+1 _ ()_0

oder besser

(d2 1 d 1 ¢

d_y2+@d_y_1+@) oly) =0. (IL.1.10)

Asymptotisch (d.h. fiir  — o0, also fiir y — o0) reduziert sich dieses Problem auf

(dd—; - i) oly) ~ 0. (I11.11)

Aus der sofort sichtbaren Losung dieser Gleichung erhédlt man nun das asymptotische
Verhalten der Losungen der urspriinglichen Gl. (I1.1.9):

ply) ~ etav
und daher

27 (I1.1.12)
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Die Tatsache, dass das Eigenwertproblem durch eine Differentialgleichung zweiter Ord-
nung gegeben wird, fithrt natiirlich auf zwei linear unabhéngige mathematisch korrekte
Losungen. Von diesen beiden muss aber bereits an dieser Stelle eine aus physikalischen
Griinden ausgeschieden werden: Die asymptotisch exponentiell anwachsende Losung ist
nicht normierbar, kann also nicht auf im Sinne der Wahrscheinlichkeitsinterpretation phy-
sikalisch sinnvolle Zusténde fiihren.

Nachdem damit das asymptotische Verhalten der Eigenfunktionen explizit bekannt ist,
macht man zur Bestimmung der vollen Eigenfunktionen den naheliegenden Ansatz

p(a) = u(z)e s | (I1.1.13)

wobei fiir die Funktionen u(z) ein ,,harmloses“ Verhalten erwartet werden darf. Die Pro-
duktregel liefert dann

dicp(a:) = We 2™ —guez?

T

d2

@cp(a:) = We2” —2pulet” —ye 2" 4 2%ue 2% (I1.1.14)

Einsetzen in die skalierte stationdre Schrodinger-Gleichung (I1.1.9) und Kiirzen des Fak-

tors e 2% ergibt eine Differentialgleichung fur u(x):

—lu”+a:u'+lu:€u
2 2
oder
u' —2zu' 4+ (26 — Nu=0; (IT.1.15)
man beachte, dass sich der zu z? proportionale Potentialterm aus Gl. (I1.1.9) an dieser
Stelle heraushebt.

Zur Losung dieser gewohnlichen Differentialgleichung verwendet man den Potenzrethen-
ansatz®

u(z) = 2™ Z a, x” (I1.1.16)
so dass
u'(zr) = 2™ Z (m+v)a, 2",
v=0

u'(z) = 2™ Z (m+v)(m+v—1)a,2"2%.
v=0

3Das hier skizzierte Verfahren zur Losung eines quantenmechanischen Eigenwertproblems ist in der
Literatur als Sommerfeldsche Polynommethode bekannt.
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Einsetzen in die Differentialgleichung (I1.1.15) ergibt

xm’QZ(m—l—l/)(m—l—l/— 1)a, z”

v=0
— g™ Z 2(m + v)a, 2"
v=0
[ee)
+ 2"y (e —1)a, 2"t =0, (I1.1.17)
v=0

und nach Indexverschiebung in den letzten beiden Summen erhélt man

"2 [Z(m+u)(m+u— 1)a, z¥

v=0

M)

[2(m+y—2) (26— 1)]%_2 x] ~0. (I1.1.18)

||
N

v

Das Verschwinden der gesamten Reihe verlangt nun, dass bereits jeder einzelne Koeffizient
Null ist. Offensichtlich miissen die Koeffizienten mit den Indizes v = 0 und v = 1 gesondert
behandelt werden; fiir v > 2 erhélt man dann eine Rekursionsrelation, die a, durch a,_s
ausdriickt.

Der Koeffizientenvergleich liefert die folgenden Bedingungen:

(i) v=0 = mm—1)ay=0
(i) vr=1 : mm+1)a; =0
Gi)r>2 : (m+v)(m+v—1)a, = [2(m+l/—2)—(26—1)]a1,_2.

Damit kann zunéchst der Wert des Exponenten m festgelegt werden:

e Falls ap = 0 und a; = 0, ist u(z) = 0 wegen (7ii);
diese triviale Losung ist physikalisch gegenstandslos.

e Falls ag # 0 und a; # 0, ist m = 0 nach (¢) und (iz).
e Falls ap = 0 und a; # 0, ist m = 0 nach (i7) (oder m = —1).
e Falls ap # 0 und a; = 0, ist m = 0 nach (i) (oder m = 1).

Die eingeklammerten Félle ergeben nichts Neues, denn ist z.B. ag = 0, a; # 0 und m = —1,
so findet man die Reihe

a1+a3x2+a5x4+... ;
diese ist (abgesehen von der Indizierung der Koeffizienten) identisch mit

2 4
ag + aox” +agx +,
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also mit derjenigen Reihe, die sich fiir ag # 0, a; = 0 und m = 0 ergibt.
Es darf daher m = 0 vorausgesetzt werden, so dass man fiir ¥ > 2 die Rekursionsformel

_21/—3—26

= _ I1.1.1
t viv—1) tv=2 ( 9)

erhilt. Wahlt man jetzt zwei Startkoeffizienten ag und a;, so wird dadurch die gesamte
Potenzreihe (II.1.16) bestimmt. Allerdings bleibt sicherzustellen, dass die so gefundene
Losung u(z) in Verbindung mit dem Ansatz (II.1.13) tatséchlich auf normierbare Eigen-
funktionen fiihrt, so dass das Verhalten dieser Potenzreihe fiir grofle x untersucht werden
muss.

Dabei hilft die folgende einfache Abschatzung: Fiir grofle v gilt ndherungsweise

N %2 f:L:ll" gerade v (11.1.20)
Qy—o2 —=  fiir ungerade v ;
die Potenzreihe fiir u(z) verhélt sich also fir grofe  dhnlich wie die Reihe
2 22 23
1+ = a? * S+
a0<+2x+2‘4x+2.4.6x+ )
+ P e S
a(z+52 o o et
= (ap+ ayz)e” (IT.1.21)

und divergiert daher so stark, dass selbst der noch hinzukommende Faktor e~2%” die Nor-
mierbarkeit der Losungen nicht mehr gewéhrleisten kann — sofern nicht alle Koeffizienten
von einem gewissen Index an verschwinden. Sinnvolle (d.h. normierbare) Losungen des Ei-
genwertproblems gibt es also nur, wenn entweder ag = 0 oder a; = 0 und die mit dem
jeweils anderen Koeffizienten gestartete Rekursion abbricht. Das ist genau dann der Fall,
wenn

2n+2)—3—-2=0 (I1.1.22)

fiir eine ganze Zahln = 0,1,2,3, ..., da dann die Rekursionsformel (I1.1.19) auf a,,,2 = 0
fiihrt, so dass sich u(z) auf ein gerades oder ungerades Polynom n-ten Grades reduziert,
je nachdem, ob ag # 0 oder a; # 0 gewahlt wurde. Diese Abbruchbedingung (11.1.22) legt
nun die moglichen, d.h. zu normierbaren Eigenfunktionen gehérigen Eigenwerte ¢ fest:

1
e=n+y fir n=0,1,23.... (I1.1.23)

Die zugehorigen Polynome w,,(z) sind per Konstruktion abwechselnd gerade und ungerade
und gehorchen geméfl Gl. (I1.1.15) der Differentialgleichung

un(z) — 2z ul, (z) + 2nu,(z) =0 mit n=0,1,2,3,.... (IT.1.24)

n

Das ist die bekannte Hermitesche Differentialgleichung, so dass die aus der Rekursi-
on (II.1.19) mit der Abbruchbedingung (II.1.22) erhaltenen Polynome u, (x) bis auf einen
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noch offenen Normierungsfaktor mit den Hermite-Polynomen H,,(x) {ibereinstimmen. Die
korrekte Normierung der Eigenlosungen (I1.1.13) lasst sich schlieflich mit Hilfe der soge-
nannten Rodrigues-Darstellung

Ho(z) = (—1)" " (;—:U)ne—ﬂ (I1.1.25)

der Hermite-Polynome leicht ermitteln. ( Ubungsaufgabe! ) Damit erhélt man insgesamt
das folgende wichtige Resultat:

Das ,dimensionslose Eigenwertproblem

1 d? 1,

32 + 5% o(z) = e p(z) (I1.1.26)
fir quadratintegrable Funktionen ¢(x) wird geldst durch die normierten Figen-
funktionen

1 1.2
on(x) = ————— H,(z) e 2" (I1.1.27)
(v/7 27 n!)?
mit den Figenwerten
1
En =N+ 37 (IT1.1.28)
wobei der Indexn = 0,1,2,3, ... alle nichtnegativen ganzen Zahlen durchlduft.

Geht man nun wieder zuriick zu der urspriinglichen (dimensionsbehafteten) Ortsvariablen
q= \/m—hw x, ergibt sich daraus sofort die folgende Feststellung:

Die stationdre Schrodinger-Gleichung fiir einen harmonischen Oszillator,

P21,
“omdp T3mT ) el@) =B, (IL.1.29)

wird gelost durch die Eigenfunktionen

LW 1 mw mw 2
n — HTZ S 2h q II]_
n(q) oh Ve ( - Q) e 2 (IL.1.30)
mit den Figenwerten
1
E,=hv(n+ 3 (IT.1.31)

und ,,Quantenzahlen“n =10,1,2,3,....
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Abbildung II.1: Ubliche Darstellung des #quidistanten Spektrums der Energieeigenwerte
fiir ein quantenmechanisches Teilchen im Potential eines harmonischen Oszillators.

Insbesondere ist die Wellenfunktion fiir den Grundzustand mit der Quantenzahl n = 0
eine einfache Gaufifunktion,

mw mw 2 ]_ 2
_ M —meg o 3(f) I1.1.32
vo(q) — NG ( )

Damit erhilt schlussendlich auch die anfangs eingefiihrte Oszillatorlinge L = ,/m—i eine

[V
Sk

anschauliche Interpretation: L ist ein Maf fiir die Ausdehnung der Grundzustandswellen-
funktion eines harmonischen Oszillators mit der Masse m und der Kreisfrequenz w.

Mit der Losung des Eigenwertproblems fiir einen harmonischen Oszillator ist auch ein we-
sentlicher Schritt zum Verstédndnis des Planckschen Strahlungsgesetzes getan. Die ,,Quan-
tisierung® der Energien, die ein Planckscher , Feldoszillator® gemifl der Gl. (I1.1.8) aufneh-
men kann, muss nicht ad hoc postuliert werden, sondern folgt aus einer systematischen
Theorie. Es lohnt sich, an dieser Stelle noch einmal auf die Rolle der Wahrscheinlich-
keitsinterpretation, d.h. der Forderung nach Quadratintegrabilitit der Eigenfunktionen
hinzuweisen: Die Sommerfeldsche Polynommethode liefert Eigenfunktionen fiir alle Ener-
gien F, quadratintegrable jedoch nur fiir die diskreten Werte (I1.1.31); ,, Quantisierung*
und Wahrscheinlichkeitsinterpretation gehoéren daher untrennbar zusammen.

Dariiber hinaus konnte eine weitere wichtige Einsicht gewonnen werden: Die kleinste
Energie, die ein quantenmechanischer harmonischer Oszillator der Kreisfrequenz w be-
sitzen kann, ist nicht (wie im Falle seines klassischen Gegenstiicks) Null, sondern man
findet fiir den quantenmechanischen Grundzustand eine Energie F, = %hw, wie in Ab-
bildung II.1 schematisch dargestellt. Das Auftauchen dieser Nullpunktsenergie wird mit
Hilfe der Unschérferelation sofort verstindlich. Um néamlich die potentielle Energie des
Teilchens zu minimieren, muss es im Potentialminimum lokalisiert werden; je schérfer es
jedoch lokalisiert wird, desto grofler wird seine Impulsunschérfe und damit auch seine
kinetische Energie. Tatséchlich lisst sich leicht zeigen (Ubungsaufgabe!), dass die Grund-
zustandsfunktion (I1.1.32) ein Wellenpaket minimaler Unschdrfe ist, fiir das die Heisen-
bergsche Ungleichung (I.4.38) zu einer Gleichung wird: Az Ap = g Daher bildet die
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Nullpunktsenergie Ey = % den bestmoglichen Kompromiss zwischen der Lokalisierung
des Teilchens im Potentialminimum und der daraus resultierenden ,,Bestrafung® durch
unschirfebedingtes Anwachsen der kinetischen Energie.*
Noch ein weiteres, fiir die Quantenmechanik sehr wichtiges Prinzip kann anhand des har-
monischen Oszillators demonstriert werden, namlich die Tatsache, dass sich die Eigenwerte
eines Hamilton-Operators nach den Symmetrien des vorliegenden Problems klassifizieren
lassen.
Das Oszillatorpotential V(g) = $mw?q? ist symmetrisch unter Spiegelung an der Achse
q =05 es gilt V(q) = V(—¢q). Diese Symmetrie iibertrégt sich auf den Hamilton-Operator
des harmonischen Oszillators, denn

h?  d? 1 R dz 1 9 9

——— + —mw?(—q)? = —— — + = mw’.

~m dgF + 2 (I1.1.33)

Definiert man nun einen Paritdtsoperator P, der die Spiegelung formal realisiert, dessen
Wirkung auf eine Funktion f(q) also durch

Pf(q) = f(=q) (I1.1.34)
gegeben wird, so gilt

P(Hy(q)) = Hp(—q) = HPp(q) (I1.1.35)
oder

(PH — HP)p(q) =0 (I1.1.36)

fiir beliebige Wellenfunktionen ¢(q). Damit gilt auch die Operatorgleichung
[H,P]=0; (I1.1.37)

d.h. H kommutiert mit P. Folglich besitzen H und P ein gemeinsames System von Ei-
genfunktionen;® die Eigenfunktionen von H konnen daher so gewihlt werden, dass sie
gleichzeitig auch Eigenfunktionen von P werden. Nun ist P2 = 1, so dass P nur die
beiden Eigenwerte +1 besitzen kann, entsprechend den geraden und ungeraden Funktio-
nen. Da weiterhin die Hermite-Polynome, wie aus der Rodrigues-Formel (I1.1.25) sofort
ersichtlich ist, abwechselnd gerade und ungerade sind,

Hy(z) = (=1)" Hu(—2) , (I1.1.38)

4Im Hinblick auf die spektrale Energiedichte der Hohlraumstrahlung stellt sich nun allerdings ein neues
Problem: Wenn jeder der Feldoszillatoren eine Nullpunktsenergie Ey = hw/2 besitzt, kommt dieser Beitrag
additiv auf der rechten Seite der Gl. (I.1.9) hinzu; der iiber alle Feldmoden aufsummierte Energieinhalt
des Strahlungsfeldes wird dann selbst bei der Temperatur 7' = 0 unendlich grof!

®Diese aus der linearen Algebra bekannte Aussage entspricht der Umkehrung der Unschiirferelation:
Wenn zwei Operatoren kommutieren, sind die ihnen zugeordneten Observablen gleichzeitg scharf messbar.
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wird ,automatisch® sichergestellt, dass die vorher konstruierten Eigenfunktionen (I1.1.30)
des harmonischen Oszillators auch Eigenfunktionen des Paritdtsoperators sind und ab-
wechselnd gerade und ungerade Paritit besitzen,

Ppn(q) = (=1)" eulq) - (I1.1.39)

Der hier beispielhaft sichtbar gewordene Zusammenhang kann sofort auch allgemeiner
formuliert werden:

Wenn ein Hamilton-Operator H mat einer Symmetrieoperation S vertauscht
(d.h. wenn H invariant unter S ist“), besitzen H und S ein gemeinsames
System von Figenfunktionen, so dass die Figenfunktionen von H anhand der
Eigenwerte von S nach Symmetrieeigenschaften klassifiziert werden kénnen.

11.1.2 Algebraische Konstruktion des Oszillatorspektrums

Neben der auch fiir Eigenwertaufgaben mit anderen Potentialfunktionen einsetzbaren
Sommerfeldschen Polynommethode gibt es noch ein weiteres, besonders auf den harmoni-
schen Oszillator zugeschnittenes algebraisches Verfahren, mit dem seine Eigenfunktionen
und Eigenwerte bestimmt werden konnen. Dieses Verfahren fiihrt selbstverstdndlich wie-
der auf die bereits bekannten Ausdriicke und liefert insofern keine neuen Resultate; es
ist aber mit einer anderen, weiterfithrenden Sichtweise verbunden, die auch fiir die Feld-
und Vielteilchentheorie charakteristisch ist. Es lohnt sich daher, auch diese algebraische
Konstruktion des Oszillatorspektrums genau zu studieren.

Zunéchst wieder eine Dimensionsbetrachtung: Da die zuvor in Gl. (II.1.4) eingefiihrte

Grofle L = \/m—z die Dimension einer Lénge tragt, tragt das Produkt mLw = v hmw die
Dimension eines Impulses. Der Operator

1 q .p mwq + ip
a=— +1 = I1.1.40
V2 h v Emw vV 2hmw ( )

ist daher dimensionslos. Mit der bereits vorher benutzen dimensionslosen Ortsvariablen

r = und der entsprechenden Darstellung

_hd _hd _ vhmod
idg iLdx i dx

p

erhalt man ihn in der einfachen Form

oo Lo Y st

Dieser Operator ist nicht hermitesch: In dem Raum der auf der gesamten reellen Achse
definierten, quadratintegrablen und glatten Funktionen, der einen natiirlichen Definiti-
onsbereich der Observablen des harmonischen Oszillators bildet, gilt ¢ = ¢ und p = pf,
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so dass der zu a adjungierte Operator a' die Form®

mwq — ip
vV 2hmw

_ % (;,; _ %) £a (I1.1.42)

annimmt. Dagegen ist das Operatorprodukt afa = (aTa)T offenbar hermitesch; fiir dieses
Produkt findet man die Darstellung

ala = 1 x—i x—l—i —1<x2+ xi —d—2)
) dx de/) 2 "dx |  da?
——

-1

al =

so dass sich fiir den Hamiltonoperator des harmonischen Oszillators der einpriagsame
Ausdruck

1d> 1 1
H = hw (——d— + —x2) = hw (aTa + 5) (I1.1.43)

ergibt.
Die Bestimmung des Spektrums von afa — und damit auch von H — geht nun von zwei
einfachen Feststellungen aus:

(i) a'a hat nur nicht-negative Eigenwerte.

Denn sei 9, eine Eigenfunktion von afa zum Eigenwert «. Dann ist
HmvbaHQ = (ata|athy) = <¢a|aTa¢a> = O‘H¢aH2 >0. (I1.1.44)

(ii) Ist v, Eigenfunktion von a'a zum Figenwert o, so ist aib, Figenfunktion zum Ei-
genwert o — 1 und a1, Eigenfunktion zum Figenwert o + 1.

Denn es gilt die wichtige Relation

1 d d 1 d d
T = — —_— _ = — _ _ —_— —
[a,a] 5 [x+ Pk dx] 5 ( {x, dx} + {dx’%) 1, (I1.1.45)

woraus sich sofort

[a'a,a] = a' [a,a] + [a',a] a = —a (I1.1.46)
M~ N——~
0 -1
6Man beachte, dass das ,,i“ in dem Ausdruck p = ?diq fiir den Impulsoperator bei der Adjunktion

das Vorzeichen wechselt und auf diese Weise das Vorzeichen kompensiert, das beim ,,Heriiberwélzen“ des
Ableitungsoperators mittels partieller Integration auftaucht; erst dadurch wird die Hermitezitit von p
gesichert.
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und
[aTa, aq =af [a, aw + [aT, aq a=a (I1.1.47)
\1/—/ T

ergeben. Diese letzte Identitéat (I1.1.47) liefert nun
ala (a'ps) = (a'd’a + a') Yo = (@ + 1) (a¢ba) ; (I1.1.48)

also ist a1, Eigenfunktion von a'a mit Eigenwert o + 1, wie behauptet.
Weiterhin hat man

la"¢all® = (a'ala™a) = (Yalaa'da) = (Yol (a'a +1) ¢a)
(a+ 1) [|[vall? - (I1.1.49)
Ist also 9, normiert, so auch \/0%1 al)y.
Auf die gleiche Weise erhélt man aus Gl. (I1.1.46) die Beziehung
ala (ap,) = (aa'a — a) o = (@ — 1) (arhs) (IT1.1.50)
so dass aty, den Eigenwert o — 1 besitzt, und es gilt
lavall* = (avalava) = (Yolalava) = allgal® . (IL.1.51)

Ist also 9, normiert, so auch % g

Diese einfachen Beziehungen, die alle auf die entscheidende Kommutatorrelation (I1.1.45)
zuriickgefiihrt werden konnen, lassen sich anschaulich deuten. Offenbar spielen a und
a' die Rolle von Leiteroperatoren: Ist irgendeine Eigenfunktion 1, von a'a gegeben, die
den Eigenwert o besitze, so gelangt man davon ausgehend durch sukzessive Anwendung

des ,, Aufsteigeoperators® a zu einer Folge ny1, Yata, ... von Eigenfunktionen mit je-
weils um eins erhohten Eigenwerten o+ 1, o + 2, ..., durch sukzessive Anwendung des
,Absteigeoperators” a dagegen zu einer Folge ¢,_1, ¥n_2, ...von Eigenfunktionen, deren

Eigenwerte sich in jedem Schritt um eins verringern. Andererseits konnen die Eigenwerte
nach Gl. (IL.1.44) nicht negativ werden. Das liefert nur dann keinen Widerspruch, wenn
« eine nichtnegative ganze Zahl ist, so dass die wiederholte Anwendung des Absteigeope-
rators a auf den Ausgangszustand 1, schliellich auf die Eigenfunktion v zum Eigenwert
Null fithrt. Fiir diese gilt dann ndmlich

lavbo||* =0 Jlo|*

so dass ayy die Nullfunktion ist und weitere Anwendung von a lediglich die Nullfunktion
reproduziert, jedoch keine weiteren, kleineren Eigenwerte liefert.

Folglich ist & = 0 der kleinste Eigenwert des Operators a'a, und man hat eine Bestim-
mungsgleichung fiir die Grundzustandsfunktion des harmonischen Oszillators. Denn die
Aussage at)y = 0 entspricht der Differentialgleichung

% (x n d%) o(x) = 0 (I1.1.52)



II.1 Der harmonische Oszillator 56

mit der Losung

wo(z) = Ne 2% ; (I1.1.53)
der Normierungsfaktor ergibt sich zu N = 7~'/%. Von diesem Grundzustand 1), ausgehend
lassen sich nun mit Hilfe der Aufsteigeoperators al sofort Eigenfunktionen v, ¥, ¥, . ..

zu den Eigenwerten 1, 2, 3, ... von a'a konstruieren, wobei sich die korrekte Normierung
aus Gl. (I1.1.48) ergibt:

P = %GWO
Yo = LGWH = ! (CLT)21/)0
V2 V1-2

R S A S

3 = \/ga% = m(a) Yo ,
(IT1.1.54)
allgemein also

o = — (a")" o . (IL.1.55)

~ vl

Damit besteht das Spektrum von a'a aus den nichtnegativen ganzen Zahlen, so dass
sich geméB der Darstellung (II.1.43) des Hamiltonoperators wieder das bekannte Spek-
trum (I1.1.31) der Energieeigenwerte des harmonischen Oszillators ergibt. Es bleibt noch
zu zeigen, dass die nach dem Schema (I1.1.55) generierten Eigenzusténde 1), () tatsichlich
mit den bekannten Eigenzustdnden (II.1.30) iibereinstimmen. Dieser Beweis benutzt zwei
Eigenschaften der der Hermite-Polynone, die sich leicht beweisen lassen, ndmlich ( Ubungs-
aufgabe!)

H,1(x) =22 Hy(x) — 2n H,_1(x) (IT1.1.56)
sowle

a4 H,(x) =2nH, 1(x) (IT.1.57)

dr n - n—1 1.

und geschieht per Induktion: Fiir n = 0 gilt nach Gl (IL.1.32) und GIl. (I1.1.53) die
Gleichheit

do(r) = —=e72" = gy(a). (IL.1.58)
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Setzt man die Gleichheit nun fiir beliebiges n voraus, so hat man auch

1

¢n+1(‘r) = W Tqu)n( )

- \/anf< _%) \F2nnu Hy(z) e+

- ( S )
1
(

(v 2t N+1))
= ¢an(2), (I1.1.59)

w\»—A

() o5

NI

was zU zeigen war.

Bisher wurden die Leiteroperatoren rein algebraisch betrachtet; ihre Anwendung auf einen
Eigenzustand von a'a liefert einen , benachbarten“ Eigenzustand. In der Quantenfeldtheo-
rie ist eine noch weitergehende Interpretation dieser Operatoren iiblich, die sich bereits
unter Riickgriff auf die Einsteinsche Erklarung des lichtelektrischen Effektes plausibel ma-
chen lasst: Dort wurden die ,, Anregungsquanten“ der Feldoszillatoren als teilchenartige
Bestandteile des elektromagnetischen Feldes aufgefasst, ndmlich als Photonen; wenn sich
ein Feldoszillator der Frequenz w im nten angeregten Zustand befindet, so enthélt das
Feld n Photonen der Energie hw. Daher ,erzeugt® die Anwendung des Aufsteigeopera-
tors a' auf einen Feldoszillator ein Anregungsquant, also ein Photon, wogegen durch die
Anwendung des Absteigeoperators a ein Photon ,vernichtet* wird. Auch im Zusammen-
hang mit anderen Quantenfeldern, deren Quanten dann anderen Teilchen als Photonen
entsprechen, ist die Verwendung von derartigen Leiteroperatoren iiblich; sei werden dann
als Erzeugungs- und Vernichtungsoperator bezeichnet.

II.2 Der Tunneleffekt in einem Doppelmuldenpotential

Das Eigenwertproblem fiir den harmonischen Oszillator gestattete zwar eine geschlos-
sene analytische Losung, aber das sehr einfache, strukturlose Oszillatorpotential liefert
lediglich ein sehr einfaches, dquidistantes Spektrum, so dass die Auswirkungen typischer
Potentialstrukturen auf die Gestalt des Spektrums nicht diskutiert werden konnten. Das
wird anders, wenn man anstelle des einfachen Oszillatorpotentials nun Potentiale unter-
sucht, die zwei Minima besitzen. In vielen Anwendungen der Quantenmechanik spielen
solche Doppelmuldenpotentiale eine wichtige Rolle. Ein Beispiel aus der Molekiilphysik
liefert das Ammoniak-Molekiil: Hier kann das Stickstoff-Atom durch die von den drei
Wasserstoff-Atomen aufgespannte Ebene hindurchschwingen; die bei dieser . Inversion®
des Molekiils auftretende Deformation ist mit einer potentiellen Energie V' (q) verbunden,
die qualitativ den in Abbildung II.2 dargestellten Verlauf hat. Dabei ist ¢ die Schwin-
gungskoordinate, also der gerichtete Abstand des Stickstoff-Atoms von der Ebene der
Wasserstoff-Atome; beim Hindurchtritt durch diese Ebene besitzt die potentielle Ener-
gie ein lokales Maximum. In der Umgebung der beiden symmetrischen Minima ist das
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Potential niherungsweise harmonisch.”

V(q)

0 q

N

Abbildung IT.2: Qualitative Darstellung der potentiellen Energie fiir die Inversionsschwin-
gung des Stickstoff-Atoms im NHs-Molekiil. Ein klassisches Teilchen mit der eingezeich-
neten Energie E bleibt auf eine der beiden Potentialmulden beschrankt; ein quantenme-
chanisches Teilchen kann jedoch den Potentialberg durchtunneln.

Andere Beispiele findet man in der Festkorperphysik. Besonders interessant ist hier die
Tatsache, dass man in sogenannten Halbleiter-Heterostrukturen weitgehend beliebige Po-
tentialverldufe fiir die Leitungselektronen vorgeben kann. Eine solche Struktur, die etwa
aus Aluminium-Gallium-Arsenid (Al,Ga;_,As) besteht, kann Atomlage fiir Atomlage epi-
taktisch gewachsen werden; da die Ionenradien von Aluminium und Gallium sehr &hnlich
sind, kann dabei die relative Konzentration x des Aluminiums in kontrollierter Weise
von Schicht zu Schicht verdndert werden. Da aber diese Konzentration das Potential
bestimmt, das die Leitungselektronen , sehen®, kénnen durch geeignete Variation dieser
Konzentration in Wachstumsrichtung der Struktur mafligeschneiderte Potentiale realisiert
werden, wihrend die Elektronen senkrecht dazu frei bleiben.® Insbesondere lassen sich
durch rapide Konzentrationsidnderungen auch Potentialstufen erzeugen, deren Hohe eine
GroBenordnung von 0.3 eV besitzt. Durch geeignete Kombinationen solcher Potentialstu-
fen erhélt man z.B. Kastenpotentiale mit endlicher Tiefe, oder etwa sogenannte Halbleiter-
Ubergitter. Auf diese Weise kann auch das in Abbildung I1.3 dargestellte symmetrische
Doppeltopfpotential mit rechteckiger Barriere ndherungsweise realisiert werden.

Dieses Potential wird in nun folgender Weise parametrisiert:

Vo .zl <a
V(r) =40 , a<|z[<b (I1.2.1)
+oo , b<|x|.

"Die Hohe der Potentialbarriere fiir die Inversionsschwingung des Ammoniak-Molekiils betrzigt 0.24 eV
der Abstand zwischen beiden Minima ist 2 - 0.038 nm. Die Kreisfrequenz w fiir kleine Oszillationen um
die Potentialminima betrigt ungefihr 1.5 - 104 s71, so dass hw =~ 0.1 eV.

8Mehr iiber dieses wichtige Anwendungsgebiet findet man z.B. in dem Buch Quantum Semiconductor
Structures von Claude Weisbuch und Borge Vinter (Academic Press, San Diego, 1991).
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V(x)

Abbildung II.3: Symmetrisches Doppeltopfpotential mit rechteckiger Barriere. Ein sol-
ches Potential kann ndherungsweise auf der Basis einer Halbleiter-Hetrostruktur realisiert
werden.

11.2.1 Transzendente Gleichungen und Niherungslésungen

Die stationére Schrodinger-Gleichung,

(“gm 2z + V) ol) = Bt (22)
oder
L) + (B -v@))el) =0, (11.2.3)

reduziert sich fiir das stiickweise konstante Potential (I1.2.1) auf folgende einfache Glei-
chungen:

e Fiir die Bereiche I und III, also innerhalb der beiden Mulden, hat man

d2

——op(r) + k*p(r) =0 mit k=

E 2mE ; (IL.2.4)
x

1
h
e fiir den Bereich II, also im Bereich der Barriere, ergibt sich

d? 1
@cp(x) — K*p(x) =0 mit k= ﬁ\/Qm (Vo — E), (I1.2.5)

sofern die Energie E des Teilchens unterhalb der Barrierenhohe V; liegt;

e fiir den Fall, dass die Energie FE oberhalb der Barrierenoberkante liegt, gilt im Be-
reich II dagegen
d2

@gp(x) + kp(z) =0 mit k=

V2m (E — V) . (I1.2.6)

St —
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Fundamentall6sungen dieser Differentialgleichungen, aus denen die gesuchten Eigenfunk-
tionen zusammengesetzt werden kénnen, sind also die Exponentialfunktionen

ek (1, T10)
et (I, E < V)
et (1L E> V) . (IL.2.7)

Um nun Rechenarbeit zu sparen, ist es wesentlich, den Losungsansatz so zu wéhlen, dass
er die von vornherein bereits bekannten Eigenschaften der Losungen schon beinhaltet.
Da némlich das Potential (I1.2.1) symmetrisch beziiglich der Achse x = 0 ist , besitzen
die Eigenzustinde des Doppeltopfes ebenso wie die des harmonischen Oszillators positive
oder negative Paritét, sind also gerade oder ungerade. Auflerdem verlangen die ,,unendlich
hohen Potentialwédnde* bei x = +£b, dass die Wellenfunktionen dort verschwinden. Ein
Ansatz, der diese beiden Forderungen respektiert, lautet (ohne Normierung)

(sin(k(z + b)) (I)
B Acosh(m:) (I, E < V)
eelv) = Acos(zx) (Il, E > V) (I1.2.8)
(sin(k(—z + b)) (1)
(sin (k(z + b)) (T)
B Asinh(m:) (I, £ < V)
2 =Y Asin(ia) (L, B> V)’ (I11.2.9)
(—sin(k(—z +b)) (I

wobei die Subskripte ,,g“ und ,,u“ fiir ,,gerade“ und ,,ungerade“ stehen und die Konstan-
ten A noch offen sind. Um von diesem Ansatz zu einer Losung des Eigenwertproblems
zu gelangen, miissen die Teillosungen bei x = +a ,,physikalisch richtig® verbunden wer-
den. Dazu fordert man, dass sowohl die Wahrscheinlichkeitsdichte o = ©*y als auch die

in G1. (I.5.8) gefundene Wahrscheinlichkeitsstromdichte j = 5= <¢*W - ¢W*) iiberall
stetig ist. Das verlangt fiir die stationédren Zusténde, dass ¢, ¢, und auch die Ableitungen
¢, sowie ¢, ebenfalls stetig sind.

Die Auswertung der Stetigkeitsbedingung an ¢ bei x = a zunéchst fiir ,,Zustédnde oberhalb

der Barriere® liefert

A cos (Ea) = sin(k(b—a)) (2),
Asin (Ea) = —sin(k(b— a)) (u) ;
die Stetigkeit von ¢’ bei x = a fiihrt auf
—kAsin (%A) = —kcos(k(b— a)) (2),
kA cos (%A) = kcos(k(b— a)) (u).
Division ergibt schliellich die beiden transzendenten Gleichungen
k tan(%a) = kcot(k(b—a)) (g), (I1.2.10)

k cot (Ea) = —k cot(k(b—a)) (u). (I1.2.11)
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Diese Gleichungen miissen nun graphisch oder numerisch gelost werden. Fiir sehr grofle
Energien, d.h. fiir £ > V4, kénnen auf einfache Weise gute Niherungslésungen erhal-

ten werden. Dann gilt namlich k& ~ k, woraus sich fiir die geraden Funktionen nach
Gl. (I1.2.10) sofort

cot(kb) cot(ka) + 1
tan(ka) ~ cot(kb — ka) = cot(ka) — cot (kD)

ergibt, also
— tan(ka) cot(kb) ~ cot(kb) cot(ka)

oder

1
t(kb) | tan(k ~ 0
cot(kb) ( an(ka) + tan(k:a))
Das verlangt cot(kb) ~ 0 und damit kb ~ (2n — 1) mit , groBen* ganzen Zahlen n, da ja
grofe Energien betrachtet werden, und liefert somit die Energieeigenwerte

h2m?

N (2n —1)%. (I1.2.12)

Eop_1 =

Auf die gleiche Weise erhélt man man fiir die hochenergetischen ungeraden Losungen aus
Gl. (I1.2.11) die Néherung

cot(ka) ~ — cot(kb — ka)

oder

tan(kb) — tan(ka)
1+ tan(kb) tan(ka) ’

tan(ka) ~ — tan(kb — ka) =

diese fiihrt auf

tan(ka) + tan?(ka) tan(kb) ~ — tan(kb) + tan(ka)
oder

tan(kb) (1 + tan®(ka)) ~ 0.

In diesem Fall bendtigt man tan(kb) ~ 0, also kb ~ 2n7F fiir grofie n; die zugehorigen
Energieeigenwerte lauten

h2m?
~——-(2n)%. 11.2.1

2n

Diese Resultate (I1.2.12) und (I1.2.13) waren zu erwarten. Wenn die Energie sehr grof§
wird im Vergleich zur Hohe der Barriere, ,,spiirt” das Teilchen die Barriere praktisch nicht;
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der hochenergetische Teil des Doppeltopf-Spektrums nédhert sich daher dem schon aus
Gl (I1.6.11) bekannten Spektrum eines Teilchens in einem Potentialkasten der Breite 2b
an.

Deutlich interessanter ist das Spektrum fiir Energien ,, unterhalb der Barrierenoberkante®,
d.h. fiir E < Vj, so dass fiir ein klassisches Teilchen mit einer solchen Energie zwei strikt ge-
trennte Bereiche existieren; nur in einem davon kann es sich aufhalten. Der Ansatz (I1.2.8)
und (I1.2.9) macht aber bereits deutlich, dass das fiir ein quantenmechanisches Teilchen
nicht gilt: Fiir jeden Eigenzustand ist die Dichte |¢(x)[* in jedem der beiden Tépfe iden-
tisch; ein Teilchen, das sich in einem Eigenzustand des Doppeltopfes befindet, wird also
mit gleicher Wahrscheinlichkeit in jeder der beiden Mulden angetroffen. Mehr noch: Auch
im , klassisch verbotenen“ Bereich der Barriere verschwindet die Aufenthaltswahrschein-
lichkeit nicht! Ein Quantenteilchen kann also die Barriere durchdringen, selbst wenn seine
Energie kleiner ist als die der Barrierenoberkante; diese Erscheinung wird als Tunneleffekt
bezeichnet.

Der Ansatz (I1.2.8) und (I1.2.9) wird genau nach dem vorherigen Muster ausgewertet:
Die Stetigkeit von ¢ bei x = a verlangt fiir £ < V}

Acosh(ka) = sin(k(b—a)) (g) .
Asinh(ka) = —sin(k(b—a)) (u) ;
die Stetigkeit von ¢’ bei z = a erfordert
kAsinh(ka) = —kcos(k(b— a)) (g),
kAcosh(ka) = kcos(k(b— a)) (u) ;
und Division ergibt
ktanh(ka) = —kcot(k(b—a)) (2), (I1.2.14)
rcoth(ka) = —kcot(k(b—a)) (u) . (I1.2.15)

Diese beiden Gleichungen konnen ebenfalls mit gewiinschter Genauigkeit graphisch oder
numerisch gelost werden, um die Eigenwerte fiir Zustdnde mit einer Energie unterhalb
von Vj zu bestimmen. Fiir den Fall einer nur ,,schwachen Kommunikation* zwischen beiden
Topfen, der formal der Bedingung xa > 1 entspricht und sowohl durch im Vergleich zur
Energie E sehr hohe als auch durch sehr dicke Barrieren erreicht werden kann, bietet sich
jedoch erneut eine einfache analytische Naherung an. Man hat dann

el _ g—ra 1 — e—2na

— — ~ —2Kka
tanh(ka) = i e = 1o 1—2e (I1.2.16)
und ebenso
coth(ka) ~ 1+ 2e (I1.2.17)

so dass die transzendenten Gleichungen fiir die Eigenwerte die Form

k- _k
tan(k(b— a)) ~ ——F2- o 2ra (I1.2.18)
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annehmen, wobei das obere (untere) Vorzeichen fiir die geraden (ungeraden) Losungen
gilt. Wenn nun die Energie des Teilchens vernachlissigbar klein ist im Vergleich zu V4,
d.h. fiir S — 0, kann es die Barriere praktisch nicht durchdringen, so dass der niederener-
getische Teil des Spektrums erneut sehr einfach wird. Dieser Grenzfall einer undurch-
dringlichen Barriere soll im Sinne einer ,nullten Naherung“ als Ausgangspunkt fiir den
im folgenden zu untersuchenden Fall kleiner, aber nicht verschwindender Emergie, also
fiir den Fall % < 1 dienen; die fiir diesen Grenzfall giiltigen Wellenzahlen und Energien
werden daher durch das Superskript ,,(0)* gekennzeichnet. Man hat also

tan (k9 (b — a)) =0 (I1.2.19)
mit den Losungen k:,(lo)(b —a) = nr fiir  kleine“ n =1,2,3,... und den daraus folgenden
Energieeigenwerten
h2m?
BV = ———— _pn? I1.2.20
" omb—a)2 ( )

wobei jeder dieser Eigenwerte zweifach entartet ist. Das ist erneut auch ohne Rechnung
einsichtig: Wenn die Barriere undurchdringlich ist, findet man fiir beide dann vollsténdig
getrennten Potentialtopfe jeweils das Spektrum (I.6.11) mit der ,, Kastenbreite“ b — a.
Geht man nun iiber diese nullte Ndherung hinaus und beriicksichtigt den durch die Be-
dingung xa > 1 als schwach vorausgesetzten Tunnelkontakt zwischen beiden Mulden, so
wird das Spektrum durch die Losungen der Gl. (I1.2.18), also durch

k k
k(b—a)~ arctan(—g F2 p 62’“) (I1.2.21)

beschrieben. Bleibt die Energie des Teilchens klein im Vergleich zur Barrierenhohe, also
fiir kleine Quotienten k/k, kann hier die rechte Seite geméf3

arctanx = nm + x + O(x?) (I1.2.22)
in erster Ordnung nach diesem kleinen Parameter entwickelt werden; man erhélt die durch
die Quantenzahl n = 1,2, 3, ... indizierten Losungen
Ky, kn _
kn(b—a) ~nm— —— F2 Lo 2ma (I1.2.23)
K K

Der Fall n = 0 muss ausgeschlossen werden, um negative Wellenzahlen zu vermeiden. Man
begeht keinen groflen Fehler, wenn man auf der rechten Seite dieses Ausdrucks wieder die
nullten Naherungen

1
by = kO = bn—ﬂa und ki & KO = > \/Qm(VO - Eﬁo))

einsetzt; damit hat man dann

ks
kn(b— a) %nW—W:FQK(O)
n n

k)
i g-2ma (11.2.24)
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Fiir die Angabe des Spektrums wird nun k2 benétigt. Unter Vernachldssigung quadratisch
kleiner Terme (jedoch weiterhin mit einer Genauigkeit, die den kleinen Entwicklungspa-
rameter in erster Ordnung korrekt erfasst) ergibt sich

kY kY (0)
k2(b—a)?® = (nm)* — 2nm —o T4 e 2n e, (I1.2.25)
Kn Kn

daraus folgen schliefflich die gesuchten Néaherungen fiir die Energieeigenwerte:

h2k?

FE =
n,t om,

5

Q

o T

9 9 27202 4mn? 0,
— TN — "
2m(b—a)? (b—a)kn (b—a)/@(lo)

b—a)kl " (b—a)k?

2 4
1- + ) eQH%O)“] . (I1.2.26)

Hier bezeichnet F),  den Eigenwert eines Zustandes mit positiver Paritdt; seine Energie
ist stets geringer als die Energie £, _ des Zustandes mit negativer Paritét, der zum glei-
chen Index n = 1,2,3 ... gehort; nach Voraussetzung muss die Ungleichung F, + < Vj
eingehalten werden.

(0)
E,.

Absenkung  Aufspaltung

Abbildung IT.4: Zur Korrektur der niedrigen Energieniveaus in einer symmetrischen Dop-
pelmulde aufgrund des Tunneleffektes: Die VergrofSerung des zugénglichen Raumes ergibt
eine gemeinsame Absenkung, der Tunnelkontakt zudem eine exponentiell kleine Aufspal-
tung der beiden Mitglieder eines Dubletts.

Die Tatsache, dass ein quantenmechanisches Teilchen die Potentialbarriere ,,durchtunneln®
kann, fithrt also fiir den hier vorausgesetzten schwachen Tunnelkontakt zwischen beiden
Mulden zu folgenden, in Abbildung IT.4 veranschaulichten Korrekturen der Energien Eflo),

die sich ohne diesen Tunnelkontakt ergeben wiirden:

25"
(bfa)nglo)

e Die Energieeigenwerte beider Paritdten werden um — abgesenkt.

Diese Absenkung kann als Folge des Unschérfeprinzips verstanden werden. Den Teil-
chen steht aufgrund des Tunneleffektes nicht nur der Platz in einem der beiden
Potentialtopfe, sondern in beiden Topfen zur Verfiigung. Diese Vergroflerung der
Ortsunschérfe bedingt eine Absenkung der Impulsunschérfe, damit auch der kineti-
schen Energie.
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e Die Zustdande treten in Dubletts auf, wobei der Energieunterschied

8E7(10) eerfgzO)a

AE,=F,_ —E,, = —" _
! (b— a)nﬁf’)

(I1.2.27)

exponentiell klein in nﬁf’)a ist.

Diese ,, Tunnelaufspaltung® ist eine Folge der Tatsache, dass sich die beiden Mitglie-
der eines solchen Dubletts, die ohne den Tunelkontakt entartet wéren, aufgrund des
Tunnelkontaktes gegenseitig beeinflussen.”

I11.2.2 Dynamik des Tunnelprozesses

Es soll nun das Verhalten eines Teilchens untersucht werden, das anfangs, zum Zeitpunkt
t = 0, in einer der beiden Mulden des symmetrischen Doppeltopfes lokalisiert ist. Das
Teilchen kann sich dann offenbar nicht in einem der Eigenzustdnde befinden, da diese
ja identische Aufenthaltswahrscheinlichkeiten fiir beide Mulden liefern. Dagegen ist es
moglich, in der linken bzw. rechten Mulde lokalisierte Zustdnde durch geeignete Linear-
kombinationen der beiden Mitglieder eines Dubletts zu konstruieren; im folgenden wird
dazu das Grundzustandsdublett des Doppeltopfes (I1.2.1) betrachtet.

gerade Paritat, ¢4 ungerade Paritat, ¢;_

Abbildung IIL.5: Qualitative Darstellung der beiden Eigenfunktionen, die das Grund-
zustandsdublett fiir das symmetrische Doppeltopfpotential (I1.2.1) bilden.

Sofern der Tunnelkontakt nur schwach ist, die Wellenfunktion also nur wenig in den klas-
sisch verbotenen Barrierenbereich eindringt, dhneln die Eigenfunktionen des Doppeltopfes
innerhalb der einzelnen Topfe sehr stark den Eigenfunktionen voneinander véllig getrenn-
ter Topfe. Da die Grundzustandsfunktion ¢; ; symmetrisch ist, die andere Eigenfunk-
tion ¢, des Grundzustandsdubletts dagegen antisymmetrisch, ergeben sich die in Ab-
bildung IL.5 qualitativ dargestellten Gestalten dieser Funktionen. Durch Addition von

9Fiir die Inversionsschwingung des Ammoniak-Molekiils findet man zwei Dubletts mit Energien unter-
halb der Barrierenoberkante; das Grundzustandsdublett besitzt eine Tunnelaufspaltung von 9.84-1075 eV.
Ergebnisse quantenchemischer Rechnungen fiir diese Inversionsschwingung geben Daniel J. Rush und Ken-
neth B. Wiberg: Ab Initio CBS-QCI Calculations of the Inversion Mode of Ammonia, J. Phys. Chem.
A 101, 3143 (1997).
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1+ und ¢; _ erhélt man daher eine Funktion, die im linken Topf zentriert ist, im rech-
ten dagegen verschwindet; durch Subtraktion erhélt man eine im rechten Topf zentrierte
Funktion. Die beiden normierten Funktionen

— e
PL \/§ P14+ T P1,—
1
= — — Yy _ I1.2.28
YR \/5(901,+ ¥1, ) ( )

beschreiben daher ein . links* bzw. ,,rechts“ lokalisiertes Teilchen.

Befindet sich das Teilchen zum Zeitpunkt ¢ = 0 in der linken Mulde, ist somit zur Be-
schreibung des dann folgenden Tunnelprozesses die zeitabhédngige Schrodinger-Gleichung
mit der Anfangsbedingung

P(x,1=0) = ¢r(2)

1
= ﬁ(<p17+(x)+901,_($)) (I1.2.29)
zu l6sen. Da aber ¢ ;. und ¢, _ Eigenfunktionen des Hamilton-Operators mit den Eigen-
werten Ey . und E; _ sind, ist diese Losung sehr einfach: Gemaf Gl. (I1.6.22) wird die
Zeitentwicklung dadurch ausgedriickt, dass jede Komponente der Entwicklung nach Ei-
genfunktionen mit einem in der komplexen Ebene rotierenden Phasenfaktor multipliziert
wird, wobei die Rotationsfrequenz durch den durch h dividierten zugehorigen Energie-
eigenwert gegeben wird. Es gilt daher
1 i i
Wt = = (pral@etBot s oy (e tBt)

V2
s _i(p,_—
= ﬁe L+t (@17+(x) + 1, (z)e"nBr- E1+)t) : (I1.2.30)
Die Tatsache, dass die Phasen der beiden Komponenten mit unterschiedlichen Geschwin-
digkeiten wachsen, fithrt dazu, dass sich auch die relative Phase zwischen beiden Kompo-
nenten standig dndert. Nach der Zeit

mh _7h
Ei_ —FE, AE

T =

(IL.2.31)

erreicht die relative Phase den Wert 7, so dass sich dann das anfangs positive Vorzeichen
zwischen den beiden Komponenten der Wellenfunktion invertiert hat: Bei ¢ = 7 hat man
die in der rechten Mulde zentrierte Dichte

WP = Slense) — ou (@)
= len(@)* (I1.2.32)

d.h. das Teilchen wird bei einer Messung zu diesem Zeitpunkt mit erdriickender Wahr-
scheinlichkeit in der rechten Mulde gefunden, ist also ,,von einer Mulde in die andere
getunnelt®, wie in Abbildung I1.6 dargestellt.
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~

Abbildung II.6: Ein Teilchen, das zum Zeitpunkt ¢ = 0 geméafl Gl. (I1.2.29) durch die
links zentrierte Wellenfunktion ¢, beschrieben wird, ist nach der Zeit 7 = 7h/AF in die
rechte Mulde ,,getunnelt, wobei AFE die Tunnelaufspaltung bezeichnet.

Fiir beliebige Zeitpunkte erhélt man aus der Wellenfunktion (I1.2.30) sofort die Dichte

B =5 [0+ 2@+ 2@ ws( ST | ares)

wobei berticksichtigt wurde, dass ;4 und ¢; _ reell sind. Das Teilchen oszilliert also
periodisch mit der Kreisfrequenz AE) /h bzw. der Periodendauer 27 zwischen den beiden
Topfen hin und her.

Ahnliche Uberlegungen kann man auch fiir die hoheren Dubletts (n > 1) anstellen. Durch
Linearkombination der geraden und der ungeraden Eigenfunktion eines Dubletts lésst sich
stets eine Wellenfunktion konstruieren, die in einer der beiden Mulden lokalisiert ist; die
Losung der zeitabhédngigen Schrodinger-Gleichung mit einer solchen Anfangsbedingung
beschreibt ein periodisch von einer Mulde zur anderen oszillierendes Teilchen, wobei die
Tunnelaufspaltung AF,, die Periodendauer bestimmt.

II1.3 Die Potentialschwelle

Im vorher untersuchten Beispiel des Doppeltopfpotentials findet man ein rein diskretes
Spektrum mit normierbaren Eigenfunktionen, die bei x = +b aufgrund der ,,unendlich
hohen Potentialwéinde* und der Stetigkeit der Wellenfunktion verschwinden miissen. Be-
trachtet man dagegen die in Abbildung I1.7 skizzierte Potentialschwelle, die nur im Bereich

der von x = —a bis x = a reichenden Barriere von Null verschieden ist, also
Vo>0 <
Vig)=4{ " ol<a (IL3.1)
0 , |zl >a

ohne dass Dirichlet-Randbedingungen gestellt werden, dann konnen sich die Wellenfunk-
tionen iiber die gesamte reelle Achse ausdehnen, so dass offenbar keine quadratintegra-
blen Eigenfunktionen méglich sind. Allerdings gibt es jetzt uneigentliche Eigenfunktionen.
Darunter versteht man Losungen ¢(x) der Eigenwertgleichung Hp(z) = Ep(z), die je-
doch nicht normierbar sind. Da es aufgrund der fehlenden Randbedingungen auch keine
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Quantisierungsbedingung gibt, existieren diese Losungen sogar zu jeder Energie E > 0,
besitzen somit ein kontinuierliches Spektrum. Uneigentliche Eigenfunktionen der freien
Schrodinger-Gleichung, ndmlich die ebenen Wellen, wurden bereits in Abschnitt 1.3 be-
trachtet; aus ihnen lieBen sich durch Superposition die normierbaren Wellenpakete (I.3.8)
aufbauen. Die uneigentlichen Eigenfunktionen fiir das Stufenpotential (oder fiir dhnliche
Potentiale mit einem kontinuierlichen Spektrum) spielen eine analoge Rolle: Zwar lassen
sie selber keine Wahrscheinlichkeitsinterpretation zu und koénnen somit selbst kein phy-
sikalisches Teilchen beschreiben, aber aus ihnen kénnen durch Superposition rdumlich
lokalisierte, normierbare Pakete gebildet werden. Dariiber hinaus kann eine uneigentli-
che Eigenfunktion beliebig gut (im Sinne der £2-Norm) durch ein Wellenpaket mit ent-
sprechend grofler Ortsunschérfe approximiert werden. Daher ist die Untersuchung der
uneigentlichen Eigenfunktionen nicht weniger wichtig als die der eigentlichen. In diesem
Abschnitt werden die uneigentlichen Eigenfunktionen fiir die Potentialschwelle (I1.3.1) fur
den Fall E < V), also fiir Energien unterhalb der Barrierenoberkante konstruiert werden;
der Fall E > Vj lésst sich ganz analog behandeln. (Ubungsaufgabe!)

V()
A
Vo
e I, E
I II 111
» X
0

Abbildung IL.7: Eine rechteckige Potentialschwelle. Fiir ein klassisches Teilchen mit der
eingezeichneten Energie £ < Vj ist sie undurchdringlich, fiir ein quantenmechanisches
dagegen nicht.

Eine uneigentliche Eigenfunktion mit der Energie £ = 522:: < Vp muss in den drei in

Abbildung I1.7 markierten Bereichen I, IT und III aus den jeweiligen Fundamentallosungen
der stationédren Schrédinger-Gleichung zusammengesetzt sein. Man hat daher
Aeikx + Be—ik;:v (I)
p(x) = ¢ Ce ™ 4 De™ (1) (I1.3.2)
Felt® + Ge= ke (TI1)

wobei wie schon im Beispiel des Doppeltopfes

1 1
k= ﬁ\/ 2mE und k= ﬁ\/Qm(VO —FE) (IL.3.3)

gesetzt werden. Zu fordern ist nun wieder die Stetigkeit der Eigenlosungen und ihrer Ab-
leitungen. Das liefert je zwei Bedingungen bei x = —a and x = a, wogegen der obige
Ansatz sechs noch offene Konstanten enthélt. Damit enthalten die gesuchten Eigenfunk-
tionen zwei freie Parameter, die spéter geeignet gewdhlt werden kénnen, um physikalisch
interessante Situationen zu beschreiben.
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11.3.1 Berechnung der Transfermatrix
Die Stetigkeitsbedingungen bei z = —a lauten
Ae—ika + Beika = (e 4+ De~ka
ik Ae™* — ik Be'** = —xCe™ 4 k De " (I1.3.4)

oder in bequemer Matrixschreibweise

e—ika eika ) (A) ( ek e—ka ) (C)
—ika ika - K LKG ‘K A—RKa . (1135)
(e ka ik B ire —ire D

Man kann also die Amplituden A und B der im Bereich I nach rechts ein- und nach links
auslaufenden!® Wellen ¢** und e ** durch die Amplituden C' und D fiir den klassisch
verbotenen Bereich II ausdriicken, indem man die Matrix auf der linken Seite dieser
Gleichung invertiert:!'*

A B 1 eika eika eha e—ka C
B - 92 efika _efika i%ena _i%efna D

141 %)e/{aJrika (1 —i )efszrika C
(1 —i %)ena—ika (1 +1i )e—na—ika D

el =l N

(I1.3.6)

Il
=
2

PR
T Q
N

Ersetzt man in dieser Beziehung —a durch a, erhélt man sofort den Zusammenhang zwi-
schen den Koeffizienten im Schwellenbereich IT und denen im Bereich I1I, ndmlich

(g) — T(a) (g) | (I1.3.7)

Man kann nun die Amplituden fiir den Barrierenbereich eliminieren und die Amplituden
der ein- und auslaufenden Wellen im Bereich [ unmittelbar durch diejenigen im Bereich 111
ausdriicken:

(g) — T(=a) T(a)"! (Z) | (I1.3.8)

Sind die Amplituden der ein- und auslaufenden Wellen auf einer Seite der Schwelle beliebig
vorgegeben, erhdlt man aus der Matrix 7' = T'(—a) T(oz)f1 sofort die entsprechenden
Amplituden auf der anderen Seite. Diese Matrix T ,transferiert® also den Zustand von
der einen Seite der Schwelle auf die andere; sie wird daher als Transfermatriz bezeichnet.

10Von einer nach rechts bzw. links ,laufenden Welle zu sprechen impliziert, dass man auch die
Zeitabhingigkeit der Zustinde im Blick hat, also die Wellen e***=iw(*)t hetrachtet. Orte konstanter
Phase bewegen sich dann mit der Phasengeschwindigkeit +w(k)/k.

N7ur Erinnerung: ,Das Inverse einer 2 x 2-Matriz erhdilt man, indem man die Elemente auf der
Hauptdiagonalen vertauscht, das Vorzeichen der FElemente auf der Nebendiagonalen invertiert und die
resultierende Matriz durch ihre Determinante teilt.”
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Zur Berechnung der zu T'(a) inversen Matrix wird ihre Determinante benotigt:

detT(a) = %(<1+i%>2_ (1—12)2)
= %(Hm%_:_z 1+21%+k—z)
- ig ; (IL.3.9)
damit erh&lt man
ror - (AT )
- (S (). w1310

Durch Multiplikation mit der Matrix (I1.3.6) erhélt man daraus die gesuchten Elemente
der Transfermatrix T'(—a) T(a)”" = T

1 k : k i
T o= - [(1-i= il 1) exot2ibay (1415 12 1 1) e 2ratlike
4 K k K k
eQika 2ka —9%a . R k 2Kka —2Kka
= {2(e +e )+1(E_;) (e —e )]
. i k
= glika (cosh 2ka + % (g — —) sinh 2/%) ; (IL.3.11)
K
1 kL k ra KLk —9ka
T, = 1 (1+1E+1E—1)e2 +(1_1E_1E_1)62 }
i k
% + —) sinh 2ka ; (I1.3.12)
K

1 k k
Tn = ; (1—ig—ig—1)e2“a+(1+i%+ig—1)e2’“}

k
= - (g + —) sinh 2ka ; (I1.3.13)
K
1 k . .
T22 = — 1_|_1__1E_‘_1 e2r§a721ka_‘_ 1_1_+1E+1 672na721ka
4 K k K

K

= ¢ Zika (cosh %a — (E — E) sinh 2/<aa) . (I1.3.14)
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Damit hat man nun insgesamt die “Amplituden-Transfergleichung*

(g) _7 (g) (I1.3.15)

mit der Transfermatrix

T e?k(cosh 2ka + 3 (£ — £) sinh 2ka) 5 + &) sinh 2xa
- _%(E + %) sinh 2ka e’Zik“(Cosh 2ka — %(% - %) sinh 2ra)
(IL.3.16)

I1.3.2 Reflektions- und Transmissionswahrscheinlichkeit

Jetzt wird die Tatsache ausgenutzt, dass die uneigentlichen Eigenfunktionen fiir die Po-
tentialschwelle noch zwei frei wiahlbare Parameter enthalten und daher die Spezifikation
physikalisch besonders interessanter Félle zulassen. Ein solcher Fall ist ein Teilchenstrom,
der ,von links“, d.h. aus dem Bereich I, auf die Schwelle zulduft, entsprechend dem Term
Ae*® im Ansatz (I1.3.2). Dann wird ein Teil des Stromes reflektiert (entsprechend Be ),
ein Teil dagegen in den Bereich I1I transmittiert (beschrieben durch Fe**). Dagegen gibt
es in dieser Situation keinen von rechts auf die Barriere einfallenden Teilchenstrom, d.h.
es gilt G = 0. Damit ist einer der beiden noch offenen Parameter festgelegt; der andere
kann z.B. dadurch angepasst werden, dass man fiir die einlaufende Welle ¢(z) = Ae*®
eine bestimmte Stirke des damit verbundenen Stroms

h

io= (@) (@) - pl)e (@)

|AJ? hk (I1.3.17)
m

vorgibt. Die interessanten Gréflen sind nun die Koeffizienten der transmittierten und der
reflektierten Welle, F' und B. Man hat

A == TllF
2ika AW
= e cosh2ka + = | - — — | sinh 2ka | F (I1.3.18)
2\k &
sowie
B == T21F
i k
= 2 (24 %) sinh2ka F (IL.3.19)
2\k =&

und definiert die (auf die Amplitude der einfallenden Welle bezogene) Transmissions-
amplitude

6721ka

F
S(E) = — = 11.3.20
(E) A cosh 2ka + 1 (% — &) sinh 2ka ( )
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sowie die entsprechende Reflektionsamplitude

B B F
RE) =3 = 773
_%(% + %)Q—Qika sinh 2ka (II 3 21)
i(K k ] ' -
cosh 2ka + g(g - E)sthIﬂl

Durch Bildung des Betragsquadrates ergibt sich daraus die Transmissionswahrscheinlich-
keit
1

S(E))? =
IS(E)] cosh” 2ka + 4 (

1

& — E)25inh? 2ka
K

- 11.3.22
1+i(%+%)28inh22/@a ( )
und die Reflektionswahrscheinlichkeit
1/k kN2 o: 2
(242 h*2
R(E)? = 10+ &) sinh” 2ra (11.3.23)

1+ H(E+E)2sinh® 2ka
Es gilt also |R(E)|* + |S(E)|* = 1. Diese Beziehung driickt die ,, Wahrscheinlichkeitser-
haltung® beim Durchdringen der Barriere aus: Jedes einfallende Teilchen wird entweder
transmittiert oder reflektiert; eine dritte Mdoglichkeit gibt es nicht.
Reflektions- und Transmissionsamplitude hidngen nur von den beiden dimensionslosen
Parametern ka und k/k ab, so dass auch ihre Energieabhingigkeit in einfacher Weise
diskutiert werden kann. (Ubungsaufgabe!) Im Grenzfall einer sehr hohen oder sehr breiten,

also nur schwach durchdringlichen Barriere gilt ka > 1 und daher auch sinh?® 2ka ~ ie‘l"“.
Damit findet man
16(kk)?
2 o —2-2Kra .

Dieser Grenzfall ist auch derjenige, der der Nidherungslosung (I1.2.26) fiir das Spektrum
des symmetrischen Doppeltopfes zugrunde liegt; man sieht also, dass die dort erhaltene
Tunnelaufspaltung der Transmissionsamplitude fiir die Barriere proportional ist.

Der Vorfaktor in Gl. (I1.3.24) besitzt ungefihr die Gréenordnung von eins; die Grofien-
ordnung der Transmissionswahrscheinlichkeit wird vor allem durch die Exponentialfunkti-
on bestimmt. Mit reduzierter Genauigkeit, die aber fiir viele Tunnelprobleme ausreichend
ist, gilt daher fiir die rechteckige Potentialschwelle die Abschéatzung

IS(E)? ~ e 2nV2m(Vo-F)2a (11.3.25)

Fiir den Fall, dass keine rechteckige Schwelle vorliegt, sondern ein glatter ,, Potentialberg®,
wie in Abbildung I1.8 skizziert, ldsst sich dieses Ergebnis verallgemeinern: Sofern sich das
Potential derart langsam in x verdndert, dass es auf Distanzen der typischen Grofien-
ordnung von x~! als nahezu konstant angesehen und daher aus rechteckigen Schwellen
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Abbildung IL.8: Glatter Potentialberg, der fiir klassische Teilchen mit der eingezeichneten
Energie E im Bereich von x; bis x5 verboten ist; iiber diesen Bereich erstreckt sich das
Integral (I1.3.26) fiir die Berechnung der quantenmechanischen Transmissionswahrschein-
lichkeit.

zusammengesetzt werden kann, hat man'?

S(E)[2 ~ exp (—% / " de /2 (V () = E)) | (11.3.26)

x1

wobei 1 und x5 die Umkehrpunkte der klassischen Bewegung bezeichnen, also diejenigen
Punkte, fiir die das Potential V' (z) mit der vorgegebenen Energie E iibereinstimmt.

I1.4 Periodische Potentiale und Bloch-Wellen

Periodische Potentiale, d.h. Potentiale, die sich bei Translationen um Vektoren eines pe-
riodischen Gitters nicht &ndern, treten vor allem in der Festkorperphysik auf. Zwar wird
man dort mit Systemen wechselwirkender Elektronen konfrontiert, aber dennoch bildet
bereits die Kenntnis der Struktur der Losungen des Ein-Elektronen-Problems fiir periodi-
sche Potentiale eine unverzichtbare Grundlage fiir das Verstédndnis der Quantenmechanik

von fester Materie.
V()
a 2a 3a T

Abbildung I1.9: Ein eindimensionales periodisches Potential mit der Gitterkonstanten a.

Es sei nun V(x) ein eindimensionales periodisches Potential mit der der ,,Gitterkonstan-
ten“ a, wie in Abbildung I1.9 skizziert; ein solches Potential wird durch Verschiebungen

12Dieses wichtige Resultat kann auch auf mehr systematische Weise aus der semiklassischen WKB-
N&herung erhalten werden.
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um Vielfache von a in sich selbst tiberfiithrt:
V(z)=V(z+a). (I1.4.1)

Typische Anwendungen finden Schrodingergleichungen mit eindimensionalen periodischen
Potentialen etwa bei der Beschreibung von Elektronen in einem Halbleiter-Ubergitter oder
auch von ultrakalten Atomen in einem optischen Gitter.!?

Definiert man also den Translationsoperator T, fiir die Verschiebung um eine Gitterperiode
durch die Forderung

Top(x) = ¢(z + a) (I1.4.2)

fiir alle Wellenfunktionen ¢(x), so gilt

LHpe) = T (g V@) ole)

2m daz?
h? d2
== (—% @ + V($ + CL)) (p(I + CL)
h? d2
= (—% Tz V(QT)) Top(x)
= HT,p(x) (I1.4.3)
und daher auch
[H, T, =0. (I1.4.4)

Diese Operatorgleichung erinnert an die Gl. (I1.1.37), die im Zusammenhang mit der
Paritdat der Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators diskutiert wurde: Der Hamil-
tonperator H des Systems kommutiert mit einer Symmetrieoperation 7,; also konnen
die Eigenfunktionen von H so gewéahlt werden, dass sie gleichzeitig auch Eigenfunktionen
von Ty, sind. Der Umstand, dass ein periodisches Potential im Unterschied zum Oszillator-
potential nur uneigentliche Eigenfunktionen zuldsst, ist fiir die Giiltigkeit dieser Aussage
ohne Bedeutung.

Schreibt man nun

. a* d"
plat+a)=7 -

n! dzn
0

= () = en () (I1.4.5)

x

n=

h

mit dem Impulsoperator p = i%, so sieht man, dass T, die Darstellung

Ta = e%ap (1146)

13Zwar liegt in den experimentellen Realisierungen stets nur ein endliches Gitter mit einer begrenzten
Zahl an Gitterplidtzen vor, fiir die theoretische Behandlung ist es jedoch sinnvoll, die dadurch bedingten
Randeffekte zundchst zu vernachlissigen und in einem ersten Schritt ein perfekt translationssymmetri-
sches, unendlich ausgedehntes Gitter zu betrachten.
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besitzt; der Impulsoperator ist daher der Generator einer rdumlichen Translation. Da nun
TI = T_,, ist dieser Translationsoperator nicht hermitesch,'* so dass seine Eigenwerte \(a)
nicht reell sein miissen; da weiterhin 7> = Tb,, miissen diese Eigenwerte der Gleichung
A(a) = A(2a) gehorchen. Das ist die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion, so
dass es naheliegend ist, die Eigenwerte des Translationsoperators in der Form \(a) = e*®
zu schreiben. Die Grofle £ trdgt dann die Dimension einer inversen Linge, also einer Wel-
lenzahl; sie unterscheidet verschiedene Eigenwerte und spielt daher eine dhnliche Rolle wie
die Quantenzahl n fiir die Eigenlosungen des ,, Teilchens im Kasten“ oder im Oszillator-
potential. Da auch die zugehorigen Eigenfunktionen durch diesen Index k charakterisiert
werden, hat man nun zunéchst

Tupi(z) = or(z + a) = e*gp(x) . (I11.4.7)

Definiert man nun die Funktionen

ug(z) = e *p () | (IL.4.8)
so gilt
up(z 4 a) = e FEFD o (2 4 a) = e () = ug(z) (I1.4.9)

d.h. ug(z) ist periodisch mit der Periode a des Potentials. Folglich besitzen die Eigenfunk-
tionen von 7T,, und damit auch die von H, die Gestalt

or(x) = e uy(z) mit  ug(z) = u(z + a) . (I1.4.10)
Fiir Translationen um n Gitterperioden findet man dann
op(z +na) = *) oy (2 4 na) = (eik“)n e () (IT.4.11)

Daher ist zu fordern, dass die Wellenzahl k reell ist: Andernfalls wiirde |¢x(z)| entwe-
der in positiver oder in negativer x-Richtung exponentiell anwachsen, so dass es nicht
moglich wire, aus den uneigentlichen Eigenfunktionen der Form (I1.4.10) normierbare
Wellenpakete aufzubauen. Schlieflich gilt

elb+3)a _ gika (I1.4.12)

so dass k und k + 27” denselben Eigenwert indizieren. Es reicht daher, nur Werte von k
innerhalb der 1. Brillouin-Zone, also innerhalb des Intervalls

k<4l (I1.4.13)
a a
zu betrachten; alle k-abhéngigen Funktionen, wie etwa die Energien F(k) der Eigenlosun-
gen, sind ebenfalls %’r-periodisch in k£ und werden durch ihre Werte in dieser 1. Brillouin-
Zone vollstandig beschrieben.
Die hier gewonnenen Aussagen konnen sofort auf den dreidimensionalen Fall iibertragen
werden. Insbesondere gilt die folgende Feststellung:

YDa T_, = T; 1, hat man T = T, %; der Translationsoperator ist daher unitér.
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Die (uneigentlichen) Eigenzustinde eines Teilchens in einem unendlich aus-
gedehnten periodischen Potential V (Z) besitzen die Form

() = T up(T) (IL.4.14)

wobei die Funktionen ug(Z) dieselben Periodizititseigenschaften besitzen wie
das Potential. Man hat es also mit ebenen Wellen zu tun, die im Rhythmus
des Gitteraufbaus moduliert sind.

Wellenfunktionen dieser Form (II.4.14) nennt man Bloch-Wellen.

B Beispiel: Der periodische §-Kamm

Ein einfaches Modellpotential, das noch mit begrenztem Aufwand analytisch behandelt
werden kann, wird durch einen periodischen ,, Kamm® von J-Funktionen geliefert:

V(z) = in Voo(z —na) . (I1.4.15)

n=—oo

—1l«
)

Da eine §-Funktion die inverse Dimension ihres Arguments triagt, hier also ,(Lénge)
trigt dabei die Konstante V;; die Dimension , Energie - Ldnge*.

Gesucht werden nun Eigenfunktionen in der Form von Bloch-Wellen, also die periodischen
Funktionen uy(z), und die zugehorigen Dispersionsrelationen E(k), die die Abhéngigkeit
der Energieeigenwerte von der Bloch-Wellenzahl k beschreiben. Da zwischen zwei be-
nachbarten ,,Peaks® des Potentialkamms, also z.B. im Bereich 0 < = < a, das Potential
identisch verschwindet, hat man sofort

or(r) = Ae'?” + Be " Ploch ey () fir 0<z<a, (I1.4.16)

wobei ¢ durch die Energie festgelegt wird:

q= % 2mE . (I1.4.17)
Man beachte, dass in diesem Ansatz zwei verschiedene Wellenzahlen benotigt werden:
Einerseits eine Wellenzahl ¢, die in iiblicher Weise die beiden Fundamentallésungen et
im potentialfreien Bereich charakterisiert, andererseits die Wellenzahl k, die als ,, Index*
der Bloch-Wellen auftritt. Beide Wellenzahlen sind sorgsam voneinander zu unterscheiden!
Die gitterperiodische Bloch-Funktion u(x) erhélt daher die Gestalt

up(x) = Aelt=h7 4 pe~ilathe fir 0<z<a. (I1.4.18)

15Felix Bloch untersuchte als Doktorand von Werner Heisenberg in Leipzig die Schrodinger-Gleichung
fiir Teilchen in gitterperiodischen Potentialen. Die Charakterisierung der Funktionen (I1.4.14) als ,,ebene
de Broglie-Wellen, die im Rhythmus des Gitteraufbaus moduliert sind“ stammt aus seiner berithmten
Arbeit Uber die Quantenmechanik der Elektronen in Kristallgittern, Zeitschrift fiir Physik 52, 555 (1929).
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Nun muss g (x) und damit auch ug(z) stetig sein; diese Forderung gilt insbesondere auch
an den 0-Peaks. Daher hat man

ur(04) = uk(0-) = ug(a_) , (I1.4.19)

wobei das Subskript ,,+“ den rechtsseitigen und ,,—“ den linksseitigen Grenzwert bezeich-
net. In der zweiten dieser beiden Identitdten wird die Periodizitét der Bloch-Funktionen
ausgenutzt; dadurch wird das Argument in den Bereich 0 < x < a zuriickgeholt, auf den
der Ansatz (I1.4.16) eingeschrénkt ist. Diese Stetigkeitsforderung liefert also die Gleichung

A+ B = Aelle=ha  Beilatha (I1.4.20)

Dariiber hinaus muss ;. die stationdre Schrodinger-Gleichung 16sen, also der Gleichung

hg d2 +00
—5 73 o0 + Vo n:zoo 8(z —na) pr(z) = E(k)pr(z) (I1.4.21)
gehorchen. Integriert man nun diese Gleichung von x = —e bis x = +¢, also ,,gerade iiber

einen Peak hinweg®, so erhélt man daraus im Grenzfall £ — 0 die weitere Beziehung

I (02— h(0) + Vopul0) = 0. (114.22)

Die Ableitung ¢} muss also an der Position des Peaks nicht stetig sein, sondern kann dort
einen Sprung endlicher Gréfie machen. Aus dem Ansatz (I1.4.16) erhélt man sofort die
rechtsseitige Ableitung

¢1(04) =iq(A - B) (I1.4.23)

und weiterhin nach Verschiebung des Argumentes 0_ unter Ausnutzung von Gl. (I1.4.7)
auch die linksseitige:

0e(02) = pllaz — a) = e ™) (a_) = e " (igAe'!* — igBe %) . (I1.4.24)

Einsetzen dieser beiden Ausdriicke in die integrierte Schrodinger-Gleichung (11.4.22) lie-
fert dann

2

h . .
Q—iq (A-B— Acile=ha | Befl(quk)a) = Vy(A+ B). (I1.4.25)
m

Mit dieser Gleichung (II.4.25) und mit (I1.4.20) hat man nun zwei Beziehungen fiir die
beiden Unbekannten A und B. Aus (I1.4.20) folgt

B (1—ei@tha) = A (efleha 1) | (I1.4.26)

also

B=A——_ | (I1.4.27)
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Dieser Ausdruck wird dann in die weitere Gleichung (II.4.25) eingesetzt: Auf der rechten
Seite findet man damit

1 — eiletk)a 4 oila—k)a _ q

A +B = A 1 — efi(quk)a
e—ika ) )
_ iga _ —iqa
= 4 1 — e—i(gtk)a (e € )
efika o
= A— 2isinga,

1 — e—i(g+k)a

auf der linken

(A — B — Aella=Ka Be—i(q+k)a)

_ 4 ﬁ <1 _ ilatha _ gilaka 4
(1 — eilatheygila—ha 4 (gila=R)a _ 1)e—i<q+k>a>
e ika . : : . . . . .
— A — <ell€a _eita _ giga 4 oika _ giga | g—ika | ke e—lqa>
o-ika
= Am(élcoska — 4cosqa) )

Insgesamt liefert Gl. (I1.4.25) dann die Beziehung

mVpa sin qa

ka = 11.4.28
cos ka = cos qa + R ( )
{C =0 cos(q-a)+ mh‘g"sinc(q -a)
| /\ 1

I
I
k==

Abbildung II.10: Die rechte Seite der Gleichung (I1.4.28), aufgefasst als Funktion von ga,
wird in den schraffierten Bereichen grofler als 1 oder kleiner als —1; in diesen Bereichen
besitzt diese Gleichung keine Losung.

Obwohl diese Gleichung (I1.4.28) aus einem sehr speziellen Modell gewonnen wurde, las-
sen sich daraus nun einige wichtige Schliisse ziehen, die auch fiir allgemeine periodische
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Potentiale gelten. Die rechte Seite von (I1.4.28) ist eine Funktion der dimensionslosen
GroBe gqa und damit der Energie des Teilchens; diese Funktion ist in Abbildung II1.10
graphisch dargestellt. Da die linke Seite die Ungleichung |coska| < 1 erfiillt, kann die
Gleichung nur fiir solche Energien Losungen besitzen, fiir die andererseits auch die Un-
gleichung

mVpa sin qa

cos qa + <1 (I1.4.29)

h? ga |~

eingehalten wird. Gibt man nun eine Bloch-Wellenzahl —2 < k£ < % vor, so findet man
dazu offenbar unendlich viele Losungen ¢,a > 0 (némlich eine in jedem der nicht schraf-
fierten Bereiche in Abbildung I1.10 auf der positiven ga-Achse; der Index n = 1,2,3,...
zéhlt diese Bereiche ab) und damit auch unendich viele Eigenwerte E,(k) = h;f‘; da
fiir jede Losung q,a auch —g,a eine Losung ist, sind diese Energien zweifach entartet.
Die insgesamt moglichen Energieeigenwerte der Bloch-Wellen liegen in Intervallen, die als
Energiebinder bezeichnet werden; diese Bander werden durch Energieliicken oder verbo-
tene Zonen voneinander getrennt. Tragt man die die so gewonnenen Eigenwerte FE, (k)
iiber der Bloch-Wellenzahl k auf, so erhdlt man die Dispersionsrelationen der einzelnem

Béander, wie sie qualitativ in Abbildung IT.11 wiedergegeben sind.

En (k)

Abbildung II.11: Schematische Darstellung der Energieeigenwerte eines Bloch-Teilchens
in einem eindimensionalen Gitterpotential als Funktionen der Bloch-Wellenzahl k. Hier
bezeichnet Er die Ober- und Eg die Unterkante des untersten Bandes.

Im Unterschied zur vertrauten Dispersionsrelation £ = % eines freien Teilchens sind also
die Dispersionsrelationen E, (k) eines ,,Bloch-Teilchens* nicht parabolisch in k. Allerdings
lassen sich diese Relationen offenbar in der Umgebung ihrer Minima oder ihrer Maxima,
also im Zentrum oder an den Rindern der Brillouin-Zone, quadratisch approximieren; der
Koeffizient, der die Kriimmung der Ndherungsparabel beschreibt, kann dann als effektive
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Masse des Teilchens interpretiert werden. So gilt z.B. fiir das ,,Grundzustandsband®“ im
Zentrum der Brillouin-Zone
h2k?
2m*

Ev(k) ~ Eg + fir |k < g , (IL.4.30)

wobel die effektive Masse m* hier durch

1 1 d’E,

me R AR |,

(IL4.31)

gegeben wird; an der Zonengrenze, also in der Néhe von k& = 7, hat man dagegen

R2k?
Qm**

Ev(k) ~ Br + fir |k —7/a| < g (I1.4.32)

mit einer negativen effektive Masse:

11 d%E
m  R? dk?

<0. (I1.4.33)
k=m/a

Ahnliche Approximationen gelten auch fiir alle iibrigen Bénder; offenbar alterniert das
Vorzeichen der effektiven Masse mit dem Bandindex n. u

I1.4.1 Beispiel: Optische Gitter

Der Schwerpunkt eines Atoms der Masse m, das einer in xz-Richtung orientierten, mono-
chromatischen stehenden Lichtwelle ausgesetzt ist, deren Frequenz nur wenig von der eines
dipolerlaubten Ubergangs verstimmt ist, erfahrt ein Cosinus-Potential

Vi) = % cos(2k1z) | (T1.4.34)

das durch das Quadrat der lokalen elektrischen Feldstédrke gegeben wird; ky, ist die Wel-
lenzahl des Lichtes. Die Tiefe 1} dieses optischen Cosinus-Gitters ist proportional zur
Lichtintensitdt und umgekehrt proportional zur Verstimmung, kann also experimentell

kontrolliert werden. Die stationédre Schrodingergleichung fiir die Bewegung des Atoms in
Richtung der Welle,

—h—gd—2—i—E (2kpz) ) p(x) = Eo(x) (I1.4.35)
ot T g os(ZkLr) | o(z) = Eelz) 4.

erhilt durch Ubergang auf die dimensionslose Ortsvariable z = kpz die Form

i &2V,
(— 5 do2 + 5 cos(2z) — E) 0(z) =0. (I1.4.36)
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Die hier sichtbar werdende natiirliche Energieskala des Problems ist die Fin-Photonen-
Riickstof$energie
R2k?

Egp=—2%, (I1.4.37)

2m

also diejenige kinetische Energie, die ein vorher ruhendes Atom bei der Emission eines
Photons der Wellenzahl k;, aufnehmen wiirde. Fiir 8 Rb-Atome in einer Stehwelle, die mit
Laserlicht der Wellenlidnge A;, = 852 nm erzeugt wird, findet man Er = 1.31 - 107! eV;
typische optische Gitter haben eine Tiefe von etwa 10 Er. Man hat es dann also mit
periodischen Potentialen zu tun, deren Tiefen um nicht weniger als 10 Gréflenordnungen
geringer sind als die der iiblichen Potentiale der Festkorperphysik.!® Trotzdem greifen
natiirlich wieder die bekannten Konzepte: Auch fiir Atome in optischen Gittern gibt es
Energiebander, Bloch-Wellen und die zugehorigen Dispersionsrelationen.

Nach Division durch Egr erhilt die Eigenwertgleichung die Gestalt

d? E Vo
— = — —= 2 = 11.4.
(d22 + B 2En cos( z)) w(z) =0 (I1.4.38)
oder
¢"(z) + [a — 2q cos(22)]p(z) =0, (I1.4.39)
wobei
E Vo
= — = — 11.4.4
a o und ¢ 1B, ( 0)

gesetzt wurde. Diese Gleichung (I1.4.39) ist die Mathieusche Differentialgleichung, die fiir
eine Reihe physikalischer Anwendungen eine wichtige Rolle spielt und in der Literatur in-
tensiv studiert worden ist.!” Von besonderem Interesse sind die charakteristischen Werte
das Parameters a: Das sind diejenigen Werte von «, fiir welche die Gleichung (I1.4.39)
bei vorgegebenem ¢ periodische Losungen o(z) mit der Periode 7 oder 27 besitzt; solche
periodischen Mathieu-Funktionen sind entweder gerade oder ungerade. Fiir diese charak-
teristischen Werte hat sich eine spezifische Nomenklatur eingebiirgert:

Charakteristischer Wert | Paritiat | Periode
(0578 g ™
a2r41 g 27
bgr u ™
bor 41 u 27

16Damit ein Atom ein derart schwaches optisches Gitterpotential spiiren kann, darf es nur eine kinetische
Energie von der Groflenordnung der Gittertiefe (oder weniger) besitzen. Um also mit einem Ensemble
von Atomen in einer stehenden Lichtwelle Gittereffekte nachweisen zu konnen, muss das Ensemble eine
entsprechend geringe Temperatur besitzen: Das Temperaturiquivalent von 10710 eV ist 1.16-107% K; die
Atome miissen also ,ultrakalt“ sein.

"Detaillierte Informationen iiber die Losungen der Mathieuschen Differentialgleichung findet man in
dem von Milton E. Abramowitz und Irene A. Stegun herausgegebenen Handbook of Mathematical Func-
tions (Dover, New York, 1972).
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Dabei ist r eine nichtnegative ganze Zahl. Charakteristische Werte vom Typ ,,a“ gehoren
also zu geraden Funktionen, solche vom Typ ,,b“ zu ungeraden; Werte mit geradem
Index 2r liefern die w-periodischen und Werte mit ungeradem Index 2r + 1 die 27-
periodischen Mathieu-Funktionen.

10

a,(q) /b,(q)

q =V,/(4Ey)

Abbildung II.12: Charakteristische Werte a,, (durchgezogene Linien) und b,, (gestrichelt)
der Mathieuschen Differentialgleichung. Diese Werte liefern die unteren bzw. oberen Kan-
ten der Energiebénder eines Teilchens in einem optischen Gitter der Tiefe Vy = 4q Fg.

Aus der Sicht der Bloch-Theorie wird die Bedeutung dieser charakteristischen Werte
unmittelbar klar. Das optische Potential (I1.4.34) ist periodisch in x mit der ,Gitter-

konstanten® 7 /ky; die Eigenwertgleichung (I1.4.35) besitzt daher Losungen in Form von
Bloch-Wellen,

ke mit  ug(z) = ug(x + 7/ky) . (I1.4.41)

Beim Ubergang auf die Variable z = kpz werden die Bloch-Funktionen u; periodisch
in z mit der Periode 7, so dass die m-periodischen Mathieu-Funktionen mit den Bloch-
Wellen im Zentrum der Brillouin-Zone, also bei k/k, = 0 iibereinstimmen; die zugehorigen
charakteristischen Werte ag, und by, liefern somit geméaf Gl. (I1.4.40) die Energieeigen-
werte E(k/kp, = 0) in Vielfachen der RiickstoBenergie (II.4.37). Betrachtet man dage-
gen die Rénder der Brillouin-Zone, also die Bloch-Wellenzahlen k/k;, = +1, so wird
der Faktor e#* = elk/kL)2 7y 2 Da dieser Faktor 2m-periodisch in z ist, stimmen
die 2m-periodischen Mathieu-Funktionen iiberein mit den vollen Bloch-Wellen (I1.4.41)
an den Réndern der Brillouin-Zone; die charakteristischen Werte ag,.,1 und by, liefern
ihre Energien E(k/k;, = £1). Ein Blick auf Abbildung II.11 macht deutlich, dass die
Energieeigenwerte im Zentrum bzw. am Rande der Brillouin-Zone genau die Energien
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der ,Bandkanten® sind, wobei die untere Kante abwechselnd im Zentrum und am Ran-
de der Zone auftritt, wenn alle Bander nacheinander durchlaufen werden. Da in jedem
Fall die untere Bandkante zu einer geraden Funktion gehort, die obere dagegen zu einer
ungeraden, lassen sich diese Resultate wie folgt zusammenfassen:

Die Energiebinder fir ein Teilchen in einem Cosinus-Gitter (11.4.34) wer-
den genau durch die charakteristischen Werte der Mathieuschen Differential-
gleichung gegeben, wobei die Gittertiefe Vo nach Gl (I1.4.40) den Mathieu-
Parameter q bestimmt. Die Unterkanten der Bdnder entsprechen den charak-
teristischen Werten vom Typ ,a“ fir gerade Mathieu-Funktionen, die Ober-
kanten denen vom Typ ,b“ fiir ungerade.

100 ——

a,(a) /b,(q)

0 10 20 30 40 50
q = V,/(4Ey)

Abbildung II.13: Charakteristische Werte fiir ein grofleres Intervall des Parameters gq.
Deutlich sichtbar ist hier der Ubergangsbereich entlang der Geraden a = 2¢ baw. F =
Vo/2, in dem breite, energetisch oberhalb der Potentialberge liegende Bénder fast freier
Teilchen zu engen Béndern werden, die in den Potentialmulden stark gebundene Zusténde
beschreiben.

Die charakteristischen Werte konnen leicht numerisch berechnet werden. (Ubungsaufgabe!)
Abbildung I1.12 zeigt Resultate fiir das Intervall 0 < ¢ < 5, also fiir optische Gitter mit
Tiefen bis zu 20 ER; solche Gittertiefen sind fiir Experimente mit ultrakalten Atomen ty-
pisch. Das Verhalten der charakteristischen Werte wird besonders gut versténdlich, wenn
man sie wie in Abbildung II.13 auch fiir wesentlich gréflere Werte des Parameters ¢ dar-
stellt. Offenbar ist die Linie a = 2¢, entsprechend der Energie E = V{/2, besonders ausge-
zeichnet: Bénder, die fiir kleinere g noch relativ breit sind, verengen sich bei Vergroflerung
von ¢ im Bereich dieser Linie deutlich. Denn die Energie E = V;/2 kennzeichnet gerade die
Oberkante des Cosinus-Gitters (I1.4.34); Teilchen, die eine grofere Energie als V4/2 be-
sitzen, konnen sich iiber das ganze Gitter bewegen, ohne die Potentialberge durchtunneln
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zu miissen. Dagegen konnen Teilchen mit einer kleineren Energie als 14/2 nur mit Hilfe
des Tunneleffektes von einer Mulde in die andere gelangen; die Tatsache, dass dann die
Transmissionswahrscheinlichkeit geméfl der Naherung (I1.3.26) exponentiell klein wird,
fiihrt zu einer exponentiellen Verringerung der Bandbreite mit steigender Gittertiefe.!®
Die Gerade a = 2¢g markiert also in der Darstellung der charakteristischen Werte den
Ubergang von , fast freien“ zu ,stark gebundenen® Teilchen.

Abbildung IT.14: Dispersionsrelationen fiir die niedrigsten Bénder eines optischen Gitters
der Tiefe V; = 5 ER. Die Breite des untersten Bandes betrigt W; = 0.2642 Eg; die der
Liicke zum néichsthoheren Band 2.441 ER.

SchliefSlich zeigt Abbildung I1.14 die Dispersionsrelationen fiir die energetisch niedrigs-
ten Bénder eines Teilchens in einem optischen Gitter der Tiefe Vy = 5 Fg. In Uberein-
stimmung mit Abbildung I1.12 erkennt man, dass das stark gebundene Grundzustands-
band fiir ein Gitter dieser Tiefe durch eine Liicke mit einer Breite von ungefdhr 2.5 Er
vom néchsthcheren Band getrennt ist; die Breite der Liicke iibertrifft die des Grundzu-
standsbandes um fast das zehnfache. Die Zusténde in hoheren Béndern nédhern sich den
Zustanden freier Teilchen an; bereits die Liicke zwischen den Bandern n = 3 und n = 4
ist kaum noch sichtbar.

Einerseits konnen die Parameter optischer Gitter im Gegensatz zu den Parametern kon-
ventioneller Festkorper-Gitter experimentell gezielt eingestellt und variiert werden, ande-

18Fiir die Breite W; des Grundzustandsbandes des Cosinus-Gitters (I1.4.34) und sehr groie Gittertiefen
ergibt sich die asymptotische Ndherung

w16 (W ([
Ern  Vm\BEr) P Er |
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rerseits lassen sich Zusténde ultrakalter Atome in solchen Gittern mit hoher Genauigkeit
detektieren. Diese Tatsachen haben dazu gefiihrt, dass sich gegenwirtig ein neues For-
schungsgebiet an der Nahtstelle zwischen Quantenoptik und Festkorperphysik entwickelt;
paradigmatisch wichtige Modellsysteme der Physik der kondensierten Materie kénnen nun
mit quantenoptischer Prézision realisiert und untersucht werden.

I1.5 Streuzustinde und Resonanzen

Die bisher betrachteten Beispiele fithren entweder auf ein ,reines Punktspektrum® mit
nur quadratintegrablen Eigenfunktionen (das ,, Teilchen im Kasten®, der harmonische Os-
zillator, der symmetrische Doppeltopf) oder auf ein kontinuierliches Spektrum mit nur
uneigentlichen, nicht normierbaren Eigenfunktionen (die Potentialschwelle, periodische
Potentiale). Fiir Potentiale von der Art des in Abbildung I1.15 dargestellten Potential-
topfes, also fiir Potentiale, die (mindestens) eine Mulde besitzen und im Unendlichen
verschwinden, ist das anders; solche Potentiale konnen offenbar sowohl normierbare Ei-
genzustinde mit negativer Energie als auch uneigentliche Eigenzustidnde mit positiver
Energie besitzen. Da die normierbaren Zustdnde mit negativen Eigenwerten vom Po-
tential ,gebunden® werden, werden sie als Bindungszustinde oder gebundene Zustinde
bezeichnet; die uneigentlichen dagegen als Streuzustinde, da aus ihnen Wellenpakete auf-
gebaut werden konnen, die auf das Potential zulaufen und an ihm , gestreut* werden.'”

Abbildung IT1.15: Symmetrischer Potentialtopf der Tiefe V, > 0 und Breite 2a.

Um die Zusammenhénge zu beleuchten, die durch das Zusammenwirken dieser beiden
Moéglichkeiten bedingt werden, wird nun das Spektrum des abgebildeten symmetrischen

Potentialtopfs untersucht werden. Ausgangspunkt fiir die folgenden Uberlegungen ist also
das Modell

_‘/0 ) ‘I|<CL
Viz) = . I1.5.1
(x) {0 e (IL5.1)

YDer Begriff ,,Streuung® erhiilt seine eigentliche Bedeutung erst fiir mindestens zweidimensionale Po-
tentialtopfe, also in Situationen, in denen ein auf das Potential zulaufender Teilchenstrom durch die
Wechselwirkung in verschiedene Richtungen gestreut werden kann.
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11.5.1 Bindungs- und Streuzustinde

Die Berechnung der gebundenen Zusténde fiir dieses Potential folgt dem bereits mehrfach
erprobten Schema. Da V(z) symmetrisch ist, konnen Eigenfunktionen mit gerader bzw.
ungerader Paritiat konstruiert werden; ein entsprechender Ansatz lautet

eKZ’ (I)
pg(r) = § Acoskz (II) (I1.5.2)
e he (I11)

fiir Zustéande gerader Paritit (g) und

eIiCC (I)
pu(z) = ¢ Asinkz (1) (I1.5.3)
—e~vr (TI1)

fiir Zustdnde mit ungerader Paritit (u). Dabei ist

k= %\/Zm(E + V) und K= %\/Qm(—E) ; (IL.5.4)

da Bindungszustéinde betrachtet werden, ist hier —V;, < FE < 0. Die Stetigkeitsbedingun-
gen bei x = a liefern die Bestimmungsgleichungen

Acoska = e e
—kAsinka = —re "™ (g) (IL.5.5)
sowie
Asinka = —e ™
kAcoska = ke ™ (u) , (IL.5.6)

woraus durch Division die Amplitude A eliminiert wird:

(2)
(u) . (I1.5.7)

tanka =

—cotka =

ERl ==l I

Benutzt man nun den Zusammenhang

1 1 1 1
K = o5 2m(=E) = 55 2mVo — 55 2m(Vo + B) = =5 2mVp — &, (IL.5.8)

findet man

K Ka V2mVoa? /W2 — (ka)? \/2m%a2/ﬁ2 B

I1.5.
k ka ka (I1.5.9)

k (ka)?
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Daher ergeben sich die Energien der geraden und ungeraden Bindungszustdnde durch
Losung der transzendenten Gleichungen

2mVpa? [ h?
tanka = \/W—l (g) s

2mVpa? [ h?
—cotka = \/W —1 (u) . (I1.5.10)

tan(ka) — cot(ka

VAR A A——

Abbildung I1.16: Graphische Losung der Gleichungen (I1.5.10); jeder Schnittpunkt be-
stimmt die Energie eines Bindungszustandes. Zustdnde gerade und ungerader Paritét
wechseln sich ab; es gibt immer mindestens einen gebundenen Zustand.

Die Losungen dieser beiden Gleichungen lassen sich graphisch finden, wenn man beide
Seiten wie in Abbildung I1.16 als Funktion von ka auftrégt und die Schnittpunkte be-
stimmt. Die rechte Seite liefert eine monoton fallende Kurve, die nur fiir ka < %\/ 2mVpa?
definiert ist; fiir grélere Werte von ka existieren keine Schnittpunkte. Daher ergeben sich
die folgenden Feststellungen:

e Die Anzahl der Bindungszustéande des Potentialtopfes ist endlich und wird bestimmt
durch den dimensionslosen Parameter %\/2mV0a2, der daher als ,,Potentialstéirke®
interpretiert werden kann.

e Zustdnde gerader und ungerader Paritéit wechseln sich ab.

e Es gibt émmer (d.h. selbst fiir beliebig kleine Potentialstirken!) mindestens einen
Bindungszustand gerader Paritét.
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Fiir die Konstruktion der uneigentlichen Streuzustdnde mit positiver Energie ist die Sym-
metrie des Potentials nicht hilfreich, weil dhnlich wie bei der Diskussion der Potential-
schwelle diejenigen Situationen besonders aufschlussreich sind, in denen Teilchen von einer
Seite ,,eingeschossen® werden, wodurch die Symmetrie gebrochen wird. In genauer Analo-
gie zur Diskussion der Transmission durch die Potentialschwelle in Abschnitt I1.3 wahlt
man daher den Ansatz

Aeikzr +Be—ika: (I)
p(x) = Ce** + De**  (II) (I1.5.11)
Fekz 4 Ge~ikz (I11)
mit
1 ~

k:ﬁ 2mFE und k=

V2m(E + V) ; (I1.5.12)

die Stetigkeit von ¢ und von ¢’ bei x = —a und x = a liefert dann erneut vier Gleichungen
fiir die sechs Unbekannten. Die beiden noch freibleibenden Konstanten konnen benutzt
werden, um z.B. die Randbedingung eines , von links“ einfallenden Teilchenstroms mit
vorgegebener Stédrke zu implementieren. Da ,,Quantisierungsbedingungen® fehlen, exis-
tieren stetige und stetig differenzierbare uneigentliche Eigenfunktionen fiir alle k, und
damit auch fiir alle Energien E > 0; das Spektrum eines Teilchens unter dem Einfluss des
Topfpotentials (I1.5.1) hat also die in Abbildung II.17 skizzierte Gestalt.

St —

0

| E

i — =
diskrete Bindungszustiande Kontinuum

Abbildung II.17: Spektrum fiir ein Teilchen, das mit einem Potentialtopf wechselwirkt:
Die diskreten, negativen Eigenwerte gehoren zu Bindungszustédnden, der positive, konti-
nuierliche Teil des Spektrums zu Streuzusténden.

Man kann nun genau wie bei der vorherigen Behandlung der Potentialschwelle eine Trans-
missionsamplitude und eine Reflektionsamplitude definieren; ein quantenmechanisches
Teilchen kann im Unterschied zu einem klassischen an einer Potentialmulde auch reflek-
tiert werden. Offensichtlich erhélt man die hier benotigte Transmissionsamplitude, indem
man in der Gl. (I1.3.20) fiir die Transmissionsamplitude der Potentialschwelle einfach das
dortige Argument

K= %\/Qm(VO —E)

durch

1 i -
=/2m(=Vs — B) = }li om(Vo + E) = ik (IL5.13)
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ersetzt. Unter Benutzung von coshia = cos & und sinhia = isin o kann dann die Trans-
missionsamplitude S(F) fiir den Potentialtopf ohne weitere Rechnung angegeben werden:

672ika
S(E) = _ . (IL5.14)

cos 2ka — (£ + %) sin 2ka

2\k

Daraus erhalt man sofort die Transmissionswahrscheinlichkeit

1 1

IS(E)]* = — R — = R — . (I1.5.15)
cos? 2ka + (§ + %)2 sin®2ka 1+ 3(% — %)2 sin? 2ka
Wegen
~ 2 2
Eok\ \/VO+E_\/ E _V%+E ., E
k% N E Vo+E|  E Vo+ E
E)? —2F E) + E? 2
_ (h+E) o+ B)+ B W (IL5.16)
E(Vp+E) E(Vy + E)
hat man schlieSlich den kompakten Ausdruck
S(E)[? = ! (I1.5.17)
n sin?2ka o
47014+ &)

Die in Abbildung II.18 schematisch dargestellte Transmissionswahrscheinlichkeit nimmt

daher ihzen Maximalwert 1 an, wenn die Wellenzahl im Potentialbereich durch eine Glei-

chung 2ka = nm, also durch k = 2% mit einer ganzen Zahl n = 1,2,3, ... gegeben wird.

Die zugehorigen ,, Einschussenergien® FE,, ergeben sich dann aus

T2 2m
<%> n’ = 22 (Vo+ By (I1.5.18)
Al
n*n?
E,=———n?— I11.5.1
2m(2a)2n Yo (I11.5.19)

und stimmen damit genau mit den Eigenenergien eines Teilchens in einem unendlich
hohen Kastenpotential der Breite 2a iiberein, dessen ,Boden“ wie der des tatséichlich
vorhandenen, endlich tiefen Topfes durch das Potentialniveau —V, gegeben wird.

Diese Beobachtung ist bemerkenswert, weil sie andeutet, dass das Kontinuum der un-
eigentlichen Eigenwerte ein gewisse Struktur besitzt: Offenbar treten ,,neue“ Bindungs-
zusténde, die bei stetiger Vergroferung der Tiefe Vj des Potentialtopfes an der Grenze des
Kontinuums, bei £ = 0, als diskrete Eigenwerte auftauchen und dann tiefer ,;in den Topf
hineinrutschen®, bereits als Transmissionsmaxima in Erscheinung, wenn sie noch nicht
gebunden werden kénnen. Derartige ,, Vorlaufer von Bindungszusténden, die als Maxima
der Transmissionswahrscheinlichkeit sichtbar sind, werden als Resonanzen bezeichnet.



II.5 Streuzustinde und Resonanzen 90

1S(E)?

Eg

Abbildung II.18: Transmissionswahrscheinlichkeit |S(FE)|? fiir einen Potentialtopf (sche-
matisch). Sofern die Topftiefe nicht derart ist, dass an der Kontinuumskante ein neu-
er Bindungszustand auftaucht, verschwindet |S(E)|? fix E — 0. Die Energien Ex der
Transmissionsmaxima werden durch Gl. (I1.5.19) gegeben.

11.5.2 Analytische Eigenschaften der Transmissionsamplitude

Um den Charakter dieser Resonanzen genauer zu verstehen, ist es sehr aufschlussreich,
die Transmissionsamplitude S(F) nicht nur als Funktion reeller £, sondern sogar fiir alle
komplexen E zu betrachten. Da das Verhalten von Funktionen einer komplexer Variablen
wesentlich durch ihre Pole bestimmt wird, sucht man nun zunéchst die Pole der analyti-
schen Fortsetzung von S(F) in der komplexen E-Ebene: Nach Gl. (I1.5.14) liegt ein Pol
vor, wenn

- i (E Ok -
cos 2ka = (E + Z) sin 2ka . (TL5.20)
Mit cot 2a = ‘gt;iot‘;l = (cot @ — tan @) erhélt man daraus
~ ~ ik k
cot ka — tanka = = — — . (I1.5.21)
Lo ik
Das verlangt?®
~ ik ~ i
cotka = = oder tanka = —=< . (I1.5.22)
k k
Schreibt man nun E = |E| e sowie VE = |E|2 ¢'% und betrachtet die negative reelle

E-Achse, setzt also ¢ = 7, hat man
1 1 P ]
k=vom|Bi e = %mm\E\ : (IL5.23)

so dass die Bedingung (I1.5.22) fiir die Bestimmung einer Polstelle die Form

v/ 2m|E ~ v 2m|E
w oder cot ka = —ﬂ (I1.5.24)
hk hk
1

20Beachte: Eine Gleichung = — % =y — i besitzt die beiden Losungen x = y und = = -

tan %a =
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erhilt. Das sind genau die beiden Gleichungen (I1.5.7) fiir die Eigenwerte der geraden und
ungeraden Bindungszusténde des Potentialtopfes, so dass eine erste wichtige Feststellung
formuliert werden kann:

Die Transmissionsamplitude S(E) fir einen Potentialtopf, analytisch fort-
gesetzt in die komplexe E-FEbene, besitzt Polstellen auf der negativen reellen
E-Achse bei den Energien der Bindungszustdinde.

Es stellt sich dann die Frage, ob auch die Resonanzen als , Vorldufer von Bindungs-

zustdnden” in dhnlicher Weise in der analytisch fortgesetzten Transmissionsamplitude

in Erscheinung treten. Dazu wird der Ausdruck fiir S(F) in der Nihe einer solchen Reso-

nanz, d.h. fiir 2ka ~ nr, vereinfacht. Zunéichst hat man nach Gl (IL.5.14) die Identitét
1 1

S(E) e** = — . (I1.5.25)
cos 2ka 1 — —(% + %) tan 2ka

Bei einer Resonanzenergie I/ = Epg, die durch eine Gleichung 2ka = nr mit ganzzahli-
gem n festgelegt wird, gilt nun

cos 2ka = (—1)" und  tan2ka =0 : (I1.5.26)

Entwicklung um E = EpR liefert daher in erster Ordnung

_ - = 2
5 (k—i—k)tan ka

1(k &\ dtan2ka
~ | -4+ = | — E—-F
[0+2<k+k> 1E ( R)
1 Vo—l-ER d 2@\/7
= - R — E E—-F
2(\/ Er V0+ER> dE h Yot )ER( 7)
1 VE)—FER a
= - — E—-F
2(\/ Eg VoJrER)h«/—VOJrER)( 2
_ 1\/2ma E ER
2 h VE VO
1 V2ma V+2E
2 h  Er(Vo+ ER)
2
= (E - Ep) (IL.5.27)

Die hier definierte Grofle I' hat die Dimension einer Energie. Fiir sehr tiefe Topfe (d.h.
fiir Vo > ER) gilt ndherungsweise
1 a

2
~ _ v (I1.5.28)

a
T " h [amp hog’
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wobei vp = \/QETR die Einschussgeschwindigkeit von Teilchen mit der Energie £ = Eg

bezeichnet. Benutzt man nun diese Entwicklung (I1.5.27) in dem Ausdruck (II.5.25) fiir
die Transmissionsamplitude, ergibt sich die einfache Form

. 1 il
S(E) e?* ~ (—1)" =(-1)"—2 11.5.29

Daher wird S(F) in der Umgebung einer Resonanz tatséchlich durch einen Pol dominiert,
der allerdings nicht auf der reellen Achse liegt, sondern bei £ = Er — ig, also durch einen
negativen Imaginérteil charakterisiert wird. Nun ist die vorher angegebene Transmissions-
amplitude (I1.5.14) eine Funktion von k = %\/ 2mkE; bei ihrer analytischen Fortsetzung
stofit man somit auf die komplexe Wurzelfunktion. Folglich besteht die E-Ebene aus zwei
Riemannschen Bléttern; die Pole der Transmissionsamplitude, die Resonanzen beschrei-
ben, gehdren zur analytischen Fortsetzung von S(E) in das zweite Riemannsche Blatt.?!
Kurz zusammengefasst:

Fine Transmissionsresonanz, die bei einer reellen Energie Er auftritt, wird
durch einen Pol der analytisch fortgesetzten Transmissionsamplitude S(E) be-
schrieben. Die Polstelle besitzt die Form

r
E=FEr— 15 (I1.5.30)
und liegt im daher zweiten Riemannschen Blatt, wdhrend ein Bindungszustand
einem Pol im ersten Riemannschen Blatt entspricht.

Die vorherige Abbildung I1.17 kann daher durch die erweiterte Abbildung IT1.19 ersetzt
werden.

Die Transmissionswahrscheinlichkeit fiir fast resonante Einschussenergien wird nun durch
eine Lorentz-Funktion beschrieben, die in diesem Zusammenhang Breit- Wigner- Funktion
genannt wird:

F2

[S(E)|" = RN (IL.5.31)

Die charakteristische Grofle I' beschreibt die ,,volle Breite bei halber Maximalhthe“ dieser
Kurve (,,full width half mazximum®, FWHM); sie wird daher auch als Resonanzbreite
bezeichnet.

21Zur Erinnerung: Unter der Abbildung E = |E|e¥ — VE = |E|'/?¢%/2 wird die E-Ebene auf die
obere Hiilfte der v/ E-Ebene abgebildet. Die untere Hilfte entspricht dem Intervall 27 < @ < 4m, so dass
die v/E-Ebene das Bild der doppelt iiberdeckten E-Ebene ist. Die E-Ebene besteht somit aus zwei Rie-
mannschen Bléttern, die den Punkt £ = 0 und den unendlich fernen Punkt ' = co gemeinsam haben.
Daher ist die Wurzelfunktion zweideutig; will man Eindeutigkeit erzwingen, benétigt man dazu einen
Verzweigungsschnitt, der diese beiden Verzweigungspunkte miteinander verbindet. Die Linienfiithrung
eines solchen Schnittes ist willkiirlich. Die Festlegung v E = |E |1/ 2 ¢i¢/2 entspricht einem Verzweigungs-
schnitt lings der positiven reellen E-Achse, so dass v'E beim Uberschreiten dieser Achse unstetig ist:
VE = |E|'/? fir E = |E|, aber VE = —|E|'/? fiir E = |E|e*™.
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Im(E)

®

Verzweigungschitt

e(E)
Pole der X
Bindungszustande

X

X
Resonanzpole

Abbildung II.19: Polstruktur der analytisch fortgesetzten Transmissionsamplitude fiir
einen Potentialtopf: Die E-Ebene besitzt einen Verzweigungsschnitt ldngs der positiven
reellen Achse. Die Pole auf der negativen reellen Achse im 1. Riemannschen Blatt be-
schreiben Bindungszusténde; die Pole mit positivem Real- und negativem Imaginérteil
liegen im 2. Riemannschen Blatt und beschreiben Resonanzen.

11.5.3 Dynamik des Streuprozesses
Zerlegt man das Produkt S(F) e**® nach Betrag und Phase, schreibt also

S(E) = |S(B)|CtF=2ha) (IL5.32)

so erhélt man aus Gl. (I1.5.25) sofort

tand(E) = Ig;gggg; 22;;2 = % (Z + %) tan(2ka) . (I1.5.33)

GeméB der Entwicklung (I1.5.27) gilt daher fiir Energien, die sich nur wenig von einer
Resonanzenergie Ep unterscheiden, die Naherung

tan §(E) ~ % (E — Ex) (I1.5.34)
oder
5(E) ~ arctan (% (E— ER)) . (I1.5.35)

Wenn also eine Welle genau mit der Energie ¥ = Ei auf den Potentialtopf einléduft,
besteht zwischen der einlaufenden und der transmittierten Welle kein Phasenunterschied.
Es soll nun ein lokalisiertes Wellenpaket behandelt werden, das ,,von links“ auf den Po-
tentialtopf zulduft, also nur aus Komponenten mit Wellenzahlen k£ > 0 besteht und daher
vor seiner Wechselwirkung mit dem Potential durch eine Superposition rechtslaufender
Wellen beschrieben wird:

1 [ .
Uin(z, 1) = Nz / dk @y (k) RO (I1.5.36)
m™Jo
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dabei ist E(k) = h*k?/2m die Dispersionsrelation des freien Teilchens. Die reelle Ampli-
tudenverteilung oo (k) soll scharf um eine Wellenzahl ky > 0 herum zentriert sein, wobei
E(ky) ~ Er vorausgesetzt wird. Das Zentrum des Wellenpaketes befindet sich dann an
dem Ort x(t), an dem die Phase des Integranden stationdr wird, an dem also die Gleichung

% (kx _ @)k —0 (IL5.37)

erfiillt wird; diese Bedingung liefert die erwartete Bewegung des Zentrums mit der Grup-
pengeschwindigkeit vy, = hky/m:

x(t) = %t.

m
Die Transmission des Paketes durch den Potentialbereich —a < x < ¢ wird nun dadurch
beschrieben, dass jede Impulskomponente mit der zugehorigen Transmissionsamplitude
S(E) = |S(E)|e0F)=2ka) muyltipliziert wird. Der transmittierte Teil des Paketes erhlt
daher die Form

(I1.5.38)

1 *° :
%(:c,t):F/ i o) ot (k= BOUI-20t0) 1) fin 2> a; (I15.39)
™Jo

der Ort seines Zentrums ergibt sich wie vorher aus der Stationaritédt der Phase des Inte-
granden: Die Forderung

d hk?
fiithrt sofort auf
hko dE dé(F)
) = —t+2a—— ——
) = S g T,
2 2/T
S L PP S L 2 / - (IL5.41)

m m 1+ [2(E(ko) — Eg)]

wobei die Naherung (I1.5.35) verwendet wurde. Die drei Terme auf der rechten Seite dieser
Gleichung besitzen eine einleuchtende Interpretation:

e Der erste Term beschreibt die freie Bewegung (I1.5.38), die sich nach Durchlaufen
des Potentialbereiches auch fiir x > a fortsetzt.

e Der zweite Term entspricht einem ,instantanen Vorschub® des Paketes als Folge
eines ,unendlich schnellen® Durchgangs durch den Potentialbereich der Breite 2a,
wie er ndherungsweise fiir einen sehr tiefen Topf auftritt.

e Der dritte Term ist von der Form —w,,74, wobei vy, = hko/m wieder die ,freie®
Geschwindigkeit bezeichnet und die Zeitdauer

= %ﬁ (1 + {%(E(ko) _ ER)] 2) )

die ,,Verweilzeit“ des Paketes im Potentialbereich angibt.
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Eine Resonanz kann also ein auf den Potentialtopf einfallendes Wellenpaket fiir eine Zeit-
2h

dauer der GréBenordnung 74 einfangen und festhalten. Fiir E(ky) = Ex hat man 79 = $;
fiir einen , kleinen“ Wert von I' (d.h. fiir eine ,scharfe“ Resonanz, deren Pol nahe an der
reellen Achse liegt) kann 74 beliebig grofl werden. Dieser Befund unterstreicht erneut, dass
eine Resonanz den Charakter eines ,, Fast-Bindungszustandes® besitzt.

Diese Sichtweise wird weiter untermauert durch Berechnung der Wahrscheinlichkeit P, (%)
dafiir, ein resonant einfallendes Teilchen ,,rechts“ vom Potentialbereich anzutreffen. Dazu
wird nun vorausgesetzt, dass die Resonanzbreite I' deutlich kleiner ist als die , Energie-
unschérfe” des Paketes, so dass die im Resonanzbreich kaum variierende Amplituden-
verteilung pg(k) durch die Konstante ypo(kg) ersetzt werden und die Néherung (I1.5.29)

dennoch unter dem Integral verwendet werden darf:

. 1 o i(k;r— k2 t—Qka) F/Q
(1) = +igo (k) —— [ dk e (Fo3m S
thala,) = igalk) o= [ E i

fir x> a. (I1.5.42)

Um die Integration mit Hilfe des Residuensatzes ausfiithren zu konnen, muss die Integra-
tionsvariable k durch E ersetzt werden. Man hat

dk
kaR+d—E

(E — Eg) = kp + —2

(E — ER)
. Rk

und daher auch

N m
- h2kp

dk dF ;

damit wird das Argument der Exponentialfunktion im Integranden zu

2
i (kx— @t—Qka)
2m

, m
A (kR+ Pk (E— ER) (x — 2a)

i

i
+(E — Ep)t — 7 Egt

— (kR(x — 2a) — %) + % (%(x — 2a) — t) (E — Ep) . (IL5.43)

Im Rahmen dieser Ndherung findet man also fiir z > a den Ausdruck

r i
V() ~ +igo(kn) e ot (Mhn =20-Frt)

vV 21 2h2 kR

too o (%(a;—za)—t) (E—ER)
x / dE . (I1.5.44)
—c0 E— ER + 15

Der Integrationsweg muss im Unendlichen der oberen komplexen E-Ebene geschlossen
werden, wenn xr — 2a — hkﬁt > 0; dann verschwindet das Integral, da der Integrand in
der oberen Halbebene keinen Pol besitzt. Wenn allerdings x — 2a — % t < 0, muss die
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SchlieBung im Unendlichen der unteren Ebene erfolgen, so dass dann der Resonanzpol
umfahren wird. Der Residuensatz liefert daher sofort

Ui (x,t) = 0 fir = > 2a+ hkr t (I1.5.45)
m

und

adit) % /5 ) g (e o~ (i =)
R

hk
fir o <2 <20+ —t. (I1.5.46)
m

In Anbetracht der fritheren Gl. (I1.5.41) ist diese Fallunterscheidung plausibel: Noch wei-
ter als bis zu dem Ort, der sich durch Fortsetzung der freien Bewegung in Kombination
mit einem instantanen Vorschub im Potentialbereich ergibt, kann die Welle innerhalb der
Zeit t nicht gelangen. Man beachte aber, dass der Betrag der transmittierten Wellenfunk-
tion fiir a < x < 2a + R t exponentiell anwdichst, das resonante Wellenpaket auf seiner
Wanderung durch den Potentlalberelch also stark verzerrt wird.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit dafiir, das Teilchen rechts vom Potentialtopf anzutreffen,
ist daher nach dem FEintreffen des Paketes im Potentialbereich gegeben durch

Ptr(t) = / detr(%tW

g'“OO(fi;)li(;m)Q / QQWTthx o (1= (e=2) (IL5.47)
Das Integral ist elementar; es ergibt
m u m
_ h;:jf (1 - eg(w,;;;)) . (I1.5.48)

Nun ist 7-(—a) = 72 =t_, der Zeitpunkt, an dem das Zentrum des Wellenpakets auf
den hnken "Potentialrand trifft. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit rechts von der Mulde
erhélt damit schlieflich die Form
m ‘SDO(kR)P I'm “L(t—t_q ..
Ptr(t) = §h2—kR (1 — € ﬁ( )> fir ¢ > t,a . (11549)
Das zuvor resonant eingefangene Wellenpaket entspricht daher einem metastabilen Zu-
stand, der mit der Rate I'/h ,zerféllt“. In Erweiterung der im Anschluss an Gl. (I1.5.41)

angestellten Uberlegungen zur Verweilzeit kann folglich nun die inverse Zerfallsrate, also

h
= — IL.5.
T=T (I1.5.50)

als Lebensdauer des Resonanzzustandes aufgefasst werden.
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Resonanzzusténde spielen eine grofle Rolle in der Kern- und Teilchenphysik. Informationen
iiber die zwischen den Bausteinen der Materie wirkenden Kréfte kann man erhalten, indem
man Teilchen beschleunigt, aufeinander schiefft und die Reaktionsprodukte analysiert. Ein
grofle Rolle spielt dabei der einem jeden Prozess zuzuordnende Wirkungsquerschnitt o,
also diejenige Flidche, die das Target in einem Streuexperiment, in dem dieser Prozess
auftritt, dem Projektil effektiv entgegenstellt.?? Zum Beispiel ist in dem Verlauf des Wir-
kungsquerschnitts o(F) fiir den bei der Elektron-Positron-Streuung auftretenden Prozess
ete” — 7wt~ bei einer Energie von 765 MeV eine Resonanz zu erkennen, die auf die
Existenz eines metastabilen Zwischenzustandes hindeutet, ndmlich des p-Mesons. Ein Fit
von o(F) an eine Breit-Wigner-Funktion ergibt die Breite I', = 150 MeV, entsprechend
einer Lebensdauer von

~ 6.582- 10722 MeVs

~ 1024
T = 50 MoV ~439-107*s.

Das ist eine typische Zeitskala fiir die starke Wechselwirkung. Ein anderes, besonders
prominentes Beispiel liefert das J/¢-Meson, das man bei einer Energie von 3.1 GeV im
Wirkungsquerschnitt fiir den Prozess eTe™ — Hadronen findet. Sein Resonanzzustand
besitzt eine auffallend geringe Breite von I';,, = 0.063 MeV, also eine vergleichsweise
iiberaus lange Lebensdauer von 7 = 1.05-107%°s. Dieses Teilchen wurde von zwei Gruppen
fast gleichzeitig im Jahre 1974 entdeckt; zu diesem Zeitpunkt waren nur 3 Quarks bekannt
(u, d, s). Die lange Lebensdauer des J /v war nur durch die Existenz eines weiteren Quarks,
des ,,Charm-Quarks® (c) zu erkliren.?

22Als Einheit des Wirkungsquerschnitts dient das barn (englisch fiir Scheune); es gilt 1 b = 100 fm?
= 10728 m?. Bei der Streuung thermischer Neutronen an Urankernen treten Wirkungsquerschnitte mit
der Groflenordnung von einigen barn auf; diese Wirkungsquerschnitte sind damit deutlich gréfler als die
geometrischen Querschnitte der Kerne.

23Eine Ubersicht iiber die Physik der Elementarteilchen findet man in dem Lehrbuch Elementarteilchen
und ihre Wechselwirkungen von Klaus Bethge und Ulrich E. Schréder (Wiley-VCH, Weinheim, 2006).
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II1 Bahndrehimpuls und zentralsymmetrische Eigen-
wertprobleme

I1I.1 Eigenschaften des Drehimpulsoperators

Der Operator L des Bahndrehimpulses kann in genauer Analogie zur klassischen Mechanik
eingefiihrt werden: Ist 7 der Orts- und p’ der Impulsoperator eines Teilchens, so ist

L=7xp. (I11.1.1)

Bei der Bildung von L kommutieren stets die Komponenten des Ortsoperators mit denjeni-
gen Komponenten des Impulsoperators, mit denen sie multipliziert werden. Zum Beispiel
hat man

Ly = yp. — 2py (I11.1.2)

und daher auch

L;JL = (ypz>T - (Zpy)Jr
= ply" —pfef
= DY — Pyc
= YP: — ZDy
— I, (ITL.1.3)

so dass die Hermitezitit von L gesichert ist. Aus der Definition von L erhilt man nun
sofort Vertauschungsrelationen fiir die Komponenten von L und 7:

[Lx,l’] = [ypz_zpy>37] = 0
[Loyyl = [yp. —2py,yl = —2[py,yl = ihz
[Lo,2) = lyp. —2py. 2] =  ylp.. 2] = —ihy;

ebenso verfidhrt man mit L, und L.. Die so gefundenen Relationen lassen sich mit Hilfe
des total antisymmetrischen Tensors i, einfach und prignant zusammenfassen:'

[Lj, ’f‘k] = ih&jkﬂ‘g . (11114)
Ebenso ergeben sich die analog strukturierten Relationen (Ubungsaufgabe!)
[Lj, Lk] = ihéjkg[/g . (11115)

Ist nun 7 ein beliebiger (normierter) Richtungsvektor, so erhdlt man durch Multiplikation
von Gl. (ITI.1.4) mit n; und anschlieBende Summation iiber j die Beziehung

[7i- L,ri] = ihepgren; = ih(Fx ), (I11.1.6)

'Hier wird stets die Einsteinsche Summenkonvention verwendet, d.h. iiber doppelt vorkommende
Indizes wird summiert.
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oder

7l X 7 = %[ﬁ-ﬁ,f], (IIL.1.7)
so dass das Kreuzprodukt 77 x 7 auf einen Kommutator von 7 mit dem in die Richtung
von 77 projizierten Drehimpulsoperator zuriickgefiihrt wird.
Diese Beziehung wird im folgenden ausgenutzt werden, um zunéchst kleine und dann
beliebige Drehungen mit Hilfe des Drehimpulsoperators auszudriicken. Sei dazu & ein
Vektor mit einem infinitesimal kleinen Betrag o = |@|. Wie Abbildung ITI.1 verdeutlicht,
ist dann
= FrdxT = F+%[&-E,F] (IIL.1.8)

—/

der Vektor, den man durch rechtshindige Drehung von 7 um die in @-Richtung zeigende
Achse mit dem Winkel « erhélt. Aufgrund der Eigenschaften des Kreuzproduktes gilt
namlich, da fiir infinitesimales a die Lénge des bei der Drehung {iberstrichenen Kreis-
bogenteiles mit |&@ x 7| identifiziert werden darf, die Gleichung

Bogenlange
Radius

||| sin ¥
|7] sin 0

Drehwinkel =

= « s

wobei ¢ den von @ und 7 eingeschlossenen Winkel bezeichnet.

Abbildung ITI.1: Der Vektor a x 7 beschreibt den ,, Vorschub“ von # bei einer Drehung
um die durch @ gegebene Achse mit dem infinitesimal kleinen Winkel o = |&].

Die Gleichung (ITI.1.8) fiir den infinitesimal gedrehten Ortsoperator 7 stimmt in erster
Ordnung von a = |@| {iberein mit der Operatorgleichung

—/

7 = end L nal (IT1.1.9)

St
St
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Schreibt man némlich @ = an, und differenziert nach dem Parameter «, erhidlt man
daraus

dr”’ DV - i = 7
di — eraiia-l [%ﬁa - L,f} e~ naital (ITL.1.10)
«
also auch
dr”’ i -
s, L, ﬂ , IIL.1.11
da|,_, h [n " ( )

in Ubereinstimmung mit dem Resultat der Differentiation von Gl. (ITI1.1.8). Da zudem die
Anfangswerte fiir a = 0 iibereinstimmen, folgt die Behauptung. Die Gleichung (I1I.1.9)
gilt jedoch auch fiir beliebige, endlich grofie Drehwinkel. Zum Beweis dieser Aussage ist
es bequem, die z-Achse in Richtung der Drehachse zu legen, so dass a - L = aL,. Die
bekannte Identitét (Ubungsaufgabe!)

)\n
MBeM=B+) = [A B, (IT1.1.12)

mit [A, B ;) = [A, B] und den rekursiv definierten , Schachtelkommutatoren® [A, B] ) =
[A, [A, B] (nfl)} liefert dann zunéchst

ia z 7L01 z — = O{n i ! v

Z Y
[Lzaf](l) = L., |y =ih| -z,
z 0
—ihx x
[L.,7) = ib| by | = B |y, (TIL.1.14)
0 0

woraus die hoheren Schachtelkommutatoren sofort abgelesen werden konnen:

Y
[Lzaf](Qm-l—l) - ithJrl —Z )
0
x
Loy 7)igmy = B ] - (II1.1.15)
0

Setzt man diese Ausdriicke in die rechte Seite von Gl. (ITI.1.13) ein, zerféllt diese Reihe
in eine ,gerade“ und eine ,,ungerade* Teilreihe, wobei die Taylorentwicklungen der Sinus-
und der Cosinusfunktion auftreten. Man erhélt auf diese Weise
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0 00 x
e%aLz Fef%aLz _ 0] + Z ﬂ(_l)m y
(2m)!
z m=0 0
o 2m+1
«
+ Z (_ )m+1 —x
|
— (2m+1) 0
0 x Y
= O] +cosa|ly ]| —sina | —x
z 0 0
cosae —sina 0 T
= |sina cosa O |y] . (IT1.1.16)
0 0 1 z

Die letzte Zeile entspricht genau der bekannten Matrixdarstellung der Drehung des Vek-
tors ¥ mit dem beliebigen Winkel o um die z-Achse.

Um die wichtige Transformationsgleichung (II1.1.9) fiir die Drehung des Ortsoperators
weiter zu erldutern, soll auch die analoge Gleichung fiir eine Translation angegeben werden.
Geméfl den in Abschnitt IT.4 behandelten Gleichungen (I1.4.5) und (I1.4.6) wird die
Translation einer Wellenfunktion t(x) um eine Strecke a lings der z-Achse beschrieben
durch den Operator T'(a) = ex, denn

T(a)p(z) = ef?y(x)
= otiy(a)

L at d™
N ZF dan

n=0

x

= Ylz+a). (IT1.1.17)

Um nun auch den Ortsoperator z (d.h. das Koordinatensystem) so zu transformieren,
dass die transformierte Wellenfunktion im neuen Koordinatensystem genauso liegt wie
die nicht transformierte im alten, benutzt man die Beziehung

T(a)z(z) = (T(a)xT(a)"") T(a)p(z)
= ' Y(x+a) . (ITI.1.18)

Tatsichlich ldsst sich mit Hilfe der Identitéit (ITI.1.12) leicht zeigen, dass (Ubungsaufgabe!)

v = T(a)zT(a)™"
= e%apxe—%ap

= z+4a, (IT1.1.19)

wie erwartet. Diese Resultate lassen sich sofort auf den dreidimensionalen Fall {ibertragen:
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Eine Translation um einen Vektor @ wird beschrieben durch den Translationsoperator

i

T(@) = en? (IT1.1.20)

P

es gilt die Beziehung
T(@) ¢ (r) = (' +a) . (II1.1.21)

Die entsprechende Translation des Koordinatensystems, die dazu fiihrt, dass (74 @) im
neuen System ebenso liegt wie ¢(7) im alten, wird realisiert durch

T(@)7rT(@) ' =7+a. (IT1.1.22)

—

Der Translationsoperator ist unitdr, d.h. T'(a)~! = T(a)'.

In genau der gleichen Weise werden nun Drehungen einer Wellenfunktion mit dem Win-
kel o um eine in 77,-Richtung zeigende Achse beschrieben durch den unitéren Rotations-
operator

D(@) = e mit d@= aii, ; (IT1.1.23)
die zugehorige Drehung (IT1.1.9) des Koordinatensystems erhilt damit die Form

7' = D(@)7D(@)"". (IT1.1.24)
Die Tatsache, dass

D(a)y(r) = () (IIL.1.25)

die ,,gedrehte Wellenfunktion“ liefert, ist fiir kleine Drehwinkel o unmittelbar einsichtig:
Dann gilt ndmlich

T ()

X
N
—_

+
ST
QL

wul}
~_
=

= (), (IT1.1.26)

wobei Gl. (II1.1.8) benutzt wurde. Nachdem also bereits in Abschnitt I1.4 der Impuls-
operator als Generator von Translationen aufgetreten ist, kann nun der Drehimpuls-
operator als Generator der Rotationen identifiziert werden.?

2Man beachte: Ein Generator tritt wie in Gl. (II1.1.8) bei infinitesimalen Transformationen auf; seine
Exponentialreihe beschreibt dann Transformationen mit beliebig grolen Parametern.
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Die in Gl (III.1.25) angegebenen Operatoren D(&) bilden eine Darstellung der Dreh-
gruppe SO(3), d.h. der speziellen orthogonalen Gruppe in drei Raumdimensionen: Die
Hintereinanderausfithrung zweier Drehungen mit den Drehvektoren & und ﬁ (in dieser
Reihenfolge) wird dargestellt durch das Operatorprodukt D(3)D(&). Ebenso bilden die
Translationsoperatoren (II1.1.20) eine Darstellung der Translationsgruppe. Man beachte,
dass diese Operatoren zunéchst nichts mit der Quantenmechanik zu tun haben, son-
dern allein durch die Symmetriegruppe bestimmt werden, die sie beschreiben: Die fiir die
Quantenmechanik charakteristische Plancksche Konstante £ fillt ja sowohl aus D(&) als
auch aus 7'(@) heraus. Gleiches gilt auch fiir die Vertauschungsrelationen (IIT.1.5) der
Komponenten des Drehimpulsoperators: Auch diese Relationen sind , A-frei und somit
im eigentlichen Sinne nicht quantenmechanischer Natur, sondern charakteristisch fiir die
Drehgruppe SO(3); sie werden daher als Strukturrelationen dieser Drehgruppe bezeichnet.
Die hier angedeuteten Konzepte werden in der Mathematik im Rahmen der Theorie der
Lie-Gruppen weiter entwickelt. Solche Lie-Gruppen, mir denen kontinuierliche Symmetri-
en beschrieben werden, spielen insbesondere in der Teilchenphysik eine wichtige Rolle.

I1I.2 Algebraische Konstruktion der Drehimpuls-Eigenwerte

Wihrend der Impulsoperator 7 ein kontinuierliches Spektrum? zulésst, fithren die Kom-
ponenten des Drehimpulsoperators auf diskrete Eigenwerte. Diese auf den ersten Blick
vielleicht iiberraschende Tatsache kann als Folge der Randbedingungen verstanden wer-
den: Betrachtet man z.B. eine Drehung des Koordinatensystems mit dem Winkel ¢ = 27
um eine vorgegebene Achse, so entspricht diese Drehung der “Eins-Operation”, so dass
sich auch die Wellenfunktionen unter dieser Operation nicht &ndern sollten. Folglich wird
man periodische Randbedingungen in ¢ stellen; diese Randbedingungen kénnen nur mit
einer diskreten Menge von Eigenwerten erfiillt werden.

Um nun die Eigenwerte des Drehimpulsoperators zu konstruieren, sollen hier nur die Her-
mitezitit von L und die charakteristischen Drehimpulsvertauschungsrelationen (IIL1.5),
also

[L;, Ly = ihe L (II1.2.1)

verwendet werden, nicht jedoch die erst im folgenden Abschnitt zu behandelnde, expli-
zite Darstellung von L durch einen im Ortsraum wirkenden Differentialoperator. Dieser
algebraische Zugang entspricht der in Abschnitt I1.1.2 vorgestellten Konstruktion des
Spektrums des harmonischen Oszillators mit Hilfe von Erzeugungs- und Vernichtungsope-
ratoren. Eine derart abstrakte Vorgehensweise bietet einen grofien Vorteil: Die auf diese
Weise erzielten Resultate gelten namlich fiir jeden hermiteschen Vektoroperator, dessen
Komponenten die Vertauschungsrelationen (II1.2.1) erfiillen, ohne dass dieser Operator,
wie es der Bahndrehimpulsoperator L tut, Drehungen im Anschauungsraum generieren
muss. Man kann sogar noch weitergehen und die Definition eines Drehimpulsoperators an
den Vertauschungsrelationen festmachen:

3mit uneigentlichen Eigenfunktionen, nimlich den eben Wellen
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Ein Drehimpulsoperator ist ein Satz von drei Operatoren L, L, und L., der
den Vertauschungsrelationen (II1.2.1) gehorcht.

Ausgangspunkt der folgenden Argumentationskette ist die Beobachtung, dass jede Kom-
ponente L; eines Drehimpulsoperators mit dem Operator

[F=L2+ L+ L2 (I11.2.2)
des Quadrates des Drehimpulses kommutiert (Ubungsaufgabe!):
L L]=0 , j=1,2,3. (I11.2.3)

Die Eigenfunktionen von L? kénnen daher so gewahlt werden, dass sie gleichzeitig auch
Eigenfunktionen zu einer Komponente von L sind; man wihlt hier {iblicherweise? die Kom-
ponente L,. Da die verschiedenen Drehimpulskomponenten untereinander nicht kommu-
tieren, ist es nicht moglich, gemeinsame Eigenfunktionen zu mehr als einer Komponente
anzugeben: Wire etwa 1, . gemeinsame Eigenfunktion von L, und L, mit den Eigen-
werten £, bzw. (., dann gélte

ihLy e, = Loy Ly|te,e, = (Cly — 0ol )00, =0 . (I11.2.4)

Da aber der lineare Operator L, nicht der Nulloperator ist, ist das ein Widerspruch.

Die gemeinsamen Eigenfunktionen von L2 und L, sollen nun vorldufig als 1 , bezeichnet
werden:

LAy, = WAy,
Ly, = huy,, (IT1.2.5)

wobei die explizite Abfaktorisierung von A% bzw. h gewihrleistet, dass die noch zu be-
stimmenden moglichen Werte von A und g dimensionslos sind.® Man hat nun sofort

A = <¢>\ u‘EQWA u)
3

= Z(@DA u‘L?WA u)

j=1
3

= Y Ll wl* = 0, (IIL.2.6)
j=1

und damit auch A > 0: Das Quadrat des Drehimpulsoperators besitzt nur nichtnegative
Eigenwerte.
Definiert man weiterhin die beiden Operatoren

Ly =L, +iL, (II1.2.7)

4Diese Wahl ist natiirlich nicht zwingend: Genauso kénnte man z.B. gemeinsame Eigenfunktionen von
L? und L, konstruieren.
5Man beachte, dass ,,Drehimpuls® und ,, Wirkung® identische Dimensionen tragen!
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so findet man die Vertauschungsrelationen
Ly, L_] = [L,+iL,, L, —iL,]
= —i[ng, Ly] + i[Lyv L:v]
= 2hL, (IT1.2.8)
und
L.,Ly] = [L, L, £iL,]
= ihL, +i(—ihL,)
= =*hL, +ihL,
= =+h(L, £iL,)
= +hl, . (IT1.2.9)
Auflerdem gilt
Lt =1, (I11.2.10)
sowie
L L. = (L,+iL,)(L, —1iL,)
= L2 —i(L,L,— L,L,)+ LZ
— [*—L*+hL. (I11.2.11)
und entsprechend
L L,=1L*-I1?—hL.. (I11.2.12)
Also hat man einerseits
(WanlLe L |a,) = ||, )? 2 0, (I11.2.13)
andererseits
<¢>\ u‘LJrLfWA u> = <w>\ M‘EQ - L? + hLZWA u)
= PO\ —p*+p) (IT1.2.14)
und daher A — pu(u — 1) > 0. Ebenso findet man
(x| Lo L [thx ) = P\ —p®—p) >0, (II1.2.15)

dh. A —p(p+1) >0,

Entscheidend wichtig sind nun die Vertauschungsregeln (III1.2.9) fiir L, und Li: Aus

diesen folgt namlich

L.L |¢Yxu) = (L-L.—hL_) s,
= h(p—1)L_|r,) -

(II1.2.16)
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Somit wirkt L_ fiir die Eigenfunktionen von L, als Leiteroperator: Ist |1y ,) Eigenfunktion
von L, zum Eigenwert fiy, so ist L_|1y ,) Eigenfunktion zum Eigenwert /(p—1). Schreibt
man daher

L_|tx ) = c— [ uet) | (ITL.2.17)

wobel |1y ,) und |y ,—1) normiert sein sollen, so findet man unter Beriicksichtigung von
Gl (IIL2.14)

IZ-lxl* = fe-P?
= RPA—pp-1)). (I11.2.18)

Wahlt man nun die Phase von [¢ ,_1) so, dass c_ eine positive reelle Zahl wird, gilt
schlie3lich

L[ty ) = /A — p(p — 1) [ 1) - (111.2.19)

Genauso schliet man fiir Ly: Der Kommutator [L,, L] = hL, liefert zunéchst

L.Ly|au) = (LyL.+hLy)[a,)
= Bt )Ll (I11.2.20)

so dass auch L, ein Leiteroperator ist, mit dessen Hilfe man nun allerdings auf der Leiter
der Eigenwerte von L, um jeweils eine Einheit nach oben steigt. Der Ansatz

Ly |x ) = e [¥0x pr1) (I11.2.21)
fithrt wegen Gl (II1.2.15) auf
L lon ) = les]®
(A —p(p+1)), (IT1.2.22)

also hat man bei entsprechender Phasenwahl

Li|au) = hv/A = p(p+1) [x psa) - (I11.2.23)

Ausgehend von einer gemeinsamen Eigenfunktion [, ) von L2 und L, erhilt man somit
durch wiederholte Anwendung von L, weitere Eigenfunktionen [¢y ,41), [ p2), usw.
Da jedoch

1L = B (A= p(u=1)) = 0

und

ILi|oa ) l)? = BP(A=p(p+1)) >0,

muss die so erzeugte Sequenz nach beiden Seiten hin abbrechen. Das ist genau dann der
Fall, wenn der kleinstmdogliche Wert fi,,;, und der gréfftmogliche Wert iy, die Gleichun-
gen

Hmin(ﬂmin_l) = A
Mmax(ﬂmax+1) = A (111224)
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erfiillen. Gleichsetzen ergibt

lufnax + Hmax = :u?nin — Mmin ; (111225)

nach Addition von (%)2 liefern die binomischen Formeln dann

1 1
max — == min T . I11.2.2
Homax + 5 (u 2) ( 6)

Die Losung pimax = ftmin — 1 scheidet aus, da ja fimax = Umin Vorauszusetzen ist; es folgt
daher

,umax == _,umin . (111227)

Da sich weiterhin fiyax und fimin = —fmax UM eine ganze Zahl unterscheiden, kann piyay
nur ganz- oder halbzahlig sein. Diese ganze oder halbe Zahl wird nun mit dem Buchstaben ¢
bezeichnet:

foax = £ =0, =, 1, 2,2 ... . (II1.2.28)

2 2
Aus Gl. (II1.2.24) folgt dann sofort A = ¢(¢ + 1): Die Eigenwerte des Quadrates L? des
Drehimpulsoperators sind von der Form h*((¢+1); die ganze oder halbe Zahl ¢ wird daher
als Drehimpulsquantenzahl bezeichnet. Bei gegebener Drehimpulsquantenzahl ¢ kann die
z-Komponente L, einen der 2¢ 4 1 Eigenwerte h¢, h(¢ — 1), i(¢ —2), ..., —h¢ annehmen.
Diese ganze oder halbe Zahl L, /h wird (anstelle von p) mit dem Buchstaben m bezeichnet
und magnetische Quantenzahl genannt.

Verwendet man fiir die durch die Quantenzahlen ¢ und m charakterisierten gemeinsamen
Eigenfunktionen von L? und L, nun das Symbol |¢,m), so lassen sich die Ergebnisse der
algebraischen Konstruktion wie folgt zusammenfassen:

Es sei L ein hermitescher Vektoroperator, dessen 3 Komponenten die Vertau-
schungsrelationen [L;, L] = ihe oLy erfillen, und es sei Ly = L, £iL,. Dann
qgilt:

(i) Die Eigenwerte von L* sind von der Form h2({ + 1),
L?|0,m) = B20(0 +1) |0, m) (I11.2.29)
wobei die Drehimpulsquantenzahl £ ganz- oder halbzahlig sein kann.
(ii) Die Eigenwerte von L, sind von der Form hm,
L, [t,m)=hm|l;m), (IT1.2.30)

wobei die magnetische Quantenzahl m einen der 20 +1 Werte m = /,
(—1, ..., —¢ annimmt.

(#ii) Ly und L_ wirken beziiglich der magnetischen Quantenzahl m als Leiter-
operatoren,

Lo [6,m) = hn/0(l+1) —m(m £ 1) |6,m £ 1) (IT1.2.31)

bei geeigneter Phasenwahl der Eigenzustinde.
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II1.3 Der Bahndrehimpulsoperator in Polarkoordinaten

Fiir die Behandlung von Eigenwertproblemen mit einem zentralsymmetrischen Potential
V(r), das nur vom Betrag, aber nicht von der Richtung von 7 abhéngt, werden die iiblichen
Polarkoordinaten eingefiihrt:

x = rsindcos ¢ r=\/x?+ y? + 22
Y= arctan(iviw)

2z =rcost = arctan(%)

y = rsindsinp

Um die kartesischen Komponenten L; des Bahndrehimpulsoperators (III.1.1) in diesen
Polarkoordinaten auszudriicken, ist es sinnvoll, von der bekannten Darstellung des Nabla-
Operators auszugehen (Ubungsaufgabe!):

- o .10 1 0

—

V=¢— -2 - II1.3.1
¢ 8r+eﬂr019+e“0rsm198<p ( )
wobei
sin ¥ cos ¢ cos U cos —sin g
¢, = | sindsin g , €9 = | cos¥sinp , €y, = COs ¢ (IT1.3.2)
cos ¥ —sind 0
die lokalen Einheitsvektoren bezeichnen. Diese Vektoren bilden in dieser Reihenfolge ein
(rechts-)orientiertes Dreibein; es gilt also €, x €y = €, und €, x €, = —€y. Damit erhalt
man sofort
. h .
L = - Té; x V
i
h 0 1 0
= —|€,— —¢€ — | II1.3.3
i (6%9 eﬂsmﬁa@) ! ( )

Einsetzen der Darstellungen (ITI1.3.2) liefert dann die gesuchten Ausdriicke

h : 0 0
L, = T{—smgp%—co‘cﬂ cosgz)%}
h 0 : 0
L, = T{cosgoa—ﬁ—cotl‘} smgp%}
h 0
L, = - —. II1.3.4
oy (ITL.3.4)

Da bei einer Drehung um den Ursprung des Koordinatensystems der Betrag r eines Vek-
tors 7 nicht verdndert wird, taucht hier keine Ableitung nach r auf. Auch die einfache
Form von L, ist unmittelbar einsichtig: Da eine Drehung um die z-Achse lediglich einer
, Verschiebung® im Azimutalwinkel ¢ entspricht, muss L. lediglich eine ,, Translation in
p“ generieren.

Um auch L? in Polarkoordinaten ausdriicken zu kénnen, ohne die Komponenten (IT1.3.4)
mithsam einzeln ,quadrieren” und aufaddieren zu miissen, kann in eleganter Weise die
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Hermitezitit von L ausgenutzt werden. Fiir zwei beliebige Wellenfunktionen () und
o (7) gilt néamlich

3

(1| L) = > (Ljthi|Lyibn) = /d37“ (L))" - Ly . (ITL.3.5)

Jj=1

Setzt man nun auf der rechten Seite die vektorielle Darstellung (IT1.3.3) von L ein, ergibt
sich sofort

<¢1‘E2¢2> = hQ/d37"

(I11.3.6)

oYy 0y 9 / 5 1 oYy 1 0O
29 99 + h° [ d°r

09 sint dp sind dp
Jetzt sollen die auf ¢; wirkenden Ableitungsoperatoren mit partieller Integration auf 1,
heriibergewélzt werden. Dabei ist zu beachten, dass das Volumenelement

d?r = r2dr sinddd dyp (IT1.3.7)

selbst einen Faktor sin ¢ enthélt, der beim Hertiberwélzen von d/0¢ mitdifferenziert und
anschlieSend reinstalliert werden muss. Man findet daher

(W \E%/) ) = —h2/d3r1/)* Lgsinﬁg%—La—Q WP (IT1.3.8)
Hewer = "\sinddd 99 sin2dog?) "
und damit, da diese Identitdt fiir alle zulassigen Funktionen ), und 1, gilt, auch die
gesuchte Operatorgleichung

[* = L2+ L2+ L7
1 0 0 1 9?
= —}? — sin¥ — 4+ ——
[sinﬁ a0 " 819+sin219 3@2}

Die auf der Oberflache der Einheitskugel (d.h. fir 0 < J < 7 und 0 < ¢ < 27) de-
finierten, stetigen und quadratintegrablen gemeinsamen Eigenfunktionen Yy, (1, ¢) von

(I11.3.9)

L2 und L, werden als Kugelflichenfunktionen bezeichnet. Sie lassen sich auf elementare
Weise konstruieren (Ubungsaufgabe!) und besitzen die Form

m+|m| 2€+1 ?— |m)! im
Yo (9, 0) = (—1)" 2 \/ i E€+‘|mB! Py (cos ) €™, (IT1.3.10)

wobei der Vorfaktor die Normierung sicherstellt:

2m ™
/ dgp/ dv sind |Yon (9, @) = 1. (IT1.3.11)
0 0

Weiterhin ist Py, (cos ) eine zugeordnete (assoziierte) Legendre- Funktion erster Art. Diese
speziellen Funktionen besitzen fiir m > 0 die Darstellung

Py (cost) = (1) (sin )™ d ) (sin 9)* (I11.3.12)
tm = grp VM dcos? n o
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oder, in der Variablen x = cos ¢,
Pule) = ot (1-1?) (a) (2~ 1)

= (1-ah)"" (%)m Py(z), (I11.3.13)

wobei Py(z) = Pyo(z) die fiir m = 0 auftretenden Legendre-Polynome bezeichnet:®

y4
Pi(z) = ﬁ (%) (2 —1)" . (IT1.3.14)

Man erkennt sofort, dass Py(x) ein Polynom (-ten Grades in x ist; es besitzt ¢ Nullstellen
im Intervall —1 < = < 1. Die zugeordneten Legendre-Funktionen bestehen aus Polynomen
(¢ —m)-ten Grades und Faktoren (1 — x2)m/ ? sind also fiir ungerades m keine Polynome
mehr; sie besitzen ¢ — m Nullstellen im selben Intervall —1 < x < 1. Einige Beispiele:

Py(z) =1
Pi(z) ==z Pa(z) =V1—2a?
Py(x) = %(3352 —1) Pyi(z) = 32v1 — 22
Pyo(z) = 3(1 — 2?) . (I11.3.15)

Die mit Hilfe dieser Funktionen konstruierten Kugelflichenfunktionen Yy, (¥, ¢) bilden
ein vollstédndiges normiertes Funktionensystem auf der Oberfliche der Einheitskugel. Es
gelten also die Orthonormalitétsrelation

2m s
/ dgp/ dv sin? Y, (9, ©) Yom (U, 0) = 00 ¢ O (IT1.3.16)
0 0
und die Vollstédndigkeitsrelation
9] ¢ 1
S 3 Vim0, ) Vi (0, ) = — 60— ) (o — &) (IT1.3.17)
(=0 m=—¢

6In dem von M. Abramowitz und L.A. Stegun herausgegebenen Handbook of Mathematical Functi-
ons werden anstelle der hier betrachteten Funktionen Py, (z) die in der komplexen Ebene definierten
Funktionen

d m
pm — (2 _ 1 m/2 [ 2 P
) = (- () RGe)
eingefiihrt; fiir reelle Argumente x mit —1 < z < 1 gilt dann
Pim () = (=1)" P (z) .

Die Funktionen P;"*(z) werden in diesem Handbuch auch als Spherical Harmonics bezeichnet; dieser Name
wird in der englischsprachigen physikalischen Literatur allerdings fiir die vollen Kugelflichenfunktionen
Yiom (9, ) verwendet.
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Weiterhin hat man natiirlich die im vorherigen Abschnitt allgemein bewiesenen Eigen-
wertgleichungen

L* Y (0,9) = KL+ 1) You(V, )
L. Yon(9,0) = hmYuu(9,9) . (IIL.3.18)

Allerdings gibt es gegeniiber dem vorherigen Abschnitt eine wesentliche Einschrankung:
Fiir Bahndrehimpulse, die durch die Yy, beschrieben werden, kann die Drehimpulsquan-
tenzahl ¢ nur ganzzahlig, nicht aber halbzahlig sein. Das wird bereits durch den Faktor
e'™? nahegelegt, der die Abhéingigkeit vom Azimutalwinkel ¢ beschreibt: Wire £ halbzah-

lig, so auch m; fiir halbzahliges m = % gilt jedoch

o + 1 .
exp(i ”; 27r) = o™ = —1. (ITL.3.19)

Die Drehimpuls-Eigenfunktion Yy, (9, ¢) wiirde daher bei einer Drehung um die z-Achse
um den Winkel 27 das Vorzeichen wechseln und erst nach einer Drehung um 47 wieder
den Ausgangswert annehmen, wére also auf dem physikalischen Raum nicht ein- sondern
zwetwertig. Fordert man nun die Einwertigkeit der Wellenfunktionen, werden halbzahlige
¢, m ausgeschlossen.” Anders ausgedriickt: Durch Bahndrehimpulse kénnen nicht alle
der Moglichkeiten realisiert werden, die durch die Vertauschungsrelationen (II1.2.1) fir
Drehimpulsoperatoren algebraisch angelegt sind.

Mit Hilfe des allgemeinen Ausdrucks (II1.3.10) und der Legendre-Funktionen (II1.3.15)
lassen sich die niedrigsten Kugelflichenfunktionen sofort angeben:

1
Yoo= —
00T Varn
3 3 +i
Yio=1/— cos? Y41 = F4/— sinde™?
4 8w
o 2 15 . +i
Yoo =1/— (3cos® — 1) Yo 41 = F4/— sint cosd) e*¥
167 8w
15 50 4o
Y5 49 =4/ — sin“ 9 e . (IT1.3.20)
327

Anstelle dieser komplexen Funktionen verwendet man manchmal auch reelle Linearkom-
binationen, die als Orbitale bezeichnet werden. Zum Beispiel werden die drei ,,p-Orbitale”
gegeben durch

1 3
P = —ﬁ Yii—Yi) = e sind cos
1 3

~ (Yii+Yio) = /= sind sing

py__\/§1 .

"Dieses zunichst einleuchtende und haufig benutzte Argument greift jedoch zu kurz, da die Zweiwertig-
keit einer Wellenfunktion diese nicht automatisch als unphysikalisch disqualifiziert: Siehe dazu W. Pauli,
Uber ein Kriterium fir Ein- oder Zweiwertigkeit der Eigenfunktionen in der Wellenmechanik, Helvetica
Physica Acta 12, 147 (1939).
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/3
P, = Yio = — Cosp .
4

Eine weitere sehr wichtige Eigenschaft der Kugelflachenfunktionen besteht darin, dass
sie auch Eigenfunktionen des Paritdatsoperators P sind, der die Raumspiegelung ¥ — —r
bewirkt. Bei dieser Operation wird offenbar der Winkel ¢ in ¢ + 7 und der Winkel o
in m — 9 iiberfithrt, das Argument cos¥ der Legendre-Funktionen also in — cosv. Damit
liefert der Faktor €™ unter einer Raumspiegelung einen Faktor (—1)™; aus der Darstel-
lung (II1.3.12) folgt zudem die Identitét Py, (— cosd) = (—1)“F™ Py, (cos¥). Das liefert
zusammen die Gleichung

P Yém(ﬂa 90) = (_1)6 Yfm(ﬁ> (10) ) (111'3'21)

so dass die Paritét eines Drehimpuls-Eigenzustandes nur durch seine Drehimpulsquanten-
zahl £, nicht aber durch seine magnetische Quantenzahl m bestimmt wird.

I1I.4 Die radiale Schrodinger-Gleichung
II1.4.1 Der Operator des Radialimpulses

Zur Erinnerung: In der klassischen Mechanik hat man die Beziehung
[* = (Fxp)? = 5 — (7). (IIL4.1)

Daraus ergibt sich fiir das Quadrat des klassischen Impulsvektors die Zerlegung

=i+, (II1.4.2)

wobei p, = = - p'die Radialkomponente des Impulses bezeichnet. Die Hamilton-Funktion
eines Teilchens in einem zentralsymmetrischen Potential V (),

13

-,

_p3+ ?

2m 2mr?

H

+V(r), (IT1.4.3)

entspricht dann, da der Drehimpuls ,erhalten® ist, der Hamilton-Funktion fiir die Bewe-
gung eines Teilchens in einer Raumdimension unter dem Einfluss des effektiven Potentials

E2

Veff(r) = V(T) + W s

(II1.4.4)

das sich von dem eigentlichen Potential V(r) um die zu r~2 proportionale Drehimpuls-
barriere unterscheidet.

Eine solche Riickfithrung des dreidimensionalen Problems der Bewegung in einem Zentral-
potential auf ein eindimensionales ist auch in der Quantenmechanik méglich. Um dazu
das Quadrat des Impulsoperators in Analogie zum klassischen Fall in einen Radial- und
einen Winkelteil zu zerlegen, wird erneut die bereits in den Gleichungen (III.3.5) bis
(IT1.3.9) angewandte Technik herangezogen, mit deren Hilfe die Darstellung von L2 in
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Polarkoordinaten recht einfach erschlossen werden konnte. Es seien also wieder 1 (7) und
1o (7) zwei Test-Wellenfunktionen; die Hermitezitéit des Impulsoperators garantiert dann

(] *s) = / &r () - poa = I / dPr Vi - Vs . (IT1.4.5)

Fiir die Zerlegung des Skalarproduktes auf der rechten Seite in radiale und tangentiale
Komponenten verwendet man nun die Identitét

a-b= (€ a (e -b)+ (& xa)- (e xb). (I11.4.6)

Wegen €, x V = %F x V taucht in der tangentialen Komponente sofort der Drehimpuls-
operator auf; in der radialen Komponente benutzt man die aus Gl. (II1.3.1) folgende
Beziehung ¢, - V = %. Damit hat man

(i|p*e) = B / d3r%%+ / d’r (%m) <%¢2> : (I11.4.7)

Nach bewahrtem Vorbild sollen nun alle Ableitungsoperatoren auf ¢; heriibergewélzt wer-
den. Fiir den zweiten Summanden auf der rechten Seite ist das aufgrund der Hermitezitéat
von problemlos moglich, wobei entscheidend wichtig ist, dass L mit % kommutiert. Im
ersten Summanden ist dagegen zu beachten, dass das Volumenelement (III.3.7) einen
Faktor r? enthilt; dieser Faktor muss bei der partiellen Integration , mitdifferenziert und
reinstalliert” werden:

(1|p?eps) = —1? /dgmﬁ (%82 ? )% + <¢1

Das ergibt die Operatorgleichung, die das gesuchte quantenmechanische Gegenstiick zu
der klassischen Gleichung (I11.4.2) bildet:

22 ¢2> . (IIL.4.8)

19,0 I
2 2
S = ) 111.4.9
b 2or or * r? ( )
Hier lassen sich die im Radialteil auftauchenden Operatoren in verschiedener Weise ar-
rangieren, namlich

10 ,0 o 29 K2 92 1o \?
2l 0,0 (O __ro _(rl9 T11.4.1
" 20r or h (8r2 * 7“07“) rore <1 ror ) - 0)
so dass schliefSlich
hl 0O hlo 1
= ———p = — [ — 4= I11.4.11
P ir 37“ 1 (87“ + T) ( )

als der Operator des Radialimpulses identifiziert werden kann. Dieses wichtige Ergebnis ist
nicht trivial — man hétte vielleicht in Analogie zu L, den Ausdruck erwartet —, da
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an dieser Stelle beim Ubergang von der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik ein
Kommutationsproblem auftritt: In der klassischen Mechanik erhélt man die radiale Im-
pulskomponente einfach durch die Projektion p, = é,.-p = p-€,., wobei p’ den Impulsvektor
und €, wieder den radialen Einheitsvektor (II1.3.2) bezeichnet. In der Quantenmechanik
kommutiert der Impulsoperator p dagegen nicht mit €,! Es lasst sich jedoch leicht zeigen
(Ubungsaufgabe!), dass nun die symmetrische (und damit auch hermitesche) Linearkom-
bination

pr= %(eﬁ P+ E) (I11.4.12)

genau auf den Ausdruck (IIT.4.11) fiihrt, das Kommutationsproblem also durch die For-
derung nach Hermitezitéat aufgehoben wird.

111.4.2 Radialgleichung und Randbedingung fiir r — 0
Im folgenden soll die Gleichung (I11.4.9) in der Form

(IT1.4.13)

verwendet werden. Die stationdre Schrédinger-Gleichung fiir ein Teilchen, das sich in
einem Zentralpotential V' (r) bewegt, lautet damit

A+ V() ()

_[h2182 %

— +V
2m r Or? " 2mr?2 +V(r)

() = Ep(r) . (I1L.4.14)

Nun bietet sich der Separationsansatz

Y7) = - ulr) Yon (9, 9) (IT14.15)

an: Wenn der Operator %g—;r auf dieses Produkt wirkt, kiirzt sich zunéchst der Faktor %
aus dem Ansatz (IT1.4.15) heraus, wird aber nach Ausfiihrung der Differentiationen wieder
wreinstalliert* und kann dann aus der gesamten Eigenwertgleichung (IT1.4.14) gekiirzt
werden. Da weiterhin Yy, (9, ¢) gemif Gl. (II1.3.18) Eigenfunktion von L? ist, erhélt
man auf diese Weise fiir die Funktion u(r) die ,radiale Schrodinger-Gleichung*

R? d? RH(+1)

—% W + W + V(T) U(T) = EU(T) (III.4.16)
als quantenmechanisches Gegenstiick zu der klassischen Gleichung (II1.4.3). Diese Glei-
chung beschreibt die eindimensionale Bewegung eines Teilchens in dem effektiven Poten-
tial

R20(0+ 1)

Ver (1) =V (r) + 52

, (II1.4.17)
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in dem wie in der klassischen Gleichung (ITII.4.4) eine zu r~2 proportionale Drehimpuls-
barriere auftritt. Noch eine weitere wichtige Tatsache lasst sich nun sofort erkennen: Da
in der radialen Schrodingergleichung (II1.4.16) zwar die Drehimpulsquantenzahl ¢, nicht
aber die magnetische Quantenzahl m auftritt, kann eine Losung u(r) zu gegebenem ¢ mit
allen 2¢ + 1 Kugelflachenfunktionen Yy, Yy 1, ..., Yy o kombiniert werden, um gemé&f
der Gleichung (II1.4.15) eine dreidimensionale Energieeigenfunktion zu erhalten; in einem
radialsymmetrischen Potential ist daher ein Energieeigenwert zur Bahndrehimpulsquan-
tenzahl ¢ mindestens (2¢ + 1)-fach entartet.

Zur Kennzeichnung der stationéren Zusténde in einem Zentralpotential benutzt man an-
stelle der Drehimpulsquantenzahl ¢ hiufig auch eine spektroskopische Bezeichnung:

spektroskopische Notation
s (“sharp”)

p (“principal”)

d (“diffuse”)

[ (“fundamental”)

W N = O

Das Problem der Bestimmung der Energieeigenwerte fiir ein radialsymmetrisches Po-
tential V(r) wird jedoch durch die radiale Schrodinger-Gleichung (IT1.4.16) noch nicht
vollstdndig beschrieben: Da n&mlich die Radialkoordinate auf den Bereich r > 0 einge-
schrinkt ist, muss zur Losung dieser Gleichung auch eine Randbedingung bei r = 0 gestellt
werden. Dazu soll im folgenden vorausgesetzt werden, dass das Zentralpotential V (r) fiir
r — 0 schwiicher singulir wird als r~2, so dass das Verhalten der Lésungen u(r) bei
kleinen Abstdnden vom Ursprung von der Drehimpulsbarriere bestimmt wird:

n* d? 200 +1
( t ) u(r) ~0 fir r—0. (IT1.4.18)

om dr2 ' 2m  r

Der Ansatz u(r) ~ ¢r® mit noch offenem Exponenten « und einer Konstanten ¢ # 0 fiithrt
sofort auf die quadratische Bestimmungsgleichung

1 1
—ala—1)+4(l+1)=0 oder 042—04+Z:€2+£+Z
mit den beiden Losungen
=y (IT1.4.19)
o = — — B
2 2/

also @ = £ + 1 oder @ = —¢ und somit u(r) ~ cr*! oder u(r) ~ er=* fiir r — 0 bei

gegebenem Drehimpuls £. Fiir eine Eigenfunktion der Form (II1.4.15) gilt nun

/d% ()2 = /Ooodr ?

L)

2 0o
- / dr [u(r)? | (IT1.4.20)
r 0
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so dass die zweite Losung a = —¢ aus Normierbarkeitsgriinden ausscheidet, sofern ¢ > 0.
Fiir £ = 0 reicht die Forderung nach Normierbarkeit jedoch offensichtlich nicht aus, um
diese zweite Losung ausschliefen zu kénnen; dann hat man u(r) ~ ¢ = ¢ # 0 fiir
r — 0. Entscheidend ist in diesem Fall die geforderte Hermitezitit des Operators des
Radialimpulses: Fiir zwei Radialfunktionen wu(r), v(r) findet man zunéchst

it L (110 1
/0 drr rv (r)(iTaTT Tu(r)
o0 .  ho
= /0 dTU(T)TEu(T)

h o o 0 h
_ — aw(Z) 2
i v*(r) u(r) i /0 r (37“ v (T)) i u(r)
0 o R19 1 \"1
= —F —r - — . 111.4.21
v (r) u(r) i —i—/o drr (i T@TT rv(r)) Tu(r) ( )
Geméf der Definition (I.4.42) ist daher p, = 1.2y hermitesch genau dann, wenn die

Randterme der partiellen Integration verschwinden. Diese Bedingung wird erfiillt, wenn
einerseits u(r) — 0 und v(r) — 0 fiir r — oo, was erneut aus Griinden der Normierbarkeit
ohnehin zu fordern ist, und wenn andererseits u(0) = 0, v(0) = 0. Diese zweite Forde-
rung ist jedoch nicht vertréaglich mit dem Verhalten der oben gefundenen zweiten Losung,
u(r) ~ ¢ # 0 fir r — 0. Fiir £ = 0 muss daher diese zweite Losung nun nicht aus Nor-
mierbarkeitsgriinden ausgeschlossen werden, sondern um die Hermitezitét des Operators
des Radialimpulses zu gewéhrleisten.®

Die bisher gewonnenen Einsichten lassen sich daher wie folgt zusammenfassen:

Sofern das Zentralpotential V (r) fiir r — 0 schwécher singulir wird als r=2,

haben die Ldésungen der stationdren Schridinger-Gleichung mit gegebenem
Drehimpuls ¢ fiir r — 0 die Form

WF) ~ S Y (9,9) = er' Yom(9, ) - (I11.4.22)
r
Die Drehimpulsbarriere ,dringt also die Wahrscheinlichkeitsdichte vom Ur-
sprung weg“; nur fir ¢ =0 — d.h. nur fir s-Zustinde — findet man bei r = 0
eine von Null verschiedene Dichte.

8Genauer: Hier wird auch die Unterscheidung von hermiteschen und selbstadjungierten Operatoren
wichtig, die in Abschnitt I.4.4 am Beispiel des Impulsoperators auf einem endlichen Intervall anhand der
Umformungen (I.4.44) und (I.4.50) diskutiert worden war. Um die Hermitezitét von p, zu gewéhrleisten,
reicht es nédmlich, in (ITI.4.21) das Verschwinden nur von u(r) sowohl fiir r — oo als auch fiir r — 0
zu fordern, wihrend v(r) z.B. fiir r — 0 endlich bleiben darf. Dann allerdings ist der zu p, adjungierte
Operator eine nichttriviale Erweiterung von p;..
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111.4.3 Beispiel: Der sphirische Potentialtopf

Ein naheliegendes konkretes Anwendungsbeispiel liefert der dreidimensionale sphérische
Potentialtopf:

<
V(r) = {VO <0, r=a (IT1.4.23)
0 , r>a.

Im folgenden sollen die Bindungszustédnde fiir diesen Potentialtopf konstruiert werden,
also die normierbaren Eigenzustinde mit einer Energie Vy < £ < 0.

Im Falle eines solchen in r stiickweise konstanten Potentials greift man zur Separation der
Schrodinger-Gleichung zweckméBigerweise nicht auf den sonst iiblichen Ansatz (I11.4.15)
zuriick, sondern benutzt den einfacheren Ansatz

() = R(r) Yom(V, ) - (I11.4.24)

Betrachtet wird nun zunéchst der ,,Innenbereich“, also das Intervall 0 < r < a. Geméf
der zweiten in Gl. (IT1.4.10) gewonnenen Darstellung von p? erhélt man fiir die durch den

Ansatz (I11.4.24) eingefiihrte Radialfunktion R(r) sofort die Gleichung
& 2d le+1) )
@_}_;@_T_}_k‘ R(T)ZO fir 0<r<a (III425)

mit der Wellenzahl k, die in gewohnter Weise die gesuchten Energieeigenwerte E enthélt:

k= %\/Zm(E V). (I11.4.26)

Die Fundamentallosungen dieser Gleichung (II1.4.25) definieren eine wichtige Klasse spe-
zieller Funktionen, namlich die sphdrischen Bessel-Funktionen j(kr) sowie die sphdri-
schen Neumann-Funktionen ng(kr), die elementar konstruiert werden kénnen. (Ubungs-
aufgabe!) Die niedrigsten drei sphérischen Bessel-Funktionen lauten

, sin z
jo(z) = 2
L (2) sinz cosz
z) = —
J 2 B
. 3 1\ . 3
Jo(2) = (; - ;) sinz — — €082 ; (IT1.4.27)
die ersten drei sphirischen Neumann-Funktionen sind®
(2) COs 2
no(z) = —
0 z
(2) cosz  sinz
ni(z) = — —
! 22 z
3 1 3
na(z) = — (; - ;) o8z — — sin z . (IT1.4.28)

9In dem von M. Abramowitz und I.A. Stegun herausgegebenen Handbook of Mathematical Functions
werden die sphérischen Neumann-Funktionen als sphdrische Bessel-Funktionen der zweiten Art bezeich-
net und mit dem Symbol y,(z) abgekiirzt.
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Wichtig ist vor allem die Kenntnis des Verhaltens dieser Funktionen fiir z = kr — 0 und
fiir 2 — oo: Fiir z — 0 bleibt j,(z) regulir,

Zé

wogegen ny(z) singular wird:

20— 1!l
ne(z) ~ _(Z/Tl) fir z—0. (IT1.4.30)

Diese zwei Fundamentallosungen entsprechen daher genau den beiden Losungen, die durch
die frithere Gleichung (I11.4.19) beschrieben werden; man beachte, dass nun R(r) = Lu(r).
Fiir z — oo findet man

sin(z — ¢7/2)

111.4.31
- (ITL4.31)

Je(2) ~

und

cos(z — (m/2)
z

Da die Radialgleichung (II1.4.25) durch die Randbedingung r R(r) — 0 fiir r — 0 zu

ergénzen ist, scheiden gemafl Gl. (I11.4.30) die sphérischen Neumann-Funktionen fiir die
Konstruktion der Lésungen im Bereich 0 < r < a aus; es bleibt

ne(z) ~ — (IT1.4.32)

R(r) = Ajo(kr) fir 0<r<a (IT1.4.33)

mit einer noch offenen Konstanten A.
Im ,, AuBenbereich“ a < r erhélt die Radialgleichung des sphérischen Potentialtopfes eine
etwas andere Form:

2 2d le+1) )
@jt;@—T—/@ R(r)=20 fir a<r, (IT1.4.34)

wobel

1
k= 1v/2mE] (ITL.4.35)

so dass ein System von Fundamentallosungen sofort durch j,(ixr) und n(ikr) gegeben
wird. Allerdings verlangt die Normierbarkeit der gesuchten Bindungszustinde nun

/ drr? |R(r)]* < oo . (IT1.4.36)
0

0Die , Doppelfakultit (2¢ + 1)!! einer ungeraden Zahl entsteht aus ihrer Fakultit (2¢ + 1)! durch
Weglassen aller geraden Faktoren:

20+ 1) = (20+1)(20—1)(20—3) ... 1.
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Da jedoch das durch die Gleichungen (III1.4.31) und (ITI.4.32) beschriebene asymptotische
Verhalten der sphérischen Bessel- und Neumann-Funktionen mit dieser Forderung nicht
vertréglich ist, ist es nicht mehr mdoglich, die gesuchten Radialfunktionen R(r) fir a < r
allein durch j, oder allein durch n, auszudriicken. Anstelle dieser Funktionen betrachtet
man ihre Linearkombinationen

W (2) = jo(z) + ine(2) (II1.4.37)
und
W (2) = je(2) — ing(2) | (I1L.4.38)

die als sphdrische Hankel-Funktionen bezeichnet werden. Die niedrigsten dieser Funktio-
nen lauten

o
WG = g
ol
e = =< (1+1)
() — 12 ’ (1 N % _ %) ; (I11.4.39)
ihr asymptotisches Verhalten fiir z — oo wird gegeben durch
W (z) ~ éei@“/” . (II1.4.40)

Fiir reelle Argumente z = kr beschreiben die Funktionen hgl) (z) daher auslaufende Kugel-

wellen; die Funktionen hf)(z) dagegen einlaufende Kugelwellen.!! Die gesuchten Losun-
gen der Radialgleichung eines sphérischen Potentialtopfes verlangen jedoch rein imaginére
Argumente z = ixkr. Da hél)(i/@r) geméafl Gl. (ITI1.4.40) asymptotisch exponentiell mit r

abfillt, wihrend hf)(imr) exponentiell anwéchst, erfordert die Normierbarkeit der Radial-

funktionen nun den Ausschluss von hf): Die fiir die Konstruktion von Bindungszustéinden
brauchbaren Losungen der Radialgleichung (I11.4.34) besitzen die Form

R(r)=B hgl)(im“) fir a<r, (IT1.4.41)

mit noch zu bestimmenden Konstanten B.
Diese beiden Teillosungen (III1.4.33) und (II1.4.41) sind nun wie iiblich bei r = a stetig
und stetig differenzierbar zu verbinden. Das liefert die Gleichungen

Aji(ka) = Bh(ika)
kAji(ka) = ik BRY (ika) (II1.4.42)

"Die Funktionen hél) (kr) und héQ) (kr) mit reellem Argument kr werden natiirlich erst dann zu ein- oder
auslaufenden Kugelwellen, wenn man noch den Zeitentwicklungsfaktor e7* hinzunimmt. Die Flichen
konstanter Phase sind dann konzentrische Sphéren um r = 0, deren Radius mit der Phasengeschwindigkeit
+w/k zu- bzw. abnimmt.
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wobei der ,,Strich® die Ableitung nach dem jeweiligen Argument andeutet; daraus folgen
schlielich die diskreten Energien der Bindungszustinde. (Ubungsaufgabe!)

Fiir s-Zusténde, also fiir Zustdnde mit der Drehimpulsquantenzahl ¢ = 0 existiert keine
Drehimpulsbarriere, so dass sich das Problem erheblich vereinfacht. Setzt man dann wieder
R(r) = %u(r), entspricht die Randbedingung u(0) = 0 einer ,harten Potentialwand“ bei
r = 0. Die s-Zusténde des sphirischen Potentialtopfes ergeben sich daher als Losung einer
eindimensionalen Schrodinger-Gleichung mit dem Potential

+00 , r<0
Vi)=qW<0 , 0<r<a (I11.4.43)
0 , a<r.

Der {iibliche Ansatz

A sink 0<r<
u(r) = { SR, Uersa (IIL.4.44)
Be ™™ , a<r
fithrt auf die transzendente Gleichung
cot ka = — = (ITL.4.45)

k

fiir die Bestimmung der Energieeigenwerte der Zusténde mit ¢ = 0. Diese Bedingung ent-
spricht genau der Gleichung (I1.5.7) fiir die Eigenwerte der ungeraden Bindungszustinde
des symmetrischen eindimensionalen Potentialtopfes (I1.5.1). Diese Ubereinstimmung ist
unmittelbar einsichtig: Die Bindungszusténde dieses symmetrischen Topfes besitzen ab-
wechselnd gerade oder ungerade Paritdt. Wéahrend die Wellenfunktionen der Zustéinde
gerader Paritét fiir z = 0 einen endlichen Wert annehmen und daher nach Einschrénkung
auf den Bereich x > 0 und Identifizierung x = r keine brauchbaren Losungen fiir das
,halbierte“ Potential (IT1.4.43) liefern, besitzen die Zustédnde ungerader Paritét fiir z = 0
einen Knoten, erfiillen also nach Einschrinkung auf die positive Halbachse die von der
harten Wand bei r = 0 geforderte Randbedingung. Daher entsprechen die s-Zustédnde des
dreidimensionalen sphérischen Potentialtopfes (II1.4.23) genau den ungeraden Bindungs-
zustdnden des eindimensionalen Topfes (I1.5.1). Wahrend ein solcher Topf, wie in Ab-
schnitt I1.5.1 diskutiert wurde, immer mindestens einen geraden Bindungszustand tragt,
taucht der erste Bindungszustand ungerader Paritét an der , Kontinuumskante® |E| = 0
erst oberhalb einer Potentialstirke auf, die durch die Gleichung ka = 7/2, also
m|Vpla®  7?

2 g (IT1.4.46)

gegeben wird. Daher kann auch der dreidimensionale Topf (ITI.4.23) nur dann einen s-
Zustand binden, wenn seine Stérke diese Grenze iiberschreitet. Da der Grundzustand des
sphérischen Potentialtopfes die Drehimpulsquantenzahl ¢ = 0 besitzen muss, existiert
unterhalb dieser Grenze {iberhaupt kein Bindungszustand.
Hier zeigt sich also ein wesentlicher Unterschied zwischen ein- und dreidimensionalen
Potentialtopfen: Wihrend ein eindimensionaler Topf immer mindestens einen Bindungs-
zustand trigt, muss ein dreidimensionaler Topf eine gewisse Mindeststirke besitzen, um
einen Zustand binden zu kénnen.
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I11.5 Das Wasserstoff-Atom

Das Wasserstoff-Atom, bestehend aus einem Proton mit der Masse m,, = 1.6726- 107" kg
und einem Elektron mit der Masse m, = 9.1096 - 1073! kg, stellt zunichst ein Zweikorper-
Problem dar. In Analogie zur klassischen Mechanik lassen sich jedoch die Schwerpunkts-
und die Relativbewegung separieren (Ubungsaufgabe!), so dass man auf ein effektives
Einteilchen-Problem fiir ein Teilchen der reduzierten Masse

mpMe Me

(IT1.5.1)

m = =
my,+me. 1+me/m,
gefiihrt wird, das sich im Coulomb-Potential bewegt. Da nun die Masse des Protons um
den Faktor m,/m. ~ 1836.1 grofler ist als die des Elektrons, stimmt diese reduzierte
Masse praktisch mit der Elektronenmasse iiberein, m ~ 0.99946 m..

I11.5.1 Das Spektrum der Bindungszustinde

Es wird daher nun die quantenmechanische Bewegung eines Teilchens der Masse m und
der Ladung (—e) in dem Coulomb-Potential eines idealisiert punktférmigen, raumfesten
Protons behandelt:

e? 1

= — — 111.5.2
Vo) =~ (IT1.5.2)

wobei g9 = 8.8542 - 1072 As/Vm die Dielektrizititskonstante des Vakuums bezeichnet.
Der iibliche Separationsansatz (ITI1.4.15), also

V) = = ulr) Yin(9, )

fithrt damit sofort auf die radiale Schrodinger-Gleichung

_h_Qd_2+h2€(€+1) B e?
2m dr? 2mr? 4meor

u(r) = Eu(r) . (IT1.5.3)

Um nun die Bindungszustéinde zu bestimmen, ist es wieder sinnvoll, zunéchst diese Glei-
chung so zu skalieren, dass nur noch dimensionslose Groflen auftreten. Dazu sei x eine
Wellenzahl, die erst spéter geeignet gewéhlt werden soll, und

= Kr I11.5.4
0 ( )

d

die damit dimensionslos gemachte Radialkoordinate. Dann ist % = K 8O dass die radiale

Schrodinger-Gleichung die Form

2 2 2
{ , A2 1 2mels 1 KE(C+ 1) _mE o (IIL5.5)

A R e ECa

oder

{dQ L €(£+1)] a(o) = 2B ) (IIL.5.6)

P e e e
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erhélt, wobei der hier eingefiihrte dimensionslose Parameter 7 durch

B 1 2me?
 dmey B2k

gegeben wird. Wéhlt man nun im Hinblick auf die rechte Seite von Gl. (II1.5.6) die
Wellenzahl k derart, dass

n (I11.5.7)

2m(-E) 1
k2 47
setzt also
1
K=2- 7 2m(—F) , (IT1.5.8)
dann ist
1 2me? h
7 dmeg W2 2./2m(—E)
1 e? mc?
_ c ) I11.5.9
dmeg he \| 2(—F) ( )
Die wichtige dimensionslose Kombination von Naturkonstanten
1 2
¢ (IIL.5.10)

a= —
Amey he’

die in diesen Ausdruck eingeht, tragt den Namen Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante;
ihr numerischer Wert ist!?

a = 7.2973525698 (24) - 107° ~ (ITL.5.11)

137
Mit dieser Festsetzung (II1.5.8) reduziert sich die radiale Schrodinger-Gleichung (IT1.5.6)
nun auf

& n Ll+1) 1
B e ? B ~0. I11.5.12
ey 7 1| w@ ( )

12Diese Konstante wurde 1916 von Arnold Sommerfeld zur Beschreibung der Aufspaltung (Fein-
struktur) der Spektrallinien des Wasserstoffatoms eingefiihrt. Thre besondere Bedeutung beruht darauf,
dass sie dimensionslos und damit vollig unabhéingig vom verwendeten Einheitensystem ist:

It has been a mystery ever since it was discovered more than fifty years ago, and all good
theoretical physicists put this number up on their wall and worry about it. Immediately you
would like to know where this number for a coupling comes from.: is it related to w or perhaps
to the base of natural logarithms? Nobody knows. It’s one of the greatest damn mysteries of
physics: a magic number that comes to us with no understanding by man. You might say
the “hand of God” wrote that number, and “we don’t know how He pushed his pencil.” We
know what kind of a dance to do experimentally to measure this number very accurately, but
we don’t know what kind of dance to do on the computer to make this number come out,
without putting it in secretly!

Richard P. Feynman, QED: The Strange Theory of Light and Matter, Princeton University Press (1985),
p- 129.
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Im Unterschied zu der Behandlung des harmonischen Oszillators in Abschnitt II1.1.1, bei
der zur Skalierung der Langenvariablen ¢ die feste Oszillatorlinge (II.1.4) herangezogen
wurde, hdngt nun der Skalierungsfaktor s selbst von den gesuchten (negativen) Energie-
eigenwerten der Bindungszustéinde ab. Als Konsequenz davon taucht der Eigenwert E in
dieser Gleichung (IT1.5.12) nicht mehr unmittelbar auf, sondern geht in den Sommerfeld-
Parameter n ein: Zu bestimmen sind diejenigen Werte von 7, fiir die die Losungen u(p)
der Gleichung (II1.5.12) mit ¢ = kr auf quadratintegrable Eigenzustidnde fithren; daraus
erhdlt man dann mit Hilfe von Gl. (IT1.5.9) das gesuchte Spektrum.

Ahnlich wie im Falle des harmonischen Oszillators ist es nun zweckmiBig, das asymptoti-
sche Verhalten der gesuchten Losungen explizit abzufaktorisieren: Fiir ¢ — oo wird u(p)
bestimmt durch die einfache Gleichung

d? 1
{d—gg—z]u(é))NO,

also gilt u(g) ~ e*¢/? fiir p — oo. Im Hinblick auf die geforderte Normierbarkeit ist nur
die exponentiell abfallende Losung sinnvoll. Aulerdem muss die Radialfunktion fiir o — 0
das durch Gl. (IT1.4.22) beschriebene Verhalten zeigen, d.h. u(g) ~ o+ fiir ¢ — 0. Diese
beiden Forderungen motivieren den Ansatz

u(o) = o e v(o) (ITL.5.13)

wobei die neu eingefiithrte Funktion v(p) fiir ¢ — 0 einen von Null verschiedenen Wert
annehmen muss und fiir o — oo nicht zu stark anwachsen darf.
Aus der Gleichung (IT1.5.12) erhélt man eine Differentialgleichung fiir v: Man hat

3—2 = (41 ey
_% o e y
L ey (TTL.5.14)
und
% — 1) o ey
—% (0+1) o' e7??y .2
+(0+1) oh e e .2
+i ot e y
_% ot e/ o 9

ot ey (I11.5.15)
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Einsetzen in die Differentialgleichung (IT1.5.12) und Ausklammern von of e~%/2 liefert nun

d? d e+1) 1
L (2U42—0)— (4 1)+ -
oq @20 Lt T e+ g
1 1

—E(E;L ) + 7 —ZQ} v(p) = 0, (IT1.5.16)

wobei alle Terme in der ersten Zeile aus der zweiten Ableitung von u resultieren; Zusam-
menfassung ergibt

d? d
— 4+ (20+2—p) — —(—-1 =0. II1.5.17
oqa @z L= ol (L5107
Es ist natiirlich kein Zufall, dass sich hier genau die Terme kompensiert haben, die das
Verhalten der Funktion u fiir o — 0 und ¢ — oo bestimmen, denn zu diesem Zweck wurde
der Ansatz (II1.5.13) ja gemacht. Diese Gleichung (III.5.17) besitzt genau die Form der
bekannten konfluenten hypergeometrischen Differentialgleichung

d?v dv
z@+(b—z)&—av:0, (IT1.5.18)
die auch als Kummersche Gleichung bezeichnet wird, mit den Parametern
b = 2042
a = —(n—0-1). (IT1.5.19)

Diese Differentialgleichung (I1I.5.18) zdhlt zu den wichtigsten der mathematischen Physik;
entsprechend gut ist das Verhalten ihrer Losungen bekannt. Sofern der Parameter b keine
negative ganze Zahl und nicht Null ist, wird eine Losung gegeben durch die Kummersche
Funktion (Ubungsaufgabe!)

(a2
v (z) = ; B = M(a;b;z)  (b¢ —Ny), (I11.5.20)
wobei das Symbol (a), durch (a), =a(a+1)(a+2)...(a+v—1) und (a)y = 1 definiert
wird; sofern auch |b| ¢ Ny, erhélt man eine zweite, linear unabhéngige Losung aus der
entsprechend gebildeten Reihe

ve(2) = 2" P M(1+a—b;2—b; 2) . (I11.5.21)
Die Kummersche Funktion (II1.5.20) wird fiir = — 0 konstant,
M(a;b;2) — 1 fir z—0. (IT1.5.22)

Falls —a = N € Ny, bricht die Reihe (III.5.20) ab und wird ein Polynon N-ten Grades.
Andernfalls ist diese Reihe fiir alle z konvergent; ihr asymptotisches Verhalten fiir grofie
positive Argumente wird beschrieben durch!3

I'(b)

M(a;b;z) ~ Ta) e” 270 fir z— +oo. (IT1.5.23)

13Quelle auch dieser Weisheit: Das berithmte Handbook of Mathematical Functions, herausgegeben von
M. Abramowitz und I.A. Stegun.
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Unter Riickgriff auf diese bekannten Tatsachen lassen sich die fiir die Bindungszusténde
des Wasserstoff-Atoms benétigten Losungen der Gleichung (II1.5.17) sofort identifizieren.
Das Verhalten (II1.5.22) der Kummer-Funktionen fiir 2 — 0 garantiert in Verbindung mit
dem Ansatz (IT1.5.13) das korrekte Verhalten (II1.4.22) der Radialfunktionen fiir p — 0,
also erhélt man die gesuchten Funktionen v(p) aus den Fundamentallosungen (I11.5.20)
vom Typ v;:

vio)=M(—(n—L—-1),20+2; o) . (IT1.5.24)

Die weiteren Fundamentallosungen (IT1.5.21) vom Typ v, fithren dagegen auf die in Ab-
schnitt ITI.4.2 ausgeschlossenen Funktionen, die sich fiir o — 0 wie o~¢ verhalten.

Diese Reihe (II1.5.24) muss abbrechen, da andernfalls das exponentielle asymptotische
Anwachsen (II1.5.23) den bereits in (II1.5.13) abgespaltenen Faktor e~/ iiberkompen-
sieren und damit die geforderte Normierbarkeit unmdoglich machen wiirde. Das Abbruch-
kriterium —a = N € Ny fiir die Kummersche Funktion (II1.5.20) verlangt daher nun,
dass

n—(—1=N (IT1.5.25)

eine nichtnegative ganze Zahl ist, N = 0,1,2,...; diese Zahl gibt die Anahl der Knoten
(Nullstellen) der Radialfunktion an und wird daher als radiale Quantenzahl bezeichnet.
Damit sind nun auch die gesuchten Werte des Sommerfeld-Parameters (IT1.5.9) bekannt,
die auf quadratintegrable Eigenfunktionen des Wasserstoff-Atoms fiithren:

n=N+l+1=n; (IT1.5.26)

da auch ¢ = 0,1,2... ganzzahlig ist, ist n =n = 1,2,3... eine positive ganze Zahl. Mit
diesem Resultat kann schliefllich vermoge der Definition (IT1.5.9) von 7 auch das gesuchte
Spektrum der Bindungszustédnde sofort angegeben werden: Man hat

2 2
2 (& m 2
_ _my I11.5.2
1 (47r50h) ( 2E) e (IIL.5.27)

daher werden die Energien der Bindungszustande nicht durch zwei Quantenzahlen N und
¢, sondern lediglich durch n indiziert:

m e\ 1
E,=—— — . IT1.5.28
(47r€0h) n? ( )

Erweitert man Zihler und Nenner auf der rechten Seite um den Faktor ¢?, um die Fein-
strukturkonstante (III.5.10) wieder einzufiihren, erhélt man dieses Ergebnis in der ein-
pragsamen Form

= = I11.5.2
mc? 2 n? ( 5.29)
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Die Energien der Bindungszustéinde des Wasserstoff-Atoms unterscheiden sich also um
einen Faktor der Groflenordnung o? ~ 5-107° von der Ruheenergie des Elektrons.'* Im
Hinblick auf das Coulomb-Gesetz schreibt man auch

1 e 1 1
By=—>-% . 2. I11.5.30
24y a n? ( )
wobei die Lange
dreoh?
a = 9~ 05291810710 m (ITL.5.31)
me

den so genannten Bohrschen Radius bezeichnet.' Einsetzen der numerischen Werte aller
Konstanten ergibt schliefllich

1
E, ~ —13.606eV - — ; (IT1.5.32)
n

die Tonisierungsenergie des Wasserstoff-Atoms im Grundzustand, also der Abstand der
Grundzustandsenergie von der ,, Kontinuumskante®, betrégt daher etwa 13.6 eV.

E
B Kontinuum
0 4s —4p — 4 —4f
3s —3p —3d
2s ___2p
1s
1=0 =1 1=2 =3

Abbildung ITI.2: Energieschema des Wasserstoff-Atoms: Alle Zusténde mit Drehimpuls-
quantenzahlen ¢ = 0,1,...,n — 1, die zur gleichen Hauptquantenzahl n gehoren, haben
die gleiche Energie.

Die Indizierung der Eigenwerte weist auf eine auffallende Eigenart des Wasserstoff-Atoms
hin. Bei der Bestimmung der Eigenwerte fiir ein anderes radialsymmetrisches Potential,
etwa fiir den in Abschnitt 111.4.3 behandelten sphérischen Potentialtopf, erhélt man als

147Zur Orientierung: mec? = 511 keV.

150Offensichtlich kann der Faktor %, der in dem Ausdruck (ITI.5.28) auftaucht, aus klassischer (nicht-
quantenmechanischer) Sicht als ,,Geschwindigkeit des Elektrons auf der 1. Bohrschen Bahn“ aufgefasst
werden. Damit erhélt auch die Feinstrukturkonstante eine ,,anschauliche* Bedeutung: « ist das Verhéltnis
dieser Geschwindigkeit zur Lichtgeschwindigkeit.
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Losungen der radialen Schrodinger-Gleichung zu gegebenem Drehimpuls ¢ ebenfalls Funk-
tionen mit N Knoten, wobei aber N und ¢ nicht durch die besondere Beziehung (II1.5.26)
verbunden werden. Entsprechend werden dann die Eigenwerte £/ = Ey, durch die radiale
Quantenzahl N und die Drehimpulsquantenzahl ¢ indiziert; jeder Eigenwert ist im allge-
meinen lediglich (2¢+1)-fach entartet. Als Index der Eigenwerte der Bindungszustdnde
des Wasserstoff-Atoms taucht dagegen nur die Kombination n = N + £ + 1 auf, die als
Hauptquantenzahl bezeichnet wird. Da nun N > 0, kann die Drehimpulsquantenzahl ¢ bei
gegebener Hauptquantenzahl n nur einen der Werte 0,1,...,n — 1 annehmen, wird also
durch n — 1 nach oben beschriankt. Das Schema der Energien der Bindungszustidnde des
Wasserstoff-Atoms, aufgeschliisselt nach Drehimpulsquantenzahlen, ist in Abbildung I11.2
dargestellt.

Da alle Zustédnde £ = 0, ..., £ = n—1 mit gleicher Hauptquantenzahl n die gleiche Energie
besitzen und ein Zustand mit der Drehimpulsquantenzahl ¢ ohnehin bereits (2¢41)-fach
entartet ist, betriagt der Entartungsgrad eines Bindungszustandes des Wasserstoff-Atoms
mit der Hauptquantenzahl n sogar

n—

1
—1
20+1) = 2%+n — n?. (IT1.5.33)
0

=

Der Grund fiir diese hohe, iiber die normale Drehimpulsentartung weit hinausgehende
Entartung liegt in einer , versteckten“ Symmetrie des Wasserstoff-Atoms, die im spéteren
Abschnitt II1.6 noch aus algebraischer Sicht untersucht werden soll.

I11.5.2 Die radialen Wellenfunktionen

Die spezielle Form der konfluenten hypergeometrischen Differentialgleichung (I11.5.18),
die bei der Losung der radialen Schrodinger-Gleichung fiir das Wasserstoff-Atom auftritt,
also

ov"(0) + (2042 — p)v'(0) + Nv(0) =0, (IT1.5.34)

fiihrt auf wichtige Klassen orthogonaler Polynome: Diejenigen Losungen der Kummer-
schen Gleichung (ITI.5.18) mit den Parametern b = 1 und a = —r, also der Gleichung'®

20" (2) + (1= 2)0'(2) + rv(2) =0, (ITL.5.35)

die fiir z — 0 regulér bleiben, reduzieren sich geméf Gl. (II1.5.22) fiir ganzzahliges r € Ny
auf die Polynome

T

v(z) = M(-r;1;2) = VZZO (agiy % ; (IT1.5.36)
mit (1), =v!lund (—r), = (=1)"r(r —1)...(r —v+1) also auf

(=)l 2 I\ (—2)
v(z) = ) gr _)V)! ok > (V)( V!) : (I11.5.37)

v=0 v=0

16Diese Gleichung wird auch als Laguerresche Differentialgleichung bezeichnet.
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Diese Polynome heiflen Laguerresche Polynome L, (z):

M(—r;1;z) = L.(2) (r e Ny) . (IT1.5.38)
Aus diesen Laguerreschen Polynomen erhélt man die ,assoziierten“ oder zugeordneten
Laguerreschen Polynome L(z) durch s-fache Differentiation:!”
B = (-1 & SL()
z) = (- — (2
" dz
B ( 1) ZZ/—S
-y >, s
SR
—~ (r—s—v) (1/+3) V!
-y ( " )ﬂ . (IT1.5.39)
fe\r—s—v V!

Damit ist Li(z) ein Polynom vom Grade r — s. Aus der Laguerreschen Differential-
gleichung (II1.5.35), also aus

20"+ (1 =20 +rv=0
erhélt man nun durch Differentiation
V" =+ (1 =20+ =0
oder kurz
20"+ (2=2)0"+(r—1)0' =0. (I11.5.40)

Durch Iteration sieht man sofort, dass daher L:(2) = (—1)* (&)° L,(z) der Gleichung

20"+ (s+1=2)0"+(r—s)v=0 (IT1.5.41)
gehorcht. Mit den Ersetzungen

s = 2041
r = N+24+1 = n+/¢ (IT1.5.42)

ist das genau die Ausgangsgleichung (II1.5.34) fiir die Radialfunktionen des Wasserstoft-
Atoms. Folglich stimmen diese Radialfunktionen bis auf den Normierungsfaktor {iberein
mit den zugeordneten Laguerre-Polynomen

n—~—1

(=1)” (n+0)!
2641
Livile Z m—C0—1—-v)!(20+1+v)V

v=0

o (II1.5.43)

"Vorsicht: Im Handbook of Mathematical Functions werden dieselben Polynome mit dem Symbol Lﬁsjs
bezeichnet!
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Diese Polynome besitzen den Grad n + ¢ — (20 + 1) = N, wie bereits bekannt, und
haben N positive Nullstellen (Knoten). Thr Argument ¢ wird geméf der im vorherigen
Abschnitt II1.5.1 vorgenommenen Skalierung gegeben durch

0 = Kr = 2m(—FE) r

me?

1
47T€0h E "
r

= — T111.5.44
na’ ( )

wobei a wieder den Bohrschen Radius (III.5.31) bezeichnet. Die vollsténdigen Radial-
funktionen des Wasserstoff-Atoms, R, ¢(r) = Tu(r), erhalten daher schlieSlich die Form

w\" . 2
Rn,f(r) = Nn,é (_r) € na Lili:—gl (n_Z) . (III545)

na

N SHINO S DD

Ihre Normierungskonstanten lassen sich mit Hilfe der Rodrigues-Darstellung

1 d r—Ss
Li(z) = z27%€* (d_) (z"e™?) (IT1.5.46)
z

berechnen (Ubungsaufgabe!); es ergibt sich

B 2 S (n—0—1)
Ny (2) o s

III.6 Der Runge-Lenz-Vektor in der Quantenmechanik

Die Losungen des klassischen Kepler-Problems, also die Trajektorien eines Teilchens in
einem Potential V(r) = —vr~!, besitzen eine Besonderheit: Alle Bahnen, die eine ,ge-
bundene Bewegung“ mit negativer Energie beschreiben, sind in sich geschlossen.!® Die
Kepler-Ellipsen préazedieren nicht; es existiert also neben der Energie und dem Drehim-
puls noch eine weitere Konstante der Bewegung. Diese weitere Erhaltungsgréfie ist der
Runge-Lenz-Vektor

A=—pxIL-2Lr, (ITL.6.1)
T

der die Dimension ,Energie x Lénge® trédgt. Wenn sich das Teilchen in dem Punkt be-
findet, der am weitesten vom Kraftzentrum entfernt ist, zeigt p'x L und damit auch A4 in
die Richtung von 7; da aber A eine Erhaltungsgrofle ist, zeigt A immer in Richtung der
groflen Halbachse der Kepler-Ellipse.

18Neben dem %—Potential gibt es nur noch ein weiteres Potential, das ebenfalls diese ungewthniche
Eigenschaft besitzt, ndmlich das des isotropen harmonischen Oszillators.
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Bei der Ubertragung dieser klassischen Erhaltungsgrofie auf das quantenmechanische

Coulomb-Problem (mit v = 4;20 fiir das Wasserstoff-Atom) ist zu beachten, dass der

Operator p’' x L nicht hermitesch ist: Man hat

- T
<]7>< L) = (5jk€pkLZ)T

J

= e Lip]
= —€ju Lo pr

= —(Lx7) . (I1L.6.2)

J

In Analogie zu der Konstruktion (IT1.4.12) des Operators des Radialimpulses erhdlt man
daher den quantenmechanischen Runge-Lenz-Operator durch die symmetrische Kombi-
nation

N 1 o o v
A=—(pxL—-Lxyp)—-r. I11.6.
<p>< Xp) T (IT1.6.3)

Dieser Operator besitzt die fo}genden Eigenschaften, die zwar elementar, aber ein wenig
miithsam nachzuweisen sind (Ubungsaufgabe!):

(i) Die Komponenten des Runge-Lenz-Vektors A kommutieren mit dem Hamilton-
Operator H = p?/2m — ~/r, also

A H|=0. (I11.6.4)

Daher ist A (neben dem Drehimpuls E) eine weitere Erhaltungsgrofle fiir das Wasser-
stoff-Atom.

(ii) In Analogie zur klassischen Mechanik gilt
A L=L-A=0. (I11.6.5)

(iii) Das Quadrat des Runge-Lenz-Vektors lisst sich durch die Erhaltungsgrofien H und
L? ausdriicken:

2
A2 =42+ EH(L2 + h?) . (IT1.6.6)

(iv) Da A ein Vektor ist, gelten in Analogie zu Gl. (IIL1.4) die {iblichen Regeln fiir die
Vertauschnung seiner Komponenten mit den Komponenten des Drehimpulsopera-
tors:

[Lj, Ak] = ih&jkgAg . (III67)
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v le Vertauschungsrelationen der Komponenten von { untereinander lauten
Die Vi h lati der K A der 1
) 2
[A;, Ay] = ihe i (——H) L. (IT1.6.8)
m

Diese Vertauschungsregeln (II1.6.8) erinnern an diejenigen des Drehimpulsoperators, sind
aber nicht ,,geschlossen”, d.h. der Kommutator zweier Komponenten von A fiihrt aus der
Menge { A1, Ay, A3} heraus. Um nun eine Menge von Operatoren zu erhalten, die in diesem
Sinne unter der Kommutatorbildung geschlossen ist, definiert man zunéchst den Operator

- —-m -
K=4/—7A I11.6.
Vamd, (IT1.6.9)

der nur auf dem Teilraum der Bindungszustinde von H wirken soll, also auf dem Raum,
der von den Zusténden negativer Energie aufgespannt wird; dieser Operator trigt ebenfalls
die Dimension eines Drehimpulses. Man beachte, dass er wegen der Eigenschaft (IT1.6.4)
hermitesch ist: Da [A: H] =0, ist es unerheblich, ob der Operator /—H links oder rechts
von den Komponenten von A auftaucht. Man hat damit eine unter Kommutatorbildung
geschlossene Menge von 6 Operatoren:

(K, K| = ihejply (wegen Gl. (IT1.6.8))
[Lj, Kk] = ihéjkgKg (Wegen Gl (III67))
[Lj, Lk] = ihéjkg[/g . (III610)

Definiert man nun die Linearkombinationen
i = 2 (E+K)
N = %(E—f?) , (IIL6.11)
so findet man dafiir die Vertauschungsregeln'?
MM = L+ K Lt Kol
= i (Lot Kot Kot L)

= ih&jkgMg s (III612)

[Nj, Ni] = —[L; — Kj, L, — K]

1

4
I

= Zlhgjke (Le — Kg — Kg —+ Lg)

= ihéjngg 5 (III613)

YMan beachte: [K;, L] = —[Lg, K;] = —ihegje Ko = +ihejre K.



I111.6 Der Runge-Lenz-Vektor in der Quantenmechanik 132

1

(M, Nl = 7 [Ly + B, Ly — K
1.
= Zlhgjkf (Lg — Kg + Kg — Lg)
~ 0. (I11.6.14)

Die Komponenten der Vektoroperatoren M und N erfiillen also die charakteristischen
Drehimpuls-Vertauschungsrelationen (I11.2.1), so dass M und N tatséichlich Drehimpuls-
operatoren sind, deren Komponenten nach Gl. (IT1.6.14) sogar miteinander vertauschen.
Die Operatoridentitit (II1.6.6) liefert nun

K? = (—ﬁ)fﬁ

2H
m. o 2 2
_ M e (14h
2]_]ry ( + ) ?
also auch
2
m i
H=————— I11.6.15
2 L2+ K2+ 12 ( )
Da weiterhin
1 — — — —
M= g <L2+K2+K-L+L-K) ,
1 L. .
N? = Z(L2+K2—K-L—L-K) , (I1L.6.16)
hat man L? + K2 = 2 (M? + N?) und daher schliefilich
2
g=_m B (I11.6.17)

2 2M? 4+ 2N2 + K2’
so dass das Spektrum der Bindungszustinde von H auf das Spektrum von M? und N?
zuriickgefiihrt werden kann.

Da die Komponenten der Drehimpulse M und N miteinander kommutieren, existieren
gemeinsame Eigenzustéinde der vier Operatoren M?, M., N? und N, . Diese Eigenzustinde
sollen hier entsprechend ihren Quantenzahlen mit dem Symbol |M, u, N, v) bezeichnet

werden. Man hat also unter Ausnutzung der allgemeinen Beziehungen (III1.2.29) und
(IT1.2.30) nun

M? M, u, N, v) RPM(M+ 1) M, u,N,v)
N?* (M, Novy = BN (N +1) |M,u, N, v)
MM, p,Nyv)y = hu|M, p, N, v)
N, M, N,vy = hw|M,uN,v) . (IT1.6.18)
Da nun M und N zwar Drehimpulse im algebraischen Sinn, aber keine Bahndrehimpulse

sind, kénnen die Drehimpulsquantenzahlen M und A ganz- oder halbzahlig sein; die
zugehorigen , magnetischen Quantenzahlen® durchlaufen die iiblichen Werte:

uw = -M, -M+1, ..., M
v o= N, -N+1, ..., N. (I1L.6.19)
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SchlieBlich wird noch die Identitét (ITI.6.5) ausgenutzt. Aus ihr erhélt man zunéchst
K-L=1L-K =0 und daher nach Gl. (IT1.6.16) auch

M? = N* . (I11.6.20)

Von allen Zustanden |[M, u, N, v) sind daher nur diejenigen mit M = N fiir das Wasser-
stoff-Atom relevant, so dass dessen Bindungszustéinde nun erneut durch drei Quanten-
zahlen charakterisiert werden: (M, u,v) anstelle von (n,¢,m). Damit kann jetzt das
Spektrum der Bindugszustédnde ohne weitere Rechnung angegeben werden: Die Gleichun-
gen (IT1.6.17) und (IT1.6.20) ergeben zusammen

2

_ _m i
HIM My = =5 4M(M+1)+1’M’“’M’”>
2

my 1

= - M7 7M7
2h? (2M+1)2‘ b M)
m e? 2 1

= —— I11.6.21
2 (4moh) (2M 4 1) Mo, Mov) (11.6.21)

mit v = . Man erhélt somit auf diese rein algebraische Weise das bekannte Spek-
trum (III. 5 28) des Wasserstoff-Atoms, wobei 2 M+1 = n die Rolle der Hauptquantenzahl
iibernimmt. Auch der ungewthnliche Entartungsgrad der Bindungszusténde wird dadurch
sofort verstindlich: Zu gegebenem Wert von M = N gibt es 2M + 1 verschiedene Werte
von g und ebenso 2M +1 verschiedene Werte von v, und daher insgesamt (2M 4 1)* = n?
Zustinde gleicher Energie, in Ubereinstimmung mit der fritheren Zahlung (IT1.5.33). Die
durch die zusétzliche Erhaltungsgrofie A ausgedriickte und durch die beiden kommutie-
renden Drehimpulse M und N formal préazisierte ,hohere” Symmetrie des Wasserstoff-
Atoms, die iiber die Rotationsinvarianz anderer Hamiltonoperatoren mit radialsymmetri-
schem Potential hinausgeht, erklért somit den ungewohnlich hohen Entartungsgrad seiner
Bindungszustinde.?

Die fiir diese Erkldrung konstruierten gemeinsamen Eigenzustéinde | M, u, M, v) stimmen
allerdings nicht mit den in Abschnitt (III.5.2) konstruierten Zusténden |n, ¢, m) iiberein:
Zwar ist |[M, u, M, v) ein Eigenzustand von L, = M, + N,, so dass dessen Eigenwerte
h(u+v) auch bei halbzahligen pu, v eine ganzzahlige magnetische Quantenzahl m = u+v
ergeben. Dagegen ist | M, y, M, v) kein Eigenzustand von L? = (M + N)2, sondern eine
Linearkombination der Eigenzustdnde |n,¢,m) mit festen Werten von n und m, aber
verschiedenen Werten von /.

20Genauer: Die Kommutatorrelationen (II11.6.12), (IIL.6. 13) (ITI.6. 14) bilden die Strukturrelationen
der Lie-Algebra von SO(4). Da H mit den Komponenten von M und N vertauscht, ist der Hamiltonope-
rator des Wasserstoff-Atoms sogar SO(4)-invariant, wogegen ein Hamiltonoperator mit einem ,normalen*
radialsymmetrischen Potential nur S O(3)—invariant ist.
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IV Néiherungsverfahren und Anwendungen

IV.1 Zustandsvektoren und ,,bra-ket“-Schreibweise

Schon in Abschnitt 1.3 wurde erkannt, dass man von der Wellenfunktion (7, t) eines
Teilchens in Ortsdarstellung durch die Fourier-Transformation

1

J(E’ t) = (27T)d/2

/ddr e’i’;"?w(ﬁ t) (IV.1.1)

zu der Wellenfunktion QZ(E, t) in Impulsdarstellung tibergehen kann. Dabei sollten (7, t)
und J(E, t) nicht als zwei verschiedene Funktionen angesehen werden, sondern vielmehr
als zwei verschiedene Darstellungen des betrachteten physikalischen Zustandes: Ebenso
wie ein Vektor ¥ in verschiedenen Basen {é;} verschiedene Darstellungen mit verschie-
denen Komponenten €; - ¥ besitzt, sind auch (7, ¢) und @(E, t) Darstellungen desselben
»Zustandsvektors“ in zwei verschiedenen Basen, ndmlich in der Orts- oder der Impuls-
basis. Haufig werden auch weitere Basen herangezogen, z.B. eine ,Energiebasis®, die aus
den Eigenfunktionen eines gegebenen Hamilton-Operators besteht. Fiir viele Uberlegun-
gen ist jedoch die konkrete Wahl des Basissystems unerheblich, weil man in erster Linie
an dem ,, Ding an sich“ interessiert ist, eben an dem Zustandsvektor.

Es ist daher sinnvoll, den Zustand eines Systems zunéchst nur durch einen abstrakten Zu-
standsvektor [i) zu représentieren, ohne die Darstellung zu spezifizieren. Aufgrund der
Forderung nach der Giiltigkeit des Superpositionsprinzips miissen diese Zustédnde einen
Vektorraum bilden, den Zustandsraum H. Um die Postulate der Quantentheorie abzu-
bilden, muss dieser Zustandsraum mit einem Skalarprodukt (- |-) ausgestattet sein: Die
Wabhrscheinlichkeit p, (|1)) dafiir, ein System, das sich in einem Zustand |¢) befindet, bei
einer Messung in einem anderen Zustand |x) zu finden, wird gegeben durch

px([9)) = [ (IV.1.2)

also durch das Betragsquadrat der Projektion von |¢) auf |x), wobei vorausgesetzt wird,
dass beide Zustédnde normiert sind. Nun wird durch die Rechenvorschrift

L, : H — C
1) = (X)), (IV.1.3)

also durch die Bildung des Skalarproduktes beliebiger Zustandsvektoren |¢)) mit dem links
stehenden, festgehaltenen |x) ein lineares Funktional L, auf dem Zustandsraum H defi-
niert, das ist eine lineare Abbildung von H nach C. Das ,links stehende® |x), also das
»(x|“, ist dann nicht mehr als ein Element von H aufzufassen, sondern als ein Element
des zu ‘H dualen Raums H*, der aus allen auf ‘H wirkenden linearen Funktionalen besteht.
Ist ‘H sogar — wie in der Quantentheorie verlangt wird — ein Hilbertraum und somit
beziiglich der vom Skalarprodukt induzierten Norm vollstéandig, so stellt die Funktional-
analysis den Rieszschen Darstellungssatz zur Verfiigung: Demnach ist H* normisomorph
zu ‘H, so dass jedes Element aus H* durch genau ein Element aus H dargestellt wer-
den kann. Es ist dann nicht mehr nétig, zwischen H und H* zu unterscheiden: Jedem
Zustandvektor [¢) entspricht ein Funktional (¢, und umgekehrt.
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Die von Dirac eingefiihrte bra-ket-Notation driickt diese Zusammenhénge symbolisch aus
und befreit sie dadurch von unnétigem mathematischen Ballast:

e [inem Zustandsvektor entspricht ein ,ket® |¢) ;
e cinem Funktional auf dem Zustandsraum entspricht ein ,bra“ (x| ;

o die Anwendung des bra (des Funktionals) auf das ket (den Zustandsvektor) ergibt
die ,bracket* (das Skalarprodukt) (x|v).

Diese Dirac-Notation ist intuitiv einfach zu handhaben und sehr suggestiv. Ist etwa |y)
ein normierter Vektor, so ist P, = |x)(x| ein Projektor, d.h. ein Projektionsoperator auf
den von |x) aufgespannten eindimensionalen Unterraum von H, denn es gilt die fiir solche
Projektoren charakteristische Identitét

Py = [x)(xI) (Xl = ) (x] = Py - (IV.1.4)

Ist weiterhin {|x,),n € N} ein vollstdndiges Orthonormalsystem, zum Beispiel das Sys-
tem der normierten Energie-Figenfunktionen eines Hamilton-Operators H, so erhélt die
aus Abschnitt 1.6.1 bekannte Vollstandigkeitsrelation die abstrakte Form

> )l =1, (IV.1.5)

die sehr anschaulich macht, was ,, Vollstandigkeit® bedeutet: Das System ist vollsténdig,
wenn die Summe der Projektoren auf alle Eigenrdume den , Eins-Operator® ergibt, so
dass jeder Zustand vollstandig durch die Summe seiner Projektionen auf die Eigenrdume
beschrieben wird.

Die Wirkung anderer Operatoren lisst sich nun mit Hilfe von Projektoren in sehr iiber-
sichtlicher Weise beschreiben. Ist H ein Hamilton-Operator mit den Eigenzusténden |x,,)
und den Eigenwerten E,, gilt also H|y,) = E,|xn), so besteht die Wirkung von H auf
einen beliebigen Zustandsvektor [¢) darin, dass der in den von |x,,) aufgespannten Eigen-
raum projizierte Anteil von |¢) mit F, multipliziert wird. Der Operator H besitzt daher
die Spektraldarstellung

H = ZEH X)Xl (IV.1.6)

wie sofort durch seine Anwendung auf die Basisvektoren |x,,) sichtbar wird:

H|Xm) =Y Enlxa) XalXm) =D En[Xn) Oum = Emlxm)  fiir allem. (IV.1.7)

Nicht nur der Bequemlichkeit, sondern vor allem auch der Ubersicht halber indiziert man
bras und kets haufig nur durch ihre Quantenzahlen und schreibt dann |n) anstelle von
|Xn). In diesem Sinne wurden bereits in Abschnitt ITI1.2 die gemeinsamen Eigenzustidnde
der Drehimpulsoperatoren L2 und L, als |¢, m) bezeichnet, ebenso bietet sich die Bezeich-
nung |n, ¢, m) an fiir einen Eigenzustand des Wasserstoff-Atoms mit Hauptquantenzahl n,
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Drehimpulsquantenzahl ¢ und magnetischer Quantenzahl m. Die Vollstandigkeitsrelati-
on (IV.1.5) erhilt dann die Gestalt

> Inynl=1. (IV.1.8)

Der bra-ket-Formalismus fiihrt auch sofort auf die Matrizenmechanik, also auf die Matrix-
formulierung der Quantenmechanik: Die zeitabhéangige Schrodinger-Gleichung

ih0)|) = Hlty) (IV.1.9)

wird nach , Multiplikation“ von links mit (n| zu

ih (n|Opby) = (n|H ) = Z (n|H|m){m|y) , (IV.1.10)

m

wobei im letzten Schritt auf der rechten Seite noch eine ,Eins eingeschoben®, d.h. die
Vollsténdigkeitsrelation (IV.1.8) ausgenutzt wurde. In dieser Gleichung wird der Opera-
tor H nun dargestellt als eine Matrix mit den Elementen (n|H|m) = H,,,, der Zustand
dagegen durch den Vektor seiner Entwicklungskoeffizienten (n|¢:) = a,(t); Matrixelemen-
te und Koeffizienten hingen natiirlich von der gewéahlten Basis ab. Die Anwendung des
Operators auf den Zustand wird dann durch die {ibliche Multiplikation seiner Matrix mit
dem Koeffizientenvektor beschrieben:

ihan(t) = Human(t) . (IV.1.11)

Diese Matrixform der Schrédinger-Gleichung ist insbesondere fiir praktische numerische
Rechnungen wichtig.

Der Dirac-Formalismus wird besonders leistungsfihig, wenn er auch auf ,,uneigentliche®
Eigenvektoren ausgedehnt wird, also auf Vektoren, die nicht im physikalischen Zustands-
raum liegen. So sei |7¥) ein Eigenzustand des Ortsoperators 7; es gelte also die Eigenwert-
gleichung %\F ) = 7|7"). Dann liefert das Skalarprodukt

(Fep) = () (IV.1.12)

nichts anderes als die iibliche Ortsdarstellung ¢ (7") des Zustandes |v), also seine Wellen-
funktion im Ortsraum, denn im Sinne der vorherigen Gl. (IV.1.2) ist nun

pe(l0)) = [{Fl)[? (IV.1.13)

die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, das System bei einer Ortsmessung am Ort 7" zu finden.
Ebenso ist

(KoY = o (k) (IV.1.14)

die Wellenfunktion des gleichen Zustandes |¢) im Impulsraum, und

17 1 ik
(F|k) = Ol et (IV.1.15)
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bezeichnet eine (uneigentliche) Impulseigenfunktion zum Impulseigenwert hk in Orts-
darstellung, also eine ebene Welle. Die Normierung wurde hier so gewéhlt, dass

oo - - 1 o - o
(K'|k) :/ddr (K'|7P)(F k) = G )d/ddr *=FT — 5k — k) - (IV.1.16)
T

Uneigentliche Eigenfunktionen werden ,auf d-Funktionen normiert“. Man beachte, dass
hier die Vollstéandigkeitsrelation in der Form

1= /ddr\mm (IV.1.17)
verwendet wurde. Auflerdem ist
=, 1 (=
(7|7 = / 5 R) () = / Atk F=T) 55— ) (IV.1.18)
T

die ,,Ortseigenfunktion in Ortsdarstellung”. Mit diesen Werkzeugen kann nun die Fourier-
Transformation auch formal als ein einfacher Basiswechsel erkannt werden: Die Trans-
formationsgleichung (IV.1.1) lautet in der Dirac-Notation ndmlich

(Flus) = / ar (FI7) (7o) (IV.1.19)

driickt also lediglich das Einschieben einer Eins geméf Gl. (IV.1.17) aus. Auch der Zu-
sammenhang der abstrakten Vollstéandigkeitsrelation (IV.1.5) mit der aus Abschnitt 1.6.1
bekannten Form (I.6.18) wird nun vollends deutlich: Bildet man die Matrixelemente der
Operatorgleichung (IV.1.5) in der Ortsbasis, erhdlt man

D F ) Xl 77y = () (IV.1.20)

n

das ist nichts anderes als die bekannte Gleichung
D xal®) X (F) = 6(F = 7). (IV.1.21)
In den folgenden Abschnitten wird diese Dirac-Notation sténdig verwendet werden.

IV.2 Rayleigh-Schrodinger-Storungstheorie

Héufig miissen Energieeigenwerte und -funktionen fiir einen Hamilton-Operator H be-
stimmt werden, der zwar nicht selbst exakt diagonalisierbar ist, der sich aber nur wenig
von einem anderen, analytisch exakt diagonalisierbaren Operator unterscheidet. Um sol-
che Fille allgemein beschreiben zu koénnen, sei nun

H=Hy+V, (IV.2.1)
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wobei die Eigenwerte ¢,, und die Eigenzustéinde |n) des ,ungestorten® Operators Hy bereits
bekannt seien:

Hy|n) = e,|n) . (IV.2.2)

Wenn nun der ,Storoperator” V als ,kleine* Korrektur zu H, aufgefasst werden darf,
ist zu erwarten, dass die Eigenwerte FE, und die Eigenzusténde |N) des vollen Operators
H = Hy+ V nur wenig von ¢, und |n) verschieden sind. Wenn man also die Stérung mit
einem dimensionslosen Parameter A multipliziert und die Operatorfamilie

H(\) = Hy + \V (IV.2.3)

fiir alle A € [0, 1] betrachtet, so sollten Eigenwerte und -funktionen von Hy = H(0) beim
,Aufdrehen“ der Storung, also bei Vergroflerung der Storstéirke von A = 0 auf A = 1, stetig
in diejenigen von H = H(1) iibergehen. Unter dieser Stetigkeitsannahme lassen sich die
gesuchten Grofien E,, und |N) nach Potenzen von A entwickeln:

E,=¢c, +\EW +XE®D 4+ |
IN) = [n) + A[NDY 4 A2 Ny + (IV.2.4)

Die Existenz solcher Potenzreihen ist jedoch nicht immer gesichert. So erhélt man niemals
die Bindungszustéande fiir ein schwach attraktives Potential durch eine Stérungsrechnung,
die ,,in nullter Ordnung“ von den Zustédnden eines freien Teilchens ausgeht. Betrachet
man etwa das attraktive 0-Potential in einer Raumdimension,

V(z) = -Wyd(x), (IV.2.5)

so tragt dieses Potential fiir jede noch so kleine Potentialstdrke Wy > 0 genau einen
Bindungszustand mit der Energie (Ubungsaufgabe!)

mWe
2n%

Dieses Resultat kann jedoch nicht durch eine konvergente Potenzreihe in W} beschrieben
werden: Der Konvergenzradius einer solchen Reihe miisste positive und negative Werte
von Wy umfassen; fiir Wy < 0, also fiir eine repulsive d-Barriere, gibt es jedoch keinen
Bindungszustand. Solche nichtperturbativen Effekte wie die Ausbildung neuer Bindungs-
zustdnde werden daher durch die folgende formale Behandlung nicht erfasst.

Es wird nun vorausgesetzt, dass die ,,ungestorten Eigenfunktionen® |n) wie tiblich normiert
sind,

B =

(IV.2.6)

(n|m) = dnm - (IV.2.7)

Es ist dann zweckméfBig, die gesuchten Eigenfunktionen |N) des gestorten Problems
vorlaufig derart zu normieren, dass die Projektion des gestérten Zustandsvektors auf den
ungestorten, aus dem er hervorgeht, Eins ergibt; also derart, dass

(n|N)y =1. (IV.2.8)
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Einsetzen der Entwicklung (IV.2.4) ergibt dann

1= (nn) + AMn|ND) + X\2(n|N®) .| (IV.2.9)
so dass
(n|[N®Y =0 firallek >1. (IV.2.10)

Die Normierung (n|N) = 1 bewirkt also, dass die als Folge der Stérung auftretenden
Korrekturen |N®) in jeder Ordnung orthogonal zum ungestérten Zustand |n) sind, aus
dem sie hervorgehen.

Setzt man nun die Entwicklungen (IV.2.4) der gesuchten gestérten Zustédnde |N) und
ihrer Eigenwerte F,, ein in die stationédre Schrodinger-Gleichung

(Ho + AV)|N) = E,|N) , (IV.2.11)

die nun den mit A\ skalierten Stéroperator V' enthélt, so hat man

<H0 + )\V) (yn> + i N ]N(j))> = <en + i N E}ﬁ) (yn> + i AP \N<’f>>> :
j=1 j=1 k=1
(IV.2.12)

Ein Vergleich der Koeffizienten der Potenzen von A auf beiden Seiten ergibt dann in nullter
Ordnung die ungestorte Gleichung (IV.2.2) zuriick,

Hy|n) = e,|n) .
In erster Ordnung von A erhélt man dagegen eine neue Gleichung;:
Ho|NDY 4V |n) = g,|[ NV + ED|n) . (IV.2.13)

Um daraus die erste Energiekorrektur EY zu isolieren und gleichzeitig die ebenfalls noch
unbekannte erste Zustandskorrektur | N) zu eliminieren, projiziert man diese Gleichung
auf den ungestorten Zustand |n). Wegen (n|Hy = ¢,(n| ergibt sich dann sofort

EY = (n|V|n) (IV.2.14)
und damit
E, =&, + X{n|V|n) + O(\?) . (IV.2.15)

Dieses iiberaus wichtige Resultat wird in der Praxis so hdufig benotigt, dass es jedem
echten Quantenmechaniker in Fleisch und Blut iibergehen wird:

Sind das Spektrum und die Figenzustinde eines ungestorten Operators H
bekannt, Ho|n) = e,|n), und sind die Voraussetzungen der Storungsrechnung
erfillt, so werden die durch eine Stérung V bewirkten Energieverschiebungen
in erster Ordnung gemdfs Gl. (IV.2.1}) gegeben durch die Diagonalelemente
des Storoperators in der ungestorten Basis.
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Vergleicht man weiter die in Gl. (IV.2.12) auftretenden Koeffizienten von A* fiir beliebige
Ordnung k£ > 1, so findet man

k—1
Ho|N®) + VIN® D) = £, |NW) 43~ ED|NE) + EW|n) . (IV.2.16)
j=1

Die Projektion dieser Gleichung auf |n), also die Skalarproduktbildung mit (n/|, fithrt unter
Ausnutzung der Orthogonalititsbeziehungen (IV.2.10) auf die rekursiv zu verwendende
Identitét

E = (n|VINEY) . (IV.2.17)

Ist also die Korrektur der Wellenfunktion in einer beliebigen Ordnung bekannt, kann mit
dieser Gleichung (IV.2.17) sofort die Korrektur der Energie in der néchsthoheren Ordnung
angegeben werden. Daraus lisst sich eine interessante Aussage herleiten: Mit [N©) = |n)
folgt

W — En = Z)\’“ = (n|[VIXNED) = X (n|V|N) . (IV.2.18)
k=1

Die gesamte Energieverschiebung AFE, = FE, — ¢, eines Eigenwertes ¢, die durch die
Storung V' (mit A = 1) bewirkt wird, also die Summe der in allen Ordnungen auftretenden
Korrekturen, ist daher gegeben durch

AE, = (n|V|N) . (IV.2.19)

Die fiir die Berechnung der gestérten Zusténde |N) benotigten Zustandskorrekturen | N *))
besitzen in jeder Ordnung k£ > 1 eine Entwicklung der Gestalt

IN®Y =S lm) (m| N®) | (IV.2.20)

wobei der Strich an der Summe andeuten soll, dass hier erneut wegen der Orthogona-
litsitsbeziehungen (IV.2.10) kein Term mit m = n auftritt, (n| N®) = 0. Die Koeffizienten
(m|N®) erhzlt man nun durch Skalarproduktbildung von Gl. (IV.2.16) mit (m| # (n| :

k—1
(m|Ho|N®)) + (m|VIN®V) = 2, (m|N®) + > " EQ (m|NE)) (IV.2.21)
j=1

Mit (m|Hy = &,,(m| ergeben sich daraus die benotigten Entwicklungskoeffizienten in der
ebenfalls rekursiven Form

k—1
(m|N®)) = (m|VINE=D) =N " ED (m|NE)) | (IV.2.22)
n-_ <m j=1

Hier wird vorausgesetzt, dass im Spektrum des ungestorten Systems keine Entartungen
auftreten, so dass keiner der ,,Energienenner” ¢, — ¢,, verschwindet; die physikalisch sehr
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bedeutsamen Anderungen des Verfahrens, die im Falle von (Fast-)Entartungen notwendig
werden, sollen spéter in Abschnitt IV.3 erlautert werden.

Die Gleichungen (IV.2.17), (IV.2.20) und (IV.2.22) definieren zusammen mit dem ,,Start-
zustand“ |[N©) = |n) den rekursiven Algorithmus der Rayleigh-Schridinger-Storungs-
theorie: In erster Ordnung, also fiir £ = 1, liefert Gl. (IV.2.17) zunéchst den schon
bekannten Ausdruck (IV.2.14) fir E". Weiterhin ergibt Gl. (IV.2.22) die Entwicklungs-
koeffizienten

(m|NW)y = (m|Vn) firm #n, (IV.2.23)

En —Em

so dass mit Gl. (IV.2.20) die erste Zustandskorrektur angegeben werden kann:

IND) Z| m'”") (IV.2.24)

n— Em

Nach FEinsetzen dieses Ausdrucks wieder in Gl. (IV.2.17) erhdlt man daraus nun den
Beitrag zur Energiekorrektur in zweiter Ordnung:

EY = (n|VIN©)
= Y (nlvim)-
- Z'W. (IV.2.25)

(m|V|n)

n-_ <m

Besonders suggestiv ist hier die zweite Zeile, wenn man sie, was bei stérungstheoreti-
schen Ausdriicken héufig sinnvoll ist, von rechts nach links liest: Das System startet im
Zustand |n) und macht unter der ersten Einwirkung der Storung V einen Ubergang in
einen ,, Zwischenzustand“ |m), von dem aus es unter der zweiten Einwirkung von V' in
den Ausgangszustand zuriickkehrt. Die gesamte in zweiter Ordnung auftretende Energie-
verschiebung ergibt sich als Summe iiber alle Zwischenzustédnde; je weiter der Zwischen-
zustand energetisch vom Anfangs- und Endzustand entfernt ist, je grofler also der Betrag
des zugehorigen Energienenners ist, desto weniger tragt er bei.

Die vorherige Gleichung (IV.2.15) kann somit nun um eine Ordnung genauer geschrieben
werden:

| mW\ﬂ)l

n— Em

E, = en 4+ X (n|V|n) + A2 Z + 0N . (IV.2.26)

Die weitere Fortsetzung dieses Verfahrens ist offensichtlich, aber miihsam. Fiir die Berech-
nung der Zustandskorrekturen in zweiter Ordnung benétigt man die von Gl. (IV.2.22)
gelieferten Koeffizienten

1
() = (VN ®) — B (m )]
€n —Em
1 / H{l
B [ lVIDAVInY -y V) (IV.2.27)
En—Em |5 En — €1 En — Em
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und findet damit

NG Z Z - m\V|l l|V|n Z - m|V|n (n|V|n) ' (IV.2.28)

— &) (En — Em)?

Dieser Ausdruck liefert sofort die Energiekorrektur in dritter Ordnung, ¢ = (n|V|N®),
mit deren Hilfe sich dann |N®)) konstruieren lisst, usw. Allerdings wird sehr deutlich,
dass die storungstheoretischen Beziehungen in hoheren Ordnungen aufgrund der Proli-
feration der auftretenden Spektralsummen sehr bald sehr unhandlich werden, so dass
man hoffen muss, brauchbare Ndherungen etwa fiir die gestorten Eigenwerte bereits in
erster oder zweiter Ordnung zu erhalten, um nicht iiber Gl. (IV.2.26) hinausgehen zu
miissen. Tatsdchlich beschréinkt man sich in den weitaus meisten Anwendungen auf die
Auswertung der Korrekturen in den niedrigsten beiden Ordnungen — héufig sogar nur in
der niedrigsten —, ohne den Beitrag der hoheren, vernachlédssigten Ordnungen auch nur
abzuschitzen.!

Ein wichtiger Punkt bleibt jedoch noch nachzutragen: Die rekursive Konstruktion der
obigen , Storungsreihen® ging aus von der technisch vorteilhaften Normierung (IV.2.8),
also von (n|N) = 1; fiir die Berechnung etwa von Matrixelementen mit den gestorten
Wellenfunktionen ist jedoch deren korrekte Normierung ,,auf Eins“ vorauszusetzen. Es ist
daher notwendig, die Zustdnde |N) zu ,renormieren®: Gilt zunéchst

(NIN) = - (IV.2.20)
so geniigt erst der renormierte Zustandsvektor

IN) = VZ|N) (IV.2.30)
der aus der Wahrscheinlichkeitsinterpretation folgenden Normierungsforderung

(NIN) =1. (IV.2.31)

Zur Berechnung der ,, Wellenfunktions-Renormierungskonstanten“ Z betrachte man nun
die Entwicklung

(NINY = (] 4+ MND 4+ 22(NO] 1+ 0% ) - (In) + AIND) + R2N) + 0(x))
= 1+ X (WNOINDY + 0N

= 14\ Z LmlVim) P + 0N . (IV.2.32)

n_gm)

1Selbst wenn man die stérungstheoretischen Formeln gedankenlos — d.h. nur in (sehr) niedriger Ord-
nung und ohne sich etwa um Konvergenzfragen zu kiimmern — benutzt, ist man in vielen Féllen damit
recht erfolgreich. Vielleicht war das einer der Griinde, der den schweizerischen mathematischen Physiker
Res Jost zu folgendem Ausspruch veranlasste:

In den 30-er Jahren beschrinkte sich das mathematische Wissen eines theoretischen Phy-
sikers unter dem demoralisierenden Finfluss der quantentheoretischen Stérungstheorie auf
eine rudimentdire Kenninis des lateinischen und des griechischen Alphabets.

(Auf Englisch zitiert von R.F. Streater und A.S. Wightman in PCT, Spin and Statistics, and All That,
W.A. Benjamin, New York, 1964.)
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Daraus erhalt man sofort

-2y % + O (IV.2.33)
oder
' [{m|VIn)|® (m|V|n)|?
5 ; ) O3 . (IV.2.34)

Die korrekt normierte , gestorte” Wellenfunktion ist daher nun

IN) = VZIN)
(m|Vn)|
_ ( Z' V|n)

_gm

O\ )) (Iny + AIND) + NN 1+ O

= |n) + AND) 4 N2 <|N<2>> _ ZW) +0(\).  (IV.2.35)

2 (en — €m)?

m

Bis einschliefllich zur ersten Ordnung ist also | V) bereits physikalisch richtig normiert; die
durch die Multiplikation mit v/Z bewirkte Renormierung tritt erst in zweiter Ordnung
auf: Man hat

_ mVn
IN®)Y = |N®?) —%Z| [Vin) (IV.2.36)

und damit im Gegensatz zu der Beziehung (IV.2.10) nun
(n|N®Y #£0. (IV.2.37)

Die Renormierung der Wellenfunktion bewirkt daher in zweiter Ordnung auch eine ,,Rich-
tungséinderung® der Korrektur. (Ubungsaufgabe!)

Die in Gleichung (IV.2.29) eingefiihrte Renormierungskonstante Z besitzt schlieflich ei-
ne bemerkenswerte physikalische Interpretation: Aus der ersten Zeile der Gleichungsket-
e (IV.2.35) erhilt man sofort die Identitét

Z = |(n|N)]? . (IV.2.38)

Wenn sich daher das System im gestorten Zustand |N) befindet, dann ist Z die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, es bei einer Messung im ungestorten Zustand |n) zu finden. Anderer-
seits ldsst sich die oben gefundene Darstellung (IV.2.33) scheiben als

_ 9 2 \m\V\nH v\ _ 9Ex

Damit ist Z auch gleich der partiellen Ableitung der gestorten Energie F, nach der un-
gestorten Energie €,,, wobei die Matrixelemente des Storoperators und alle €, mit m # n
festgehalten werden. Man kann zeigen, dass diese Aussage sogar in allen Ordnungen von
A exakt giiltig ist.
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IV.3 Erweiterungen der Storungstheorie
IV.3.1 Storungstheorie fiir entartete Zustinde

Die Rayleigh-Schrodinger-Stérungsreihen fiir die gestorten Energieeigenwerte E,, und die
zugehorigen gestorten Eigenzustinde |N) enthalten in den Beitrdgen der einzelnen Ord-
nungen Summen iiber Faktoren der Form (m|V|n)/(e, — €,) und konvergieren daher
— sofern sie konvergieren — umso schneller, je kleiner die Matrixelemente (m|V|n) des
Storoperators und je groBer die Betrdge der Energienenner (g, — &,,) sind. Wenn jedoch
zwei (oder mehrere) ungestorte Zusténde |n) und |m) entartet sind, so dass &,, = &,,, oh-
ne dass das Matrixelement (m|V'|n) verschwindet, muss die Stérungsrechnung modifiziert
werden, da bereits der nach Gl. (IV.2.25) berechnete Beitrag E? der zweiten Ordnung zur
Energiekorrektur divergiert. Dieses Problem ist keineswegs kiinstlich: Es tritt bereits auf,
wenn man die Reaktion der vier entarteten 2s- und 2p-Zusténde des Wasserstoff-Atoms
auf ein auleres elektrisches Feld untersucht, also den Stark-Effekt des Wasserstoff-Atoms
fiir die Zusténde mit der Hauptquantenzahl n = 2.

Es seien also nun d Eigenzustédnde eines ungestorten Operators Hy exakt entartet, so dass

Ho|na) = enlng) fira=1,...,d. (IV.3.1)

Wenn dann (n,|V|ng) # 0 fiir a # (3, erscheinen die im vorherigen Abschnitt hergeleiteten
Beziehungen unbrauchbar. Allerdings ist nun auch jede beliebige Linearkombination der
entarteten |n,) ein Eigenzustand von Hy mit Eigenwert ¢,,. Wechselt man daher von den
gegebenen |n,) zu denjenigen Linearkombinationen

d
[75) = Y Saplna) , (IV.3.2)

die den Storoperator im entarteten Unterraum diagonalisieren, dann ist
(n|Ving) =0 fir a#p5, (IV.3.3)

und die vorher divergenten Terme der formalen Storungsreihen treten nicht mehr auf, da
verschwindende Nenner nun immer von verschwindenden Zahlern begleitet werden. Die
erste Aufgabe bei der Durchfiihrung einer Storungsrechnung fiir entartete Zusténde be-
steht also in der Ermittlung der ,richtigen Linearkombinationen“ (IV.3.2) der urspriing-
lich gegebenen entarteten Zusténde |n,), also in der Diagonalisierung der d x d-Matrix
Vag = (na|V|ng): Da diese Matrix hermitesch ist, existiert eine unitére d x d-Matrix S
mit der Eigenschaft, dass

S'VS=D (IV.3.4)

diagonal ist; die Spalten von S bilden die Eigenvektoren von V. Schreibt man ndmlich
diese Matrixgleichung in Komponenten aus,

Z oV Sus = (3 (S )V (Zs,,ﬁ\n,,)zz)aaaﬁ, (IV.3.5)

I
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so sieht man, dass die Multiplikation der urspriinglich gegebenen Zusténde |n,) mit den
Komponenten 5,3 der durch 8 indizierten Eigenvektoren und Summation iiber v gerade
die benotigten Linearkombinationen (IV.3.2) ergeben.

Durch diese ,,Vordiagonalisierung“ des Storoperators in dem Unterraum der entarteten
Zustinde werden diese entarteten Zustédnde entkoppelt, indem die durch die Stérung her-
vorgerufene Wechselwirkung zwischen ihnen effektiv eliminiert wird; ein Zustand |n,)
,splrt® die energiegleichen Zustdnde |ng) nicht mehr. Daher kann man nun bei der Be-
rechnung des gestorten Zustandes, der sich aus |n,) heraus entwickelt, alle [ng) mit § # «
ignorieren: In erster Ordnung hat man fiir A = 1 einfach

| Na +Z |m mW!%) : (IV.3.6)

_5m

die zugehorigen gestorten Energien werden in zweiter Ordnung gegeben durch

= ep + (Na|VNa) Z M : (IV.3.7)

En —Em

Ey,

o1

In diesen beiden Beziehungen signalisiert das ,gestrichene Summenzeichen®, dass hier
der gesamte entartete Unterraum von der Summation iiber m auszunehmen ist, so dass
nun die Energien ¢, aller Zwischenzustdnde |m) von der Energie €, des betrachteten
Zustandes |n,) verschieden sind.

Die Gl. (IV.3.7) zeigt auch, dass die Energieverschiebungen der urspriinglich entarteten
Zustédnde in erster Ordnung durch die Eigenwerte der Matrix des Storoperators in dem
entarteten Unterraum gegeben werden, die in Gl. (IV.3.5) mit D, bezeichnet wurden.
Die bisherigen Uberlegungen lassen sich daher wie folgt zusammenfassen:

Ist ein Eigenwert eines ungestorten Operators Hy entartet, so wird die ,Auf-
spaltung® dieser Eigenwerte unter dem Finfluss einer Stérung V in erster
Ordnung durch die Eigenwerte der Matrixz des Storoperators in dem entar-
teten Unterraum beschrieben. Fir die Weiterfiihrung der Storungsrechnung
in hoheren Ordnungen bendtigt man diejenigen Linearkombinationen der un-
gestorten entarteten Zustinde, die den Storoperator in dem entarteten Unter-
raum diagonalisieren. Fiir diese ,richtigen Linearkombinationen® gelten dann
die tblichen Rayleigh-Schridinger-Storungsrethen, wobei der gesamte entar-
tete Unterraum aus jeder Spektralsumme ausgeschlossen wird, so dass keine
verschwindenden Nenner auftreten.

Wie bereits erwihnt finden diese Uberlegungen eine wichtige Anwendung bei der Er-
klarung des Stark-Effekts beim Wasserstoff-Atom: Wahrend dessen Grundzustand ledig-
lich einen , quadratischen“ Stark-Effekt zeigt, also eine Verschiebung der Grundzustands-
energie erst in zweiter Ordnung in der elektrischen Feldstirke auftritt, zeigen die ange-
regten Niveaus mit Hauptquantenzahlen n > 2 aufgrund ihrer Entartung einen , linearen®
Stark-Effekt, also eine Aufspaltung bereits in erster Ordnung. (Ubungsaufgabe!)

Die obige Argumentation ging aus vom Entartungspunkt A = 0. Es ist jedoch sehr instruk-
tiv, dariiber hinaus exakte Beziehungen fiir die Eigenwerte und Eigenzusténde sogar der
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gesamten Operatorfamilie H () herzuleiten. Dazu nun zunichst eine Voriiberlegung: Es
sei H(A) ein von einem Parameter A abhéngiger Hamilton-Operator mit nicht entarteten
Eigenwerten E,()). Es gelte also?

H(A) [n(A)) = En(A) [n(A)) (IV.3.8)
oder
E,(A) = (n(N)|H(N)|n(N)) . (IV.3.9)

Fiir die Anderung der Eigenwerte mit dem Parameter liefert die Produktregel dann

oK,  ,0n on OH
= (G + (IS + (ol )
on on OH
= & (G + (13D ) + G (v.3.10)

Da weiterhin die Eigenzustédnde normiert sind, gilt

(n(A)n(A) =1 fir alle A | (IV.3.11)
so dass
on on
(ﬁ|n> + (n\a> =0, (IV.3.12)

und Gl. (IV.3.10) reduziert sich auf

OE,(\) DH(\)
22 = 5, (V) (IV.3.13)

Diese einfache, aber wichtige Beziehung wird als Hellmann-Feynman-Theorem bezeich-
net: Sie erlaubt die Berechnung der Ableitung der Eigenwerte eines parameterabhidngigen
Hamilton-Operators ohne Berechnung der Ableitung der Eigenfunktionen.

Im néchsten Schritt sei nun wie vorher H(\) = Hy + AV; die Eigenzustiande |n(\)) und
|m(\)) seien nur fiir A = 0 entartet. Dann ist

(m(N)[Ho + AVIn(A)) = En(A) (m(A)[n(A)) = Em(X) (m(A)[n(X)) ; (IV.3.14)
das verlangt

(m(A)|n(A\)) =0 fiir alle A # 0, (IV.3.15)
was natiirlich bereits aus Abschnitt 1.6.1 bekannt ist. Differentiation dieser Gleichung

(m(\)|Hy + AV]n(\)) = 0 (IV.3.16)

2Logisch richtiger, aber unschéner, wire hier die Notation |n)(\).
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ergibt nun

om on
(mlVIn) + Bu( S ml5) =

fiir A — 0, also am Entartungspunkt von F, und FE,,, hat man daher

[n) + Em(m 0; (IV.3.17)

(m(O)[VIn(0)) + E,(0) (@Z”w (m %>)N:o. (IV3.18)

Wegen Gl. (IV.3.15) und aus Stetigkeitsgriinden verschwindet die runde Klammer auch
fiir A = 0, so dass schliellich

(m(0)[V[n(0)) =0. (IV.3.19)

Das ist die entscheidende Aussage: Wenn man zwei fiir A # 0 aufgespaltene Zusténde
[n(A)) und |m(A)) stetig zum Entartungspunkt A = 0 zuriickverfolgt, dann verschwinden
die Matrixelemente des Storoperators zwischen |n(0)) und |m(0)). Oder umgekehrt: Damit
im Falle einer Entartung bei A = 0 die der Storungsrechnung zugrunde liegende Stetig-
keitsannahme erfiillt werden kann, sind in nullter Ordnung die Zusténde so zu wihlen,

dass sie den Storoperator im Entartungsraum diagonalisieren; das entspricht genau der
Botschaft der vorherigen Gl. (IV.3.5).

IV.3.2 Storungstheorie fiir fast entartete Zustéinde

Es sind nicht nur exakte Entartungen, die die Konvergenz der Stérungsreihe gefahrden:
Wenn zwei oder mehrere Energieeigenwerte ¢,, des ungestorten Operators Hy nahe benach-
bart sind, enthélt die Storungsreihe ,kleine Nenner® und kann daher — wenn iiberhaupt
— nur sehr langsam konvergieren. In einem solchen Fall versucht man, den , gefahrlichen®
Teil der Storung exakt zu behandeln. Das Prinzip wird bereits deutlich, wenn nur zwei
der Hy-Eigenzusténde, |n) und |m), energetisch eng benachbart sind. Man geht dann aus
von der Zerlegung

V= ZI iVl =Vi+Va, (IV.3.20)

wobei V) die Wirkung des Storoperators nur in dem von den fast entarteten Zustdnden
aufgespannten Unterraum beschreibt:

Vi = [n)(n|Vn)(n] + [n)(n|V|m) (m| + [m)(m|V]n)(n] + [m) (m|V[m) (m| . (IV.3.21)

Im ersten Schritt miissen dann die ezakten Eigenzustinde und Eigenwerte des Operators
Hy = Hy + V; gefunden werden; danach kann in einem zweiten Schritt der Effekt der
verbleibenden, nunmehr harmlosen Stérung V5, mit Hilfe der iiblichen Stérungsrechnung
behandelt werden. Kurz: Man startet nicht mehr von der gewohnten Aufteilung (IV.2.1),
sondern von

H=(Ho+Vi)+Vy = Hy+ Vs (IV.3.22)
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Fiir einen Hy-Eigenzustand |i) mit i # n, m gilt, da der Operator V4 nur in dem von den
fast entarteten Zustdnden |n), |m) aufgespannten zweidimensionalen Unterraum wirkt, die
Beziehung Vi |i) = 0, also ist |i) auch Eigenzustand von Hy. Dagegen sind offensichtlich |n)
und |m) keine Eigenzusténde von H,. Um das gesamte Spektrum und alle Eigenfunktionen
von Hy angeben zu kénnen, miissen noch diejenigen Linearkombinationen von |n) und |m)
gefunden werden, die ﬁo in dem fast entarteten Unterraum diagonalisieren: Zu losen ist
daher das Eigenwertproblem

H, <u|n> + v\m>) = §<u|n> + v|m)) . (IV.3.23)

Konstruktionsgeméafl gilt nun

Holn) = euln) + |n)(n|V|n) + |m){m|V |n)

= cWn) + (m|V|n) |m) , (IV.3.24)
wobei i) = g, + (n|V|n) gesetzt wurde. Ebenso ist
Ho|m) = eW|m) + (n|V|m) |n) . (IV.3.25)

Damit tibersetzt sich das Eigenwertproblem (IV.3.23) in die Matrixgleichung

<<m7€)\n) <n|;£/,t|>m>> (z) = g(if) - (IV 3.26)

Fiir die Berechnung der gesuchten Eigenwerte € ist es rechentechnisch sehr hilfreich, die
hier auftretende Matrix explizit in ihre Spur und einen spurfreien Anteil zu zerlegen. Man
schreibt also

<%(eﬁ)+—eﬁb-+%<eﬁ>——e%5~—é’ (n[V|m) ) (u) _

(m|V|n) LeW +e) = 1(e) ey —¢

und erhélt &, durch Nullsetzen der Determinante: Man hat sofort

1) 4 () 2 1\ ?
En’ + Em ~ En" —E&Em
<T B 5) B <T> — (n|VIm)]> =0,

und findet damit

~ 1 1
%25@9+#0i¢ﬂ#%w9fﬂmwmw. (IV.3.27)

Falls das Kopplungsmatrixelement (n|V|m) verschwindet, stimmen £, und £_ mit el
und £ iiberein. Wenn dagegen (n|V|m) # 0, wird der Abstand der beiden gestorten

Eigenwerte grifier als ’8511) — e |:
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Nahe benachbarte Figenwerte von Zustinden, die durch eine Stérung gekoppelt
werden, stofien sich ab.

Dieser sehr wichtige Befund wird veranschaulicht, wenn man das Kopplungsmatrixelement
(n|V|m) mit einem dimensionslosen Parameter p skaliert: Dann beschreiben die beiden
Eigenwerte (IV.3.27) einen Kegelschnitt, nimlich die beiden Zweige einer Hyperbel. Hingt
nun der gegebene Hamilton-Operator von mehreren Parametern p; ab, so iibertréigt sich
diese Abhingigkeit auf seine Eigenwerte und Matrixelemente. Schreibt man Gl. (IV.3.27)
in der Form

5 = —(5511) +€,(ﬁ)) 4 \/i (55}) _ 55,11))2 + Re<<n‘V‘m>>2 + Im((n\V\m>>2 ;

IV.3.2
5 (IV.3.28)

so wird sichtbar, unter welchen Bedingungen bei einer Verédnderung dieser Parameter eine
Uberkreuzung der beiden Eigenwertzweige und somit eine Entartung auftreten kann: Im
Falle eines reellen Hamilton-Operators, also eines Operators mit nur rein reellen Matrix-
elementen, miissen dazu zwei Quadrate unter der Wurzel in Gl. (IV.3.28) einzeln zum
Verschwinden gebracht werden; das erfordert die unabhéngige Variation von zwei Para-
metern. Im Falle eines komplezen Hamilton-Operators kann eine Entartung sogar erst
durch die unabhéngige Variation von drei Parametern erzwungen werden. Diese Aussage
ist als Wigner-Neumann-Theorem bekannt:

Sofern die Matrizelemente eines reellen Hamilton-Operators nicht aus Sym-
metriegrinden verschwinden, ist zur Erzielung einer Entartung die simulta-
ne Variation von zwei unabhdingigen Parametern erforderlich; ein komplexer
Operator verlangt die simultane Variation von sogar drei unabhdingigen Para-
metern.

Beschrankt man sich auf reelle Operatoren und betrachtet die Fléachen, die von den beiden
Eigenwerten £ in Abhingigkeit von zwei Parametern p; und p, in der Umgebung des
Entartungspunktes gebildet werden, so zeigen die vorherigen Uberlegungen, dass diese
beiden Eigenwertflichen die Topologie eines Doppelkegels mit gemeinsamer Spitze, also
eines Diabolos besitzen miissen; der Entartungspunkt wird daher auch als ,diabolischer
Punkt“ bezeichnet. Wenn man nun, wie in der Abbildung (IV.1) skizziert, bei festgehal-
tenem Parameter p, den anderen Parameter p; variiert, so folgen die beiden Figenwerte
dem bereits in Gl. (IV.3.27) erkannten Kegelschnitt und verlaufen auf zwei hyperbel-
artigen Kurven. Man findet daher im generischen Fall ein ,avoided crossing*, das heift
eine , vermiedene Kreuzung®“ der beiden Eigenwerte. Nur in dem untypischen Fall, dass der
festgehaltene Parameter so eingestellt wurde, dass die Variation des anderen genau iiber
den diabolischen Punkt fiihrt, wird die Entartung bei der Variation von p; sichtbar; sofern
jedoch der feste Parameter ,,blind“, also zuféallig gewéhlt wurde, ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir vom Mafl Null.

IV.3.3 Beispiel: Bandbildung in schwachen periodischen Potentialen

Ein Anwendungsbeispiel, in dem die ,, AbstoBung® nahe benachbarter Eigenwerte entschei-
dende physikalische Konsequenzen hat, erhélt man fiir ein Teilchen in einem schwachen
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N — Diabolischer Punkt

LSS — . “avoided crossing”

-
L

D1

Abbildung IV.1: Zum Wigner-Neumann-Theorem: In der Ndhe eines nicht symmetrie-
bedingten Entartungspunktes zweier Eigenwerte eines reellen Hamilton-Operators bilden
diese beiden Eigenwerte, als Funktion von zwei Parametern p; und ps aufgefasst, einen
Doppelkegel aus. Wird bei festgehaltenem Parameter p, der andere Parameter p; variiert,
so verlaufen die beiden Eigenwerte auf dem zugehorigen Kegelschnitt und bilden daher
eine vermiedene Kreuzung aus, sofern nicht ps exakt dem diabolischen Punkt entspricht.

periodischen Potential V' (z), das hier als eindimensional vorausgesetzt werden soll. Eben-
so wie schon in Abschnitt I1.4 sei a die Gitterkonstante, so dass V(x) = V(x + a). Nach
N Gitterzellen werden periodische Randbedingungen an die Wellenfunktionen o(z) des
Teilchens gestellt, so dass

o(x) =p(xr+ L) fir L = Na ; (IV.3.29)

fiir N > 1 wird der Einfluss der Randbedingungen vernachléssigbar. Vorausgesetzt wird
weiterhin, dass das Potential so schwach ist, dass die Eigenfunktionen des freien Teilchens
als Ausgangspunkt der Stérungsrechnung gewiihlt werden koénnen.® Die ,ungestorten
Wellenfunktionen“ gp,(co) (z) im Sinne von Abschnitt IV.2; also die Eigenfunktionen des
Hamilton-Operators mit V' = 0, sind dann einfach die normierten ebenen Wellen,

() L ke
T) = e IV .3.30
wobei die Wellenzahl k durch

2
k=1— IV.3.31
. (1V.331)

mit einer ganzen Zahl [ = 0,+1,+£2,... gegeben wird, so dass die periodischen Rand-
bedingungen erfiillt werden.* Entsprechend sind die ,ungestérten Energien“ einfach die

3Dieser storungstheoretische Zugang zur Quantenmechanik in periodischen Potentialen, der von den
Zusténden eines freien Teilchens ausgeht, wird in der Festkorperphysik als weak binding approximation
bezeichnet. Der komplementére Ansatz, der von den Zustédnden von in den einzelnen Gittermulden stark
gebundenen Teilchen startet, liefert die ebenfalls sehr wichtige tight binding approximation.

4Man beachte, dass das ,,Netz“ der zulissigen Werte von k fiir grofe L beliebig fein gemacht werden
kann. Die Einfithrung der periodischen Randbedingungen dient also in erster Linie dazu, das k-Kontinuum
des freien Teilchens zu diskretisieren.
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zugehorigen Eigenwerte des Operators der kinetischen Energie,

h2k?
€ = . (IV.3.32)
2m
Da die Storung V periodisch in x ist mit der Periode a, kann sie geméfl
— Z elnke s (IV.3.33)
in eine Fourier-Reihe mit den Koeffizienten V,, entwickelt werden, wobei K = =X in Anleh-

nung an die fritheren Uberlegungen in Abschnitt I1.4 die Ausdehnung der Brlllouln—Zone
im k-Raum angibt.? Die Matrixelemente des Stéroperators erhalten daher die Form

(K'|V|k) = Z V, — / da el(h=kFnk)z Z Vi Ot htm (IV.3.34)

n=—oo n=—oo

so dass das periodische Potential nur Zusténde des freien Teilchens ,verbindet®, deren
Wellenzahlen sich um ein ganzahliges Vielfaches von K unterscheiden:

(k+nK|V|k) =V, . (IV.3.35)

Fiir die meisten Werte von £ sind nun die zugehorigen ungestérten Energien €, und gy px
deutlich voneinander verschieden, so dass keine (Fast-)Entartung vorliegt und die iibliche
Form der Rayleigh-Schrodinger-Stérungstheorie nach Abschnitt IV.2 herangezogen wer-
den kann. In diesem Fall ergeben sich die ,,gestorten Wellenfunktionen“ nach Gl. (IV.2.24)
in erster Ordnung von V' zu

1) _ 1k'a: 1(k+nK Vn
— JRE— —|— - -
o (@) Z Ek — Ekink
— 1 + ean$ n
\/_ ( Z €k — Ek+nK
Ly

= NG e u(x) , (IV.3.36)
wobei die hier definierten Funktionen wug(z) offensichtlich periodisch in = sind mit der
Periode a des Potentials, uy(z) = ug(x + a), so dass schon diese stérungstheoretischen
Néherungen das in Abschnitt I1.4 formulierte Bloch-Theorem respektieren, dem die ex-
akten Eigenfunktionen geniigen miissen. Die Standardformel (IV.2.25) liefert die entspre-
chenden gestorten Energieeigenwerte in zweiter Ordnung;:

Val®

— Ek4nK

EP (k) —ek+vo+z
n;éO

(IV.3.37)

5Diesem eindimensionalen Modell liegt ein periodisches Gitter mit Gitterpunkten bei z; = la zugrunde,
l =0,+£1,£2,...; der ,Vektor* K spannt das zugehorige ,reziproke Gitter® im k-Raum auf. Bei der
Ubertragung dieser Uberlegungen auf hohere Raumdimensionen bendtigt man anstelle von K geeignete
Basisvektoren des dem dann betrachteten d-dimensionalen Gitter reziproken Gitters.
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Ist allerdings k ~ —%, also fiir Werte von k im Zentrum (fiir gerades n) oder am Rande
(fiir ungerades n) einer Brillouin-Zone, hat man die ungefihre Gleichheit

R nK\® R [ nK ?
~ — - _ [ K ~ I .
Ek om ( B ) om ( 9 +n ) Ek+nK ( V.3 38)
und damit eine Fast-Entartung — bei genauer Gleichheit k£ = —% sogar eine echte
Entartung —, die die iibliche Form der Storungsrechnung aufgrund der dabei auftre-

tenden kleinen Energienenner unbrauchbar macht. Dagegen bietet sich genau die in Ab-
schnitt IV.3.2 untersuchte Form der Storungsrechnung fiir fast entartete Zustdnde an:
Diese verlangt nach Gl. (IV.3.26) die Diagonalisierung der exakten Hamilton-Matrix im
Unterraum der beiden (fast) entarteten Zustdnde, hier also von

er + Vo vy
Vn Ek4+nK + ‘/0
b 10 %(6k — Ek4nK) Va :
— |:§(€k + €k+nK) + %:| (O 1) + ( Vn —%(&fk — 5k+nK) 7

die Eigenwerte dieser Matrix beschreiben die Energien der gekoppelten Zustéande, die sich
unter dem Einfluss der Stérung ausbilden:

- 1 1
€i(k) = 5(&; + 5k+nK) + Vo £ \/Z(&g — 5k+nK)2 + ‘VHP . (IV.3.39)

Hinreichend weit entfernt vom Entartungspunkt, ndmlich fiir |ex — exini| > |Vi|, hat
man einfach €, (k) = e + Vo und €_(k) = erinix + Vo, entsprechend den Vorhersagen
der ,normalen® Storungstheorie in erster Ordnung. Am Entartungspunkt der ungestorten
Zusténde, also fiir £ — —n%, findet man dagegen

ex(k) ~ ext+ Wt V| - (IV.3.40)

Anstelle der urspriinglichen Kreuzungspunkte der ungestorten Energieparabeln (IV.3.32)
fithrt die durch das periodische Potential bewirkte Abstoung der Eigenwerte nun zu einer
Energieliicke der Grofle

A, =2[V,| . (IV.3.41)

Wie die nachfolgende Abbildung IV.2 verdeutlicht, erklart dieses ,, Aufbrechen* der un-
gestorten Energieparabeln unter dem Einfluss der periodischen Stérung und die Aus-
bildung von vermiedenen Kreuzungen genau nach dem zuvor schon in Abbildung IV.1
skizzierten Szenario das Entstehen von FEnergiebindern und verbotenen Zonen im Spek-
trum eines quantenmechanischen Teilchens in einem periodischen Potential; die Rolle des
Parameters p; in der fritheren Abbildung IV.1 wird hier von der Wellenzahl k {iber-
nommen. Zwar sind die in diesem Abschnitt erzielten Resultate im Unterschied zu den
exakten Resultaten fiir das in Abschnitt I1.4 behandelte sehr spezielle Modellpotenti-
al ,nur® storungstheoretischer Natur, aber sie sind sehr allgemein konnen daher sofort
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auf jedes konkrete periodische Potential angewandt werden. Insbesondere liefert die Glei-
chung (IV.3.41) eine wertvolle Abschitzung: Indiziert man die Binder eines eindimensio-
nalen periodischen Potentials, nach aufsteigender Energie geordnet, mit n =1,2,3,..., so
wird die Breite A, = 2|V,,| der Liicke zwischen den Béndern n und n+ 1 durch den n-ten
Fourier-Koeffizienten des Potentials bestimmt.® Vor allem aber liefern die Uberlegungen
dieses Abschnitts jenseits aller Formeln auch eine Einsicht in eigentlichen Mechanismus,
der der Bandbildung zugrunde liegt.

E E

Abbildung IV.2: Entstehung von Energiebindern und verbotenen Zonen in einem peri-
odischen Potential V(z) = V(z + a): Fiir k = —™ (hier n = —1) schneiden sich die um
ganzzahlige Vielfache von K = 27” gegeneinander versetzten Energieparabeln eines freien
Teilchens. Unter dem Einfluss der Stérung, also des periodischen Potentials, brechen diese
Kreuzungen auf und werden zu vermiedenen Kreuzungen wie in Abbildung IV.1, wobei
die Breite einer so entstehenden verbotenen Zone ndherungsweise durch den doppelten
Betrag des zugehorigen Fourier-Koeffizienten des Potentials gegeben wird.

IV.4 Brillouin-Wigner-Storungstheorie

Die Rayleigh-Schrodinger-Storungstheorie liefert fiir die gestorten Zusténde in héheren
Ordnungen recht komplizierte Ausdriicke. Eine andere Form der Stérungsreihe, die auf
Brillouin und Wigner zuriickgeht, bringt die Struktur der gestérten Zusténde klarer zum
Ausdruck. Ausgangspunkt dafiir ist die volle Schrodinger-Gleichung

MV |N) = (E, — Hy)|N) ; (IV.4.1)

SEin Beispiel fiir die Anwendung dieser Beziehung: Fiir das in Abschnitt 1.4 vorgestellte optische
Gitterpotential V (z) = ¥ cos(2kz) erhélt man sofort die Abschéitzung Ay ~ V /2. Fiir den realistischen

Fall V = 5 ER, fir den die Bandstruktur in Abbildung I1.14 dargestellt wurde, ist das noch in guter
Ubereinstimmung mit der exakten Breite der untersten Bandliicke, A; = 2.441 Eg, obwohl ein solches
Gitter bereits recht tief ist. Man beachte aber, dass die Berechnung der Breiten der Liicken zwischen den
héheren Béndern im Rahmen der der Gleichung (IV.3.41) zugrunde liegenden Zwei-Zustands-Ndherung
nicht mehr moglich ist. Diese Berechnung erfordert die explizite Beriicksichtigung auch der anderen
Zusténde, die die verbleibende Storung V, in Gl. (IV.3.22) ergeben.
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Skalarproduktbildung mit (m| liefert
Mm|V|N) = (E, — &,){m|N) . (IV.4.2)

Mit der schon in Abschnitt IV.2 benutzten Normierung (n|N) = 1 erhélt man daraus
insbesondere fiir m = n die bereits bekannte Gleichung (I'V.2.19) fiir die gesamte durch
die Storung verursachte Energieverschiebung zuriick:

E, — e, = AM(n|V|N) . (IV.4.3)
Nun hat man die Entwicklung

~ ; [m)(m|N) = |n) (n|N) +; [m)(m|N) | (IV .4.4)

=1

deren Koeffizienten ebenfalls aus Gl. (IV.4.2) abgelesen werden kénnen:

(m|VIN)
N)=\———"-+=. IV.45
(mIN) = A T (IV.4.5)
Also erfiillen die gestorten Zusténde |N) die exakte Beziehung
VIN)
|n+A§ |m m" (IV.4.6)

_é‘m

Diese Gleichung bildet die Gundlage der Brillouin-Wigner-Storungsreihe. Auf den ersten
Blick scheint sie nur begrenzten Wert zu haben, da sie auch auf der rechten Seite noch die
gesuchten Zustédnde |N) enthélt. Aber gerade deswegen kann man diese Gleichung sehr
leicht iterieren, also ,in sich selbst einsetzen“: Man erhélt dadurch sofort die Reihe

N) = ) + )\Z\ AmlVin)

_é‘m

Vim) (m|V]|n)
)\2 |
+ Z 7 —¢€; By —enm

kW\J) (VIm) (m[V|n)
A3 k)
+ Z‘ nw—€x Bn—¢; By —en

k,j,m

o, (IV.4.7)

deren Terme einfach in geschlossener Form angegeben werden konnen, allerdings noch die
gesuchten Energien F,, der gestorten Zusténde enthalten. Daher ist diese Reihe (IV.4.7)
keine einfache Entwicklung nach Potenzen der Storstérke A, denn auch FE, hingt noch
von A ab. Entwickelt man jedoch auch die Energienenner nach Potenzen von A, so erhélt
man die Rayleigh-Schrodinger-Storungsreihe zuriick: Aus Gl. (IV.4.3) folgt die bekannte
Beziehung

E, =¢c, + Xn|VIn) + O(N\?), (IV.4.38)
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also hat man weiter

1 1
Enmem  (ey =) (142282 1 0())
B (1 - M) + O(\?) (IV.4.9)
En — Em En — Em

und damit auch

IN) = |n) + /\Z\ _6m( A%) (m|V|n)

J|V\m (m|V]n)
AQ
+ Z | n—& &n—Em

+ O(A3) : (IV.4.10)

Das ist genau der aus der Rayleigh-Schrodinger-Theorie bekannte Ausdruck (IV.2.28),
wie erwartet.

Der Umstand, dass in der Brillouin-Wigner-Reihe (IV.4.7) noch die gesuchten Energi-
en F, der gestérten Zustdnde |N) auftauchen, ist nicht unbedingt von Nachteil, da es
dadurch moglich wird, nichtlineare Gleichungen zur Bestimmung von FE, aufzustellen.
Bricht man diese Reihe etwa nach den ersten beiden Termen ab, erhalt man

E,—¢e, = X{n|V|N)
2
A (n|V|n) +/\2Z M; (IV.4.11)

_é‘m

Q

die Losung einer solchen nichtlinearen Gleichung fiir £, kann erheblich genauer sein als
das Resultat einer Potenzreihenentwicklung in niedriger Ordnung. Also insgesamt: Die
Brillouin-Wigner-Storungstheorie verlangt mehr Fingerspitzengefiihl als die eher ,,mecha-
nisch* aufzustellende Rayleigh-Schrodinger-Storungsreihe, kann dafiir aber in den Féllen,
in denen sie gut handhabbar ist, deutlich méchtiger sein.

IV.5 Das Ritzsche Variationsverfahren

Wihrend die Storungsrechnung gut geeignet ist, in der Storstéirke stetige ,, Antworten* auf
eine kleine Stérung zu erfassen, werden dariiber hinaus auch nichtperturbative Verfahren
fiir diejenigen Félle benotigt, in denen eine scheinbar kleine Storung eine keineswegs kleine
Auswirkung hat, so dass die Stetigkeitsvoraussetzung der Stérungstheorie nicht erfiillt
werden kann. Ein besonders einfaches und nicht zuletzt deswegen besonders wichtiges
solches Verfahren, das Ritzsche Varitationsverfahren, beruht auf folgendem Lemma:

Fiir alle Zustandsvektoren |1) # 0 gilt die Ungleichung

([ H[p)
(Y1)

wobei Ey die Grundzustandsenergie des Hamilton-Operators H bezeichnet.

> [y, (IV.5.1)
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Der Beweis dieser Ungleichung (IV.5.1) wird sehr einfach, wenn man von der Spektral-
darstellung des Hamilton-Operators ausgeht: Aus

H=>"|n)E,(n| (IV.5.2)

folgt fiir beliebiges ) # 0 sofort
WlH) = (@ln)E(nlv)

n

> Eo Y _(¥[n)(n|y)

— By(ely) (1V5.3)

das ist die Behauptung.

Wé&hlt man also irgendeine Versuchsfunktion [¢), so liefert die linke Seite der Unglei-
chung (IV.5.1), die als Rayleigh-Quotient bezeichnet wird, immer eine strenge obere
Schranke fiir den exakten Wert der Grundzustandsenergie FEj. Je besser die Versuchs-
funktion mit dem tatsichlichen Grundzustand iibereinstimmt, umso weniger sollte die
mit ihr ermittelte obere Schranke von dem tatséchlichen Wert von E, abweichen. In der
Praxis versucht man daher eine Funktion zu erraten, die den unbekannten Grundzustand
moglichst gut beschreibt und noch von einem oder mehreren Parametern abhédngt. Dann
werden diese Parameter so bestimmt, dass der Rayleigh-Quotient minimal wird; das so
erhaltene Minimum liefert die bestmdogliche Ndherung fiir die Grundzustandsenergie, die
im Rahmen des benutzten Variationsansatzes erhalten werden kann.

B  Beispiel: Der anharmonische Oszillator

Ein sehr instruktives Beispiel fiir dieses Verfahren liefert der eindimensionale anharmoni-
sche Oszillator, dessen Hamilton-Operator durch

1
H=—-—+-2*+ " (IV.5.4)
x

gegeben wird; ebenso wie schon bei der Behandlung des harmonischen Oszillators in Ab-
schnitt IT.1 wird hier die dimensionslose Koordinate (I1.1.5) verwendet. Es ist von vorn-
herein klar, dass eine Storungsreihe in A den Konvergenzradius Null haben muss: Fiir
negative \ mit beliebig kleinem Betrag kann das Potential V (x) = 22/2 + A\z* keine Bin-
dungszusténde besitzen, da dann V' (z) — —oo fiir x — £00; eine Stérungsreihe in A mit
positivem Konvergenzradius r miisste jedoch fiir alle A mit |A| < r konvergent sein. Ande-
rerseits ist ebenfalls offensichtlich, dass fiir alle A > 0 quadratintegrable Bindungszustéinde
existieren.

Die Grundzustands-Wellenfunktion des anharmonischen Oszillators sollte der Grund-
zustandsfunktion (II1.1.53) des harmonischen Oszillators dhneln, allerdings eine kleinere
Breite besitzen, da sie durch den quartischen Anteil des Potentials ,,zusammengestaucht*
wird. Ein naheliegender Variationsansatz fiir den Grundzustand des anharmonischen Os-
zillators ist daher eine Gaufifunktion mit variabler Breite,

Yalr) =, (IV.5.5)
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wobei « als Variationsparameter dient; fiir A = 0 erhélt man daraus mit o = 1/2 sogar
den exakten Grundzustand.
Dieser Variationsansatz (IV.5.5) fiihrt einerseits auf das Normierungsintegral

<¢a|¢a> - \/%7 (IV56)

andererseits mit

d2 —azx? 2.2 —ax?
@e :(—204+4aa:)e

(IV.5.7)

auf die Gauflintegrale

oo 2 1 2
(YalH|tpa) = / dz e ™" (a —2a%2% + 5332 + /\a:4) e

[e.o]

T 202 1 3N 1
- _ = = . IV.5.
2 (a dov +2-4a+ 4 4@2) (Iv:5.8)

und damit auf den Rayleigh-Quotienten
(YalHl|th) a1~ 3X

= — + —— . IV.5.9
(alta) 2 8 1602 V59
Durch Ableiten folgt daraus die Extremalbedingung
1 1 3\
A IV.5.1
2 8a? 8a? 0 (IV.5.10)
oder
1 3
3 __a—)\=0. IV.5.11
a’—Ja 4)\ 0 (IV.5.11)

Das ist die reduzierte Form einer kubischen Gleichung, die mit der Cardanischen Formel

gelost werden kann. (Ubungsaufgabe!) Auf diese Weise findet man etwa fir A = 1/10

den optimalen Wert ap,;, ~ 0.61060 des Variationsparameters, und damit dann die im

Rahmen des Variationsansatzes bestmogliche Abschiatzung der Grundzustandsenergie:
Var Q'min 1 3

1
_ ~ 0.5603074  fiir A = — . IV.5.12
co 5 T Sa. 16002 A0 ( )

min

Wie erwartet besitzt diese Variationsndherung fiir die Grundzustandsfunktion wegen
Omin > 1/2 eine geringere Breite als die Gundzustandsfunktion (I1.1.53) des harmonischen

Oszillators; die variationelle Grundzustandsenergie 3™ des anharmonischen Oszillators
tibertrifft damit die (dimensionslose) Grundzustandsenergie 5((]0) = 1/2 seines harmoni-

schen Vorfahren.
Auch wenn die Rayleigh-Schrodinger-Storungsreihe, die von dem harmonischen Oszillator
als ,,ungestortem System“ ausgeht, nicht konvergent sein kann, so ist diese Reihe dennoch
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nicht bedeutungslos: Sie bildet eine asymptotische Reihe, also eine Reihe, deren einzelne
Glieder einen stark wachsenden Betrag besitzen, aber alternieren, so dass die bis zu dem
N-ten Glied aufsummierten Partialreihen mit wachsendem N zunéchst den gesuchten
Wert immer genauer einschachteln, bevor sie schliellich divergieren; eine solche Reihe
wird daher auch semikonvergent genannt. Vor diesem Hintergrund ist es sinnvoll, auch
die per Storungsrechnung ermittelten Korrekturen der Energieeigenwerte zu betrachten:
Nach langerer, aber nicht schwieriger Rechnung findet so man fiir den n-ten Eigenwert in
erster und zweiter Ordnung die Korrekturen (Ubungsaufgabe!)

3 3 3
(1) — “n?4Z - IV.5.1
e, A(Qn +2n+4) (IV.5.13)
und
17 51 59 21
() — N2 o3 o2y 22 - . IV.5.14
Em (4n+8n+8n+8), (IV.5.14)
insbesondere fiir den Grundzustand n = 0 und A =1 also
(1) 3
1) = -
g0 (1) +4
@) 21
1) = ——.
o (1) 3

Die Tatsache, dass hier \582)(1)\ > |5((]1) (1)], so dass die zweite Ordnung einen grosseren Bei-
trag liefert als die erste, deutet bereits auf die Divergenz der Stérungsreihe hin.” Betrachtet
man wie vorher wieder die ,kleine* Stiarke A = 1/10 des quartischen Potentialterms und
vergleicht dafiir die Ergebnisse der Stérungsrechnung in erster und zweiter Ordnung (be-
zeichnet als RS® und RS®)) sowie der Variationsrechnung mit der numerisch ermittelten,
exakten Grundzustandsenergie, so erhélt man die folgende Tabelle:

Verfahren €0 relativer Fehler
exakt | 0.559146 —
RS™ 0.575 +0.0284
RS 0.54875 -0.0186
Variation | 0.560307 +0.0021

Damit ist das Resultat (IV.5.12) der vergleichsweise einfachen Variationsrechnung um
eine Groflenordnung genauer als das der bereits recht aufwéndigen Rayleigh-Schrodinger-
Storungsrechnung in zweiter Ordnung. Dieser Befund ist durchaus typisch: Sofern der
Variationsansatz die wesentlichen Ziige der unbekannten Grundzustandsfunktion wider-
spiegelt, ist der damit erhaltene Wert der Grundzustandsenergie meist sehr genau. u

"Eine sehr detaillierte Untersuchung der Stérungsreihe fiir den anharmonischen Oszillator, in der die
Grundzustandskorrekturen sogar bis zur 75. Ordnung (!) numerisch angegeben werden, wurde von Carl
M. Bender und Tai Tsun Wu vorgelegt: Anharmonic Oscillator, Physical Review 184, 1231 (1969).
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IV.6 Die ,,Bilder* der zeitlichen Entwicklung
IV.6.1 Schrédinger- und Heisenberg-Bild

Ist der Hamilton-Operator H eines quantenmechanischen Systems zeitunabhéngig, kann
die zugehorige zeitabhéngige Schrédinger-Gleichung

., 0
ih [0(0) = HIp(0) (IV6.1)
sehr einfach formal integriert werden: Offenbar gilt

(1)) = e 5 1(0)) (IV.6.2)

wobei die Exponentialfunktion eines Operators A wie iiblich durch ihre Reihendarstellung
definiert wird,

o An
exp(A) = Z R
n=0

Einschieben des vollstindigen Systems der Eigenzustinde |E) von H ergibt dann
() =Y e BN E(0)) (IV.6.3)
B

so dass jeder Eigenzustand |E) bei der Zeitentwicklung lediglich einen Phasenfaktor e Pt

erwirbt, wie bereits in Abschnitt (I.6.1) festgestellt wurde. Der in Gl. (IV.6.2) auftretende
Operator

U(t) = e nHt (IV.6.4)

beschreibt nun sogar die Zeitentwicklung eines beliebigen Zustandes, denn fiir alle An-
fangszustiande [¢(0)) und alle Zeiten t > 0 gilt die Abbildungsvorschrift

(1)) = U(¢)|4(0)) . (IV.6.5)

Dieser Operator U(t) wird daher als Zeitentwicklungsoperator bezeichnet. Er ist unitdir,
denn offensichtlich ist U~! = UT, so dass die Zeitentwicklung der Wellenfunktionen als eine
durch t parametrisierte Schar unitdrer Abbildungen aufgefasst werden kann. In formaler
Hinsicht garantiert die Unitaritat der Zeitentwicklung die Normerhaltung der Wellenfunk-
tion, denn man hat sofort

[ @I = (w®)e() = GOIUTOU@)|(0)) = (¥ (0] (0)) = [¢(0)|* .  (IV.6.6)
Schliefllich gehorcht U(t) der Schrodinger-artigen Gleichung

ihU=HU . (IV.6.7)
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Der zeitabhéingige Erwartungswert eines Operators A fiir den sich in der Zeit entwickeln-
den Zustand |¢(t)) besitzt die Form

(A)(t) = (W) AJp(1)) = (D(0)] er Tt A e 7 (0)) | (IV.6.8)

wobel

Wl = (= H (o)) = (o) et IV 6.9)

verwendet wurde. Diese bisher skzzierte Sichtweise entspricht dem Schrédinger-Bild der
quantenmechanischen Zeitentwicklung: Die Zustandsvektoren |[i(t)) sind zeitabhéngig;
ihre unitére Zeitentwicklung wird durch die Evolutionsgleichung (IV.6.1) bestimmt und
tibertriagt sich gemaB Gl. (IV.6.8) auf die experimentell zugénglichen Messgrofien, also
die Erwartungswerte der Observablen A.

Diese Gleichung (IV.6.8) lisst sich jedoch auch anders auffassen. Definiert man ndmlich
den Operator

An(t) = erflAe~wHt = UTAU | (IV.6.10)

der durch eine unitdre Transformation mit dem Zeitentwicklungsoperator U aus A her-
vorgeht, so erhélt der Erwartungswert die Form

(A1) = (L(0)]Au(t) [$(0)) . (IV.6.11)

In diesem Ausdruck wird nun die zeitliche Anderung des Erwartungswertes auf die Zeit-
abhéngigkeit des Operators Ay (t) zuriickgefithrt, wogegen der betrachtete Zustand [¢(0))
unverdndert bleibt. Diese dem Schrodinger-Bild mathematisch dquivalente Sichtweise wird
das Heisenberg-Bild genannt; die Operatoren Ag(t), die mittels der unitdren Transforma-
tion (IV.6.10) in dieses ,Bild“, also in diese Darstellung gebracht worden sind, werden
als Heisenberg-Operatoren bezeichnet.

Da im Heisenberg-Bild die Zustédnde [1(0)) zeitunabhéngig sind und die Zeitabhéngigkeit
von den Operatoren getragen wird, muss in diesem Bild die Schrodinger-Gleichung durch
eine Bewegungsgleichung fiir die Heisenberg-Operatoren ersetzt werden. Diese Gleichung
ergibt sich unmittelbar aus der Definition (IV.6.10) durch Differentiation nach der Zeit:
Man hat

n A i pa g ag) et g et 2 o
dt ot
= [Au(t), H] + ih%AH(t) : (IV.6.12)

wobei ausgenutzt wurde, dass H mit et kommutiert: Aus diesem Grund gilt
Hy(t)=en" He nH = H | (IV.6.13)

so dass die Heisenberg-Darstellung Hy(t) des Hamilton-Operators mit seiner Darstel-
lung im Schrédinger-Bild {ibereinstimmt. Der zweite Term auf der rechten Seite der
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Gl (IV.6.12) ist hier als Definition von 2 Ay(t) = (2 A)u(t) aufzufassen; er verschwindet,
wenn der Schrodinger-(Bild-)Operator A nicht explizit zeitabhéngig ist.
Betrachtet man als Beispiel etwa die Heisenberg-Darstellung 7 (t) des Ortsoperators, so

erhélt man dafiir die Bewegungsgleichung

dri(t
ih%() = [Fu(t), H] . (IV.6.14)
Ist nun H von der iiblichen Form

—2

p 5
H=2_4V IV.6.15
Pv), (1V.6.15)
so hat man weiterhin
ﬁ2
H = Hy(t) = 2—H + V (P, t) - (IV.6.16)
m

Fiir die Komponenten der Heisenberg-Operatoren py(t) und 75(¢) findet man sofort die
»gleichzeitige® Vertauschungsrelation

i i h
(1 (1), i (t)] = en™ [p;, e n 11t = ~ 0k (IV.6.17)

so dass diese Komponenten bei gleichen Zeiten ¢ den gleichen Vertauschungsrelationen ge-
horchen wie ihre Schrédinger-Gegenstiicke.® Damit folgt schlieSlich aus den Gln. (IV.6.14)
und (IV.6.15) die , klassische* Bewegungsgleichung

70 _ {~ (t%ﬁﬁ(t)] _ ()

dt n 2m m
oder einfach

driu(t)  pu(t)

) gl (IV.6.18)
Ebenso ist
dﬁgt(t) = %[ﬁH(t)’ H]
= (), V(n(0)]
) _ﬁv(fH(t)) | (IV.6.19)

so dass die quantenmechanischen Operatorgleichungen (IV.6.18) und (IV.6.19) die glei-
chen Formen annehmen wie die klassischen Hamiltonschen Gleichungen fiir die Bewegung
eines klassischen Teilchens in einem Potential V(7). Diese formale Ubereinstimmung von

8Die ,,Gleichzeitigkeit* ist hier entscheidend: Fiir ¢ # ¢’ hat man [py ;(t), rue(t')] # 26 k.
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quantenmechanischen Bewegungsgleichungen im Heisenberg-Bild und klassischen Bewe-
gungsgleichungen ist darauf zuriickzufithren, dass die quantenmechanische unitére Zeit-
entwicklung in dhnlicher Weise durch den Hamilton-Operator generiert wird wie die klas-
sische kanonische Zeitentwicklung durch die Hamilton-Funktion: Die quantenmechani-
sche Bewegungsgleichung (IV.6.12) besitzt die gleiche formale Struktur wie die klassi-
sche Gleichung (I.5.15); wenn man in jener klassischen Gleichung die klassische Obser-
vable A(p,q,t) durch den Heisenberg-Operator Ay (t) und die Poisson-Klammer {-, -}
durch den skalierten Kommutator %[, -] ersetzt, erhdlt man ihr quantenmechanisches
Gegenstiick. Die klassisch-quantenmechanische Korrespondenz, die in Abschnitt 1.5.2 auf
der Ebene der Erwartungswerte festgestellt worden war, wird daher im Heisenberg-Bild

auf der Ebene der Operatoren besonders deutlich.

IV.6.2 Zeitordnung

In vielen praktisch wichtigen Féllen treten explizit zeitabhéngige Hamilton-Operatoren
auf. So beschreibt der Operator
-9
Ht) =2 +v(FE)—eft) -7 (IV.6.20)
2m
ein Teilchen der Ladung e, das sich unter Einfluss eines homogenen elektrischen Feldes
£(t) in einem Potential V(7) bewegt. Auf diese Weise kann man etwa die Wechselwir-
kung atomar gebundener Elektronen mit einem dufleren klassischen Laserfeld modellieren:
Da die Ausdehnung des atomaren Potentials deutlich kleiner ist als die Wellenlénge des
Laserlichtes, kann das elektromagnetische Lichtfeld im Bereich des Potentials als rdumlich
konstant angesehen werden; im Rahmen der so genannten Dipolndherung wird man dann
auf den Operator (IV.6.20) gefiihrt.
Auch die durch einen solchen explizit zeitabhéngigen Hamilton-Operator H(t) generier-
te Zeitentwicklung entspricht einer Schar unitdrer Abbildungen: Man hat wieder einen
Zeitentwicklungsoperator U(t) mit der Eigenschaft, dass

|v(t)) = U(t)|(0)) fiir alle [¢(0)) und allet > 0. (IV.6.21)

Wiéhrend der Ausdruck (IV.6.4) fiir U(t) nur fir zeitunabhéngige Hamilton-Operatoren
gilt, behilt die Differentialgleichung (IV.6.7) ihre Giiltigkeit auch fiir zeitabhéngige H (¢):
Aus der Abbildungsgleichung (IV.6.21) einerseits und der Schrédinger-Gleichung ande-
rerseits folgt namlich sofort

., 0 L dU(t

2ty = n (o) = HOUEO) (IV.6.22)
da diese Beziehung fiir alle Zustédnde [1(0)) gelten muss, erhdlt man daraus die Operator-
gleichung

dU(t)

= = HO U() (IV.6.23)
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mit der von Gl. (IV.6.21) geforderten Anfangsbedingung U(0) = 1. Die Erwartungswerte
einer Observablen A schreiben sich nun als

(A)(t) = (W(0)|UT(t) AU(B)]%(0)) (IV.6.24)

so dass sich die Heisenberg-Darstellung Ay (t) des Operators A fiir zeitabhéingige H (t) zwar
nicht mehr aus der ersten, aber nach wie vor aus der zweiten der beiden Transformations-
vorschriften (IV.6.10) ergibt:

Ap(t) =UT(t) AU(1) . (IV.6.25)

Man konnte vermuten, dass in Verallgemeinerung der friitheren Identitdt (IV.6.4) nun der
Ausdruck

B
, exp(—%/dt’H(t’)) “
0

eine konkrete Darstellung des Zeitentwicklungsoperators liefert. Diese Vermutung ist je-
doch nicht richtig: Unter dem Integral taucht hier der Hamilton-Operator zu verschiedenen
Zeitpunkten auf; im allgemeinen kommutiert H (¢) fiir ¢t # ¢’ nicht mit H(¢'). Um daher
die richtige Losung der Operatorgleichung ih = H U konstruieren zu kénnen, geht man
aus von dem Reihenansatz

U(t) = Uo(t) + Up(t) + Us(t) + ..., (IV.6.26)
wobei der Term U, (t) proportional zur n-ten ,,Potenz“ von H sein soll, moglicherweise

ausgewertet zu verschiedenen Zeitpunkten. Aus der Bestimmungsgleichung

ih% <U0(t) + UL (t) + Us(t) + .. ) = H(t) (Uo(t) +Ui(t) + Ua(t) + .. ) (IV.6.27)

erhalt man dann

d

ih—Us(t) = 0, (IV.6.28)
d

ih&Ul(t) = H(t)Uy(1),

d )

lhaUn(t) = H(t)U,_1(t) firn>1. (IV.6.29)

Da nun U(0) = 1, liefert die Beziehung (IV.6.28) die Identitidt Uy(t) = 1; das erfordert
weiter U,(0) = 0 fiir alle n > 1. Aus der Beziehung (IV.6.29) findet man mit diesen
Anfangsbedingungen rekursiv alle Glieder U, (t) mit n > 1:

1 ! / / /
Unt) = g | 4 HE)U,a(t)
1 t t
= —— [ dt' | d" HEYH{"U,_o(t"
g [ B,

t(n—=1)

1 t t
= — / dt’ / dt” ... / dt™ HEYH(t") .. H(t™) . (IV.6.30)
(in)™ Jo 0 0
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Man beachte, dass sich hier eine Reihung ¢t > ¢ > t” > ... > t( der Integrations-
variablen ergibt, so dass die Argumente von H in der letzten Zeile dieser Kette derart
angeordnet sind, dass Operatoren mit , fritheren Argumenten rechts von Operatoren
stehen, die ein , spiteres Argument tragen; daher werden diese ,fritheren“ Operatoren
vor den ,spéteren“ auf die jeweiligen Zustdnde angewandt. Eine solche Anordnung eines
Operatorproduktes mit von rechts nach links aufsteigenden (Zeit-) Argumenten wird als
Zeitordnung bezeichnet. Man erhélt somit den Zeitentwicklungsoperator fiir ein System
mit einem zeitabhingigen Hamilton-Operator zundchst in der Reihenform

00 1 t v t(n=1) . .
Uty =1+ (ih)n/odt//o dt”.../o At™ HEHE) .. HE™) .  (IV.6.31)
n=1

Um diesen Ausdruck kompakter schreiben zu kénnen, wird der Zeitordnungs-Operator T
eingefiihrt, also ein Operator, der die Zeitordnung von Operatorprodukten erzwingt: Es
sei

A(t) B(t)) fiirt >t

IV.6.32
B(t)A(t) firt' >t; ( )

ran o) - {

ebenso soll T' die Zeitordnung von mehr als zwei Faktoren bewirken. Damit erhédlt man

T((/Otdt’H(t’)>2> = T(/Otdt’H(t’) /;dt”]—[(t”))

= / tdt/ / tdt”T(H(t’)H(t”)) : (IV.6.33)

tll

-t <t —

Abbildung IV.3: Skizze zur Auswertung des zeitgeordneten Doppelintegrals (IV.6.33):
Unterhalb der Diagonalen ist ¢’ > t”, oberhalb davon t” > t’; auf beiden Dreiecken nimmt
das Integral den gleichen Wert an.

Die nun folgende Umformung wird durch die Abbildung IV.3 verdeutlicht: Das Integra-
tionsgebiet ist ein Quadrat mit den Seiten 0 < ¢’ < t und 0 < t” < t. Unterhalb der
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Diagonalen ¢’ = t” ist t' > t”; oberhalb davon ist ¢” > t'. Integriert man also zunéchst
bei festgehaltenen ¢’ {iber ¢”, so kann man das rechte untere Dreieck mit der Reihung
H(t')H(t") der Operatoren abarbeiten; integriert man dagegen bei festgehaltenen t” iiber
t', bewiltigt man das linke obere Dreieck mit der Reihung H(¢")H (t'). Damit hat man
die Aufteilung

7 (( /0 tdt’H(t’))2> _ /O v /0 "4 B - /O ' /O "4t B H ()
. /0 ar /O 4 H(EH() (IV.6.34)

wobei der letzte Schritt nur einer Umbenennung der beiden Integrationsvariablen ent-
spricht. Verallgemeinert man diese geometrische Uberlegung auf ein zeitgeordnetes Pro-
dukt von n gleichen Integralen, so erhélt man mit den analogen Schritten die Identitéit

((foene)
= / tdt’ / tdt”... / tdt(") T(H(H(t")...H(t™))

t(n—1)

= n'/dt /tldt” / dt™ HEYH(") ... H({t™) . (IV.6.35)

Das verbleibende Integrationsgebiet in der letzten Zeile dieser Gleichung ist ein n-dimen-
sionaler Simplex; insgesamt n! dieser n-Simplizes fiillen einen n-dimensionalen Kubus
aus, entsprechend den n! moglichen Anordnungen der Integrationsvariablen. Mit dieser
Umformung erhilt schliefllich die Reihe (IV.6.31) fiir den Zeitentwicklungsoperator die
bequem aussehende Form

v = S kb (([aewe))

_ T(exp(—ih /O tdt/H(t/))) | (IV.6.36)

die sich von dem vielleicht vermuteten (falschen) Ausdruck genau um die Zeitordnung
unterscheidet. Allerdings ist diese Darstellung des Zeitentwicklungsoperators eher symbo-
lisch zu verstehen: Um im Falle konkreter Rechnungen den Operator T' aufzulésen, muss
man wieder zu der Reihendarstellung (IV.6.31) zuriickkehren.

IV.6.3 Das Wechselwirkungsbild

Bei der Beschreibung der Zeitentwicklung eines quantenmechanischen Systems tritt hdufig
die folgende Situation auf: Fiir ¢ < ¢ty wird das Verhalten des Systems durch einen relativ
einfachen, zeitunabhéngigen Hamilton-Operator Hy bestimmt, so dass

lh%w@ (t)) = Holp©O(t))  fiirt <t . (IV.6.37)
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Dabei soll diese Gleichung explizit losbar sein, so dass die Wellenfunktion | (¢)) fiir
alle Zeiten t bekannt ist. Fiir ¢ > to wird nun eine Stérung V(¢) wirksam, wie etwa ein
Laserpuls, der bei t = ty ,,eingeschaltet wird. Man hat dann die Schrodinger-Gleichung

lh—w( ) = (Ho+V(©)|e(t))  fiirt >t (IV.6.38)

wobei die Anfangsbedingung
B(O) = [O@W) it =t IV 6.39)

vorgegeben ist. Es wird jedoch nur in sehr seltenen Ausnahmefillen moglich sein, auch
|1(t)) explizit in geschlossener Form anzugeben. Gesucht ist daher ein Schema, das die
systematische Konstruktion von Naherungslosungen gestattet.

Dazu soll die Tatsache ausgenutzt werden, dass die von H, generierte Zeitentwicklung
bereits bekannt ist und ,,nur” noch der Einfluss der Storung verstanden werden muss. Es
liegt daher nahe, {iber die Transformationsgleichung

(o) = (e ) () = ekt ju(r) (IV.6.40)

zu einer neuen Darstellung iiberzugehen, die sich dadurch auszeichnet, dass der durch
Hj bedingte, bekannte Teil der Zeitentwicklung aus den transformierten Zustanden , her-
ausgenommen® wird, so dass diese transformierten Zustdnde [¢(t)); einer einfacheren
Bewegungsgleichung gehorchen sollten. Tatséchlich erhélt man mit Hilfe der Schrédinger-
Gleichung (IV.6.38) fiir |¢(¢)) nun die neue Gleichung

Bt = i (k0 ()
= e Hy (D) + o in (1)
— —Hot( Ho|yh(t)) + (H0+V())W(t)>>
— WO (Iv-6.41)

wobei Vi(t) gegeben wird durch
Vi(t) = en ot V() e ntot (IV.6.42)

Diese Darstellung der Zeitentwicklung, die die Zusténde |¢(t)); benutzt, wird Wechsel-
wirkungsbild genannt;? auch die Bezeichnung Dirac-Darstellung wird hiufig verwendet.
Das entscheidende, durch den Ansatz (IV.6.40) erzwungene Merkmal dieser Darstellung
wird in der vorletzten Zeile der Umformung (IV.6.41) sichtbar: Der Operator Hy fillt aus
der Schrodinger-Gleichung fiir |¢(¢)); heraus, so dass dessen Zeitentwicklung nur durch
den in das Wechselwirkungsbild transformierten Wechselwirkungsoperator Vi(t) bestimmt
wird.

9Der Index ,,I* fiir diese Darstellung ergibt sich aus der englischen Bezeichnung interaction picture.
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Integration der Gleichung (IV.6.41) liefert nun die dquivalente Integralgleichung

(O = [o(tai+ 57 [ AUV ). (IV.6.43)

Diese Gleichung erinnert an die im Rahmen der Brillouin-Wigner-Stérungstheorie behan-
delte Gleichung (IV.4.6): Auch hier taucht der gesuchte Zustand unter dem Integral auf
der rechten Seite wieder auf, so dass eine formale Losung dieser Gleichung wieder durch
[teration konstruiert werden kann:

[ = [e(to))
+%/M%WW%M

1 to

+(%)iAFﬂljm”mWﬂﬁﬂﬂ¢@dh

+...

o0 1 n t t’
= |1 — dt’ | dt’...
(32 (5) o

t(n—1)
/ dt(”)Vl(t’)VI(t”)...Vl(t(”))) 1 (to))1 - (IV.6.44)

to

Diese Reihe (IV.6.44) wird hiufig als Neumann-Reihe bezeichnet. Da sich bei der Iteration
die ,Potenzen® der Operatoren Vi(t) automatisch als zeitgeordnete Produkte ergeben,
lasst sich nun auch diese Reihe ebenso wie vorher die Reihe (IV.6.31) mit Hilfe des
Zeitordnungsoperators T° kompakt zusammenfassen:

() =T (exp (—7—; /t:dt’ Vl(t/))) 9 (to))r - (IV.6.45)

Es stellt sich nun allerdings die Frage, welchen Sinn die Transformation in das Wechselwir-
kungsbild haben kann. Denn natiirlich hétte auch die urspriinglich gegebene Schrédinger-
Gleichung (IV.6.38) mit dem vollen Hamilton-Operator H(t) = Hy + V(¢) schon im
Schrodinger-Bild in eine Integralgleichung {iberfiihrt werden kénnen, nédmlich in

B0) = ) + o [ O HE) i) (IV.6.46)

to

die ITteration dieser Gleichung in genauer Analogie zu Gl. (IV.6.44) hétte sofort auf den
schon bekannten Ausdruck

W(E)) = T (exp (—% /t:dt/ H(t/))) (o)) (IV.6.47)
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gefiihrt. Was also ,,gewinnt“ man durch die Benutzung des Wechselwirkungsbildes? —
Dazu eine Modelliiberlegung: Versucht man, die Gleichung

r=1+ax mit a # 1 (IV.6.48)

fiir eine reelle Unbekannte x ebenso wie vorher die Integralgleichungen (IV.6.43) oder
auch (IV.6.46) iterativ zu losen, indem man diese Gleichung ,in sich selbst einsetzt“, so
erhédlt man die Reihe

r = 1+a<1+a(1+a(1+---)))

= ) a", (IV.6.49)

n=0
die jedoch nur fiir |a| < 1 gegen die tatséchliche Losung

1
1—a

x = (IV.6.50)
konvergiert. Ein solches Konvergenzproblem stellt sich auch bei der formalen Konstruk-
tion der Neumann-Reihe (IV.6.44) sowie bei der formalen Reihendarstellung (IV.6.31)
des Zeitentwicklungsoperators: Unter welchen Voraussetzungen konnen diese Reihen iiber-
haupt konvergieren?

Eine préizise Antwort auf diese Frage wird in der Funktionalanalysis gegeben: Dort wird
gezeigt, dass eine Neumann-Reihe Y > ; A™ fiir einen linearen, stetigen Operator A (mit
A% = 1) konvergiert, wenn die Operatornorm von A der Bedingung || A|| < 1 geniigt; das
Beweisprinzip beruht letztlich auf der geometrischen Reihe (IV.6.49). Diese Einsicht fithrt
auf den entscheidenden Unterschied zwischen der Reihe (IV.6.31) im Schrédinger-Bild
und ihrem Gegenstiick (IV.6.44) im Wechselwirkungsbild: In der ersten Reihe (IV.6.31)
werden Produkte des vollen Hamilton-Operators H(t) = Hy + V(t) aufgebaut; in der
zweiten Reihe (IV.6.44) dagegen nur Produkte des in das Wechselwirkungsbild trans-
formierten, idealerweise ,kleinen“ Storoperators (IV.6.42). Von daher darf man hoffen,
dass die Konvergenzeigenschaften der Neumann-Reihe im Wechselwirkungsbild wesentlich
giinstiger sind als die der Reihe (IV.6.31) im Schrodinger-Bild. Oder anders ausgedriickt:
Wenn man nicht alle Terme dieser Neumann-Reihe berechnet, sondern die Reihe nach
endlich vielen Termen abbricht, sollte man eine gute Ndherung erhalten — das ist der
Grundgedanke der zeitabhéngigen Storungstheorie.

IV.7 Zeitabhingige Storungstheorie: Die ,,goldene Regel*

Es wird nun vorausgesetzt, dass sich das System fiir ¢ < ¢y in einem Eigenzustand |0)
von Hy befunden hat; dabei muss es sich nicht unbedingt um den Grundzustand handeln.
Fiir t > t, wirke eine Storung V(t). Diese Storung bewirkt ,, Ubergéinge* in andere Eigen-
zustdnde von Hy: Die Amplitude dafiir, das System zum Zeitpunkt ¢ im Zustand |n) zu
beobachten, ist

(ne(8)) = (nle” 550t p(t))r = e 1Bt {nfo(t)); . (IV.7.1)
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Sofern die Stérung nur schwach ist, sollte es zumindest fiir gewisse Zeitrdume ausreichend
sein, den sich aus |¢(ty)) = |0) heraus entwickelnden Zustand im Wechselwirkungsbild
durch nur wenige Terme der Neumann-Reihe (IV.6.44) zu approximieren. Beschrinkt
man sich sogar ganz auf die Beitrage in nullter und erster Ordnung von V', hat man

1 t

()= 10) + 5 [ )0} Iv.72)
to

daraus folgt sofort

(1)) = e 450t / at’ (nVA(t')|0) . (Iv.7.3)

to
Da nun Vi(t) = en#otV/ (t)e~ 10t gilt weiterhin
(n|Vi(#')[0) = en E=F)¥ (n |/ ()|0) . (IV.7.4)

Damit ergibt sich fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit von |0) nach [n) # |0) in niedrigster
Ordnung der Ausdruck

2

t .
/ dt’ e+ EB)t (v (#[0)] (IV.7.5)

to

1

Poon(t) = [l () = =

Dieses allgemeine Resultat wird nun auf eine idealisierte Situation angewandt: Die Stérung
soll zum Zeitpunkt tg = 0 ,,instantan, also plotzlich mit voller Starke eingeschaltet werden
und dann konstant bleiben, so dass

0 t<O0
V() = s (IV.7.6)
Vo, 1>0.

Damit kann das Integral in Gl. (IV.7.5) sehr leicht ausgewertet werden:

2 Sin2 < (En;hEO)t> )
= |(n|V]0)]" . (IV.7.7)
(B’
2

e%(En—EO)t _ 1

En_EO

Bon(t) = (n[V]0)

Der in der Abbildung IV .4 skizzierte zeitabhéingige Faktor
-2 [ (En—Ep)t
sin <T°)

(Begte)’
2

F(B,) = (IV.7.8)

wéchst fiir kleine Zeiten t (also unmittelbar nach dem Einschalten der Stérung) fiir alle
E,, # Ey, also fiir alle Endzusténde mit einer anderen Energie als der des Anfangszustan-
des, quadratisch an; f(E,) =~ (t/h)? fiir t < h/|E, — Fy|. Fiir groflere Zeiten ist er jedoch
nur noch fiir diejenigen F,, wesentlich von Null verschieden, die unter das Zentralmaximum
bei E,, = Ej fallen, die also die Ungleichung

2mh

B~ Eol S =~ (IV.7.9)
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/)’

f(En)

EOE()-I-@

Abbildung IV .4: Der Faktor (IV.7.8) in Abhéngigkeit von der Energie E,, des Endzustan-
des: Das Maximum bei FE,, = E, betrigt (t/h)?; die ersten dem Maximum benachbarten
Nullstellen treten auf fiir £, = Ey + 2wh/t. Die Flache unter dem Graphen ist daher
proportional zu t/h.

erfiillen. Als Reaktion auf das schlagartige Einschalten der Storung (IV.7.6) kann das
System daher innerhalb eines Zeitintervalls At in einen Zustand iibergehen, dessen Energie
um einen Betrag AFE von der des Anfangszustandes verschieden ist, wobei die Gréfie des
moglichen ,, Energiesprungs® mit der Zeit abnimmt:

AE - At < 27h . (IV.7.10)

Wenn nun das Spektrum des betrachteten Systems diskret ist, so dass E, und FEy zwei
voneinander verschiedene, isolierte Eigenwerte bilden, so oszilliert die Ubergangswahr-
scheinlichkeit (IV.7.7) im Laufe der Zeit mit der Periode 27h/|E, — Ey|. Fir E, = Ej
wiichst sie proportional zu 2, solange die erste Ordnung der Stérungstheorie, die auf der
Néherung (IV.7.2) beruht, ihre Giiltigkeit behélt. Zu spéteren Zeiten sind die hierbei
unterdriickten Terme von héherer Ordnung in V' nicht mehr vernachléssigbar und verhin-
dern ein Anwachsen der Wahrscheinlichkeit iiber die Unitaritdatsschranke, also auf Werte,
die groBer sind als eins.

Viel groere Bedeutung erhélt der Ausdruck (IV.7.7) allerdings dann, wenn der Endzu-
stand |n) ein Element eines Kontinuums von Energieeigenzusténden ist, oder einer Gruppe
energetisch sehr eng benachbarter Zusténde: Dann sei o(F) die Zustandsdichte bei der
Energie F, so dass das Produkt o(E) AE die Anzahl der Zusténde angibt, die in einem
kleinen Intervall AE um F herum liegen. Setzt man weiter voraus, dass das Ubergangs-
matrixelement (n|V|0) fiir die Gruppe der Zusténde |n), die unter das Zentralmaximum
des Faktors (IV.7.8) fallen, nahezu konstant ist, so ergibt sich die Wahrscheinlichkeit fur
einen Ubergang in irgendeinen dieser Endzustinde in der Form

Y Psa(t) = [(n|V]0) / _dE o(E) f(B). (IV.7.11)

" Maximum

unter Maximum

Da die Breite des Maximums proportional zu ¢! abnimmt, kann auch o(E) fiir hinreichend
grofle t als Konstante vor das Integral gezogen werden. Das verbleibende Integral wird
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dann sehr gut durch ein Integral iiber alle F approximiert:

t\2 [t sin? ((E;ifo)t)
B o) 1E) ~ o) (3) [ ar—
unter o (M)
2h
t\22h [t sin’z
— oE) (L) 2 a
27t
- Q(EO)%. (IV.7.12)

Damit wichst die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang in einen der betrachtenen End-
zustdnde wahrend des Zeitintervalls, in dem diese stérungstheoretische Naherung Giiltig-
keit besitzt, proportional zu t an, so dass die zugehorige Ubergangsrate I' konstant ist:
Man hat insgesamt

Y Pa(t)=Tt, (IV.7.13)

n
unter Maximum

wobel

' ==-|(n|V|0)|*o(E) : (IV.7.14)

27
h | E=FEo

Dieser Ausdruck fiir die Ubergangsrate besitzt einen derart groBen Anwendungsbereich,
dass er von Enrico Fermi als ,,goldene Regel® bezeichnet worden ist.

Man kann diese Goldene Regel (IV.7.14) auch dadurch erhalten, dass man die Funkti-
on (IV.7.8) fiir grofie Zeiten ¢ im Sinne der vorherigen Herleitung als §-Funktion auffasst,
namlich

sin? <(E”2_;f°)t) 9
™
J(En) = (Eaay? ~ o 10(En — Eo) ; (IV.7.15)

2

damit erhilt man die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir einen der Endzusténde in der Form

Py_n(t) = (n|V|0))? §(E, — Ep) -t . (IV.7.16)

2T
7 |
Die Summation iiber alle der moglichen Endzusténde iibersetzt sich dann in ein Integral
iiber deren Energien, das mit der Zustandsdichte gewichtet wird; die ,energieerhaltende
0-Funktion“ liefert schliefllich die Zustandsdichte bei E,, = Ej.

Anzumerken bleibt, dass der Ausdruck (IV.7.16) nicht fiir alle Zeiten ¢t anwendbar ist:
Damit das Zentralmaximum nur die betrachtete Gruppe der Endzustéande , trifft“, die ein
Intervall der Breite AE abdecken mogen, muss AE > 2wh/t oder

21h

t> 20 IV.7.1
> 2 (IV.7.17)
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vorausgesetzt werden. Andererseits muss die Breite des Zentralmaximums so grof3 bleiben,
dass sehr viele Zusténde unter dieses Maximum fallen. Wenn also die Endzusténde einen
(sehr kleinen) Niveauabstand §E besitzen, darf dieser nicht aufgelost werden:

27h

<< —. IV.7.18

SE ( )
Es mag vielleicht {iberraschen, dass ein Resultat, das unter sehr speziellen Annahmen
an die Zeitabhingigkeit der Storung (IV.7.6) gewonnen wurde, einen derart universellen
Giiltigkeitsbereich besitzt, dass es sogar als ,,Goldene Regel“ bezeichnet wird. Tatséchlich
ist dieses Resultat jedoch sehr unempfindlich gegeniiber der Art und Weise, wie die
Storung eingeschaltet wird. Zur Erlauterung dieses Sachverhaltes sei nun

ny t<0
UOEEN ’ N (IV.7.19)
\%4 , t>0,

so dass die Storung fiir einen kleinen positiven Einschaltparameter n nur langsam auf V
anwéchst. Damit erhdlt man aus Gl. (IV.7.3) mit ¢ty — —oo und ¢ < 0 die Ubergangs-
amplitude

i 1 t / i /
o) = et [ ar e kB oy o)
1 —0o0
g ent+ 5 (En—Eo)t y v
= ¢ ubn 0) ; 7.20
e %_&+MWH>7 ( )

das liefert die Ubergangswahrscheinlichkeit

eQnt

O = G E

5 [(n[V[0)> . (IV.7.21)

Daraus ergibt sich die partielle Ubergangsrate fiir einen einzigen Endzustand durch Ab-
leiten nach der Zeit:

2n
H“”:gmu%—ﬂm2+UmPKmvmw' (v.722)

Die hier auftauchende Lorentz-Funktion

2n
E) = IV.7.23
W)= &= B + (Ve
besitzt fiir n — 0 ein scharfes Maximum bei £ = Ej, aulerdem gilt
+o0 2 +o0o 1
—0o0 77 —0o0 -
<Eh,7EO) + 1
2 T d
[
h2n o X2 F1
2
. (IV.7.24)
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Damit erhdlt man aus der Bezichung (IV.7.22) im Grenzfall n — 0, also fir einen sehr
langsamen Einschaltprozess, den Ausdruck

(n|V|0)[* 6(E, — Eq) (IV.7.25)

27
Fompy = —
—_———
der genau dem vorherigen Resultat (IV.7.16) entspricht, das jedoch fiir den anderen
Extremfall eines plotzlichen Einschaltvorganges erhalten worden war.

IV.7.1 Beispiel: Potentialstreuung

Als typisches Beispiel fiir die Anwendung der ,,Goldenen Regel“ (IV.7.14) soll nun die
Streuung quantenmechanischer Teilchen an einem Potential V' (7) behandelt werden. Die
physikalische Situation ist in Abbildung IV.5 dargestellt: Ein Strom von Teilchen mit
scharf eingestellter Energie, dargestellt durch eine ebene Welle mit Wellenzahlvektor ]}'7
wird auf ein feststehendes Target geschossen, das ein Potential V' (7) verursacht. Teilchen,
die an diesem Potential gestreut werden, bewegen sich nach dem Streuprozess in alle
moglichen Richtungen und werden daher zunéchst durch eine auslaufende Kugelwelle
beschrieben. Ein Detektor, dessen Offnung lediglich ein kleines Raumwinkelelement d2
iiberdeckt, registriert nur die in dieses Raumwinkelelement gestreuten Teilchen, so dass
die Endzustédnde der so beobachteten Teilchen lokal gegeben werden durch ebene Wellen
mit Wellenzahlvektoren &' , die in die Richtung von d{2 zeigen.

targ/et é%{é’

Abbildung I'V.5: Skizze zur quantenmechanischen Behandlung der Potentialstreuung: Ein
Strahl von Teilchen mit scharfer Energie wird an einem feststehenden Target gestreut. Der
yeinlaufende“ Anfangszustand entspricht einer ebenen Welle mit scharfem Wellenzahl-
vektor k : die ,,auslaufenden* Endzustande werden lokal charakterisiert durch ebene Wellen
mit Wellenzahlvektoren k.

Eine experimentell zugéngliche Grofle, die Auskunft iiber das streuende Potential V(i)
vermittelt, ist der differentielle Wirkungsquerschnitt do/dQ: Dieser ergibt sich aus der
Berechnungsvorschrift

d Anzahl der je Zeiteinheit nach df2 gestreuten Teilchen
o= .

Intensitét des einfallenden Teilchenstroms (IV.7.26)

Damit ist der Zahler eine Ubergangsrate, die hier mit Hilfe der ,,Goldenen Regel“, also
auf der Grundlage der zeitabhingigen Storungstheorie in erster Ordnung von V' berechnet
werden soll; er triigt naturgemifl die Dimension (Zeit)™!. Diese Ubergangsrate ist noch



IV.7 Zeitabhingige Storungstheorie: Die ,goldene Regel® 174

proportional zur Zahl der , Streuversuche“, also zur Zahl der pro Flache und Zeit auf
das Target geschossenen Teilchen, und zum Raumwinkelelement df2. Indem die beobach-
tete Anzahl der gestreuten Teilchen durch die Intensitédt des einfallenden Stroms geteilt
wird, wird die Streurate auf die Zahl der Streuversuche normiert; die resultierende Grofie
do/dQ héngt daher nur noch vom streuenden Potential V' (7), nicht aber von den ge-
streuten Teilchen ab. Offenbar tragt do/d2 die Dimension einer Fliche: Der differentielle
Wirkungsquerschnitt entspricht also der Flache, die das Target den einlaufenden Teilchen
fiir den betrachteten Streuprozess effektiv entgegenstellt.

k.
L] L4 L] L]
N Yy
- [} ] e
B e s
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Abbildung IV.6: Zur , Diskretisierung des Kontinuums“: Wird das betrachtete System
auf einen Kubus L3 eingeschriinkt, auf dessen Oberfliche periodische Randbedingungen
gestellt werden, so entsprechen die moglichen Zustédnde (IV.7.27) im k-Raum den Punkten
eines kubischen Gitters mit der , Gitterkonstanten* 27/ L.

Da die ,einlaufenden“ (Anfangs-) und die ,auslaufenden* (End-)Zustdnde durch ebene
Wellen beschrieben werden kénnen, wird zur Berechnung von do /d€) die Basis der Impuls-
Eigenzustdnde herangezogen:

(Flk) = #e”ﬁ (IV.7.27)
Ahnlich wie bei der storungstheoretischen Berechnung der Energicbénder eines periodi-
schen Potentials in Abschnitt IV.3.3 wird hier das Gesamtsystem auf einen (sehr) grofien
Kubus L? eingeschriankt, auf dessen Oberfliche periodische Randbedingungen an die Wel-
lenfunktionen gestellt werden. Die Komponenten der Wellenzahlvektoren k sind daher
ganzzahlige Vielfache von 27/L und damit nicht mehr kontinuierlich, sondern diskret,
also abzdhlbar; wie die Abbildung IV.6 verdeutlicht, entsprechen die mit den Rand-
bedingungen vertriglichen Basiszustédnde im k-Raum den Punkten eines kubischen Gitters
mit der , Gitterkonstanten® 27 /L. Die Systemlénge L spielt die Rolle einer unphysikali-
schen Hilfsgrofle, die die , Feinheit® der Diskretisierung des Kontinuums beschreibt; alle
mit Hilfe dieser Diskretisierung berechneten Observablen miissen natiirlich von L un-

abhiingig sein.!®

10Man vergleiche diese Argumentation mit derjenigen, die in Abschnitt I.1.1 bei der Herleitung der
Planckschen Strahlungsformel gegeben wurde: Dort wurden Dirichlet-Randbedingungen fiir einen Ku-
bus L3 gestellt, so dass die Gitterkonstante im k-Raum durch 7/ L gegeben wurde. Daher ist die Zustands-
dichte im k-Raum fiir Dirichlet-Randbedingungen 23-fach gréfer als fiir die hier benutzten periodischen
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Die bendtigten Ubergangsmatrixelemente sind nun

El V]z B d3 e—ik’-f‘v ~ eik~F
< ‘ ‘ > - r L3/2 (T)

1 Y.
= I A3 e =R ()
1 ~ = -
= EV(/{’ — k), (IV.7.28)

werden also durch die Fourier-Transformierte V des Potentials V gegeben. Die Partial-
rate fiir einen Ubergang in einen einzigen der moglichen Endzustdnde folgt nun aus der

bekannten Gl. (IV.7.16):

2w [V(F — k)P

i =7 75 0(Br — Bw) (IV.7.29)
wobei
h2k>
Ej, = IV.7.
"7 om (IV.7.30)

die Energie eines freien Teilchens mit dem Impuls hk angibt. Um nun den Nenner der
rechten Seite der definierenden Beziehung (IV.7.26) zu berechnen, miissen diese Partial-

raten fiir alle Endzusténde \E’ ) aufsummiert werden, die zu dem Raumwinkelelement dS2
gehoren; dieser Nenner erhélt also die Form

= ) Tip. (IV.7.31)
K in dQ

Im né&chsten Schritt soll diese Summe iiber die Endzusténde mit Hilfe der Zustands-
dichte in ein Integral umgewandelt werden. Da die Dichte der Zustdnde in k-Raum nach
Abb. TV.6 durch (L/27)3 gegeben wird, betrigt die Anzahl dN der Endzustéinde im hier
relevanten Volumenelement d®k" = k"2 d&’ dQ) offenbar

IRV ERVATS:

dN = IV.7.32
Nun ist
1 k' 2m
/2 I 2y __ ¥ 2 , .
kK“dk' =k 2d(k ) 5 72 dE} (IV.7.33)
und daher
L3 mk'
dN = ——— dQ dE} IV.7.34
(27)3h? o ( )

Randbedingungen. Andererseits miissen fiir Dirichlet-Randbedingungen alle Komponenten von k positiv
sein und damit im ersten Oktanden des k-Raums liegen, wogegen im Falle periodischer Randbedingungen
alle 8 Oktanden betrachtet werden miissen.
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so dass Gl. (IV.7.31) bequem ausgewertet werden kann:

< I3mk 2r V(K — k)]
dS) k ~ - .
= S PE -k (IV.7.35)

L3 Am?h3

Um weiterhin auch denn Nenner der Vorschrift (IV.7.26) zu berechnen, braucht man nur
zu beobachten, dass die gesuchte Intensitédt durch den Betrag des Stromdichtevektors fiir
einen ,einlaufenden® Zustand (IV.7.27) gegeben wird, nach Gl. (I.5.8) also durch

. B . .
jl = .—(¢*V¢—¢V¢*)
1 hk

5o (IV.7.36)

Mit do = dI'/|;] findet man daher den differentiellen Wirkungsquerschnitt fiir die Streu-
ung an einem Potential V' (7) in erster Ordnung in der Form

do m?

A0~ An2ht

V(K = E)]?; (IV.7.37)

dieses wichtige Resultat wird in der Streutheorie als erste Bornsche Néherung fiir den
differentiellen Wirkungsquerschnitt bezeichnet.

B Beispiel: Quantenmechanische Rutherford-Streuung

Ein sehr interessantes konkretes Beispiel liefert das Yukawa-Potential

V(7) = —g ehr (IV.7.38)
also ein ,,abgeschirmtes Coulomb-Potential“, wobei der Abschirmparameter y die Dimen-
sion einer inversen Lange trdgt. Fiihrt man nun Polarkoordinaten bezughch einer durch
die Richtung von k— K gegebenen z-Achse ein, so dass ¥ den von k — K und 7 ein-
geschlossenen Winkel bezeichnet, so liasst sich die Fourier-Transformierte des Potentials
recht einfach berechnen: Man hat sofort

A~ = — —hr S TN =
r

— _97k / dd sin ¥ / dr 7 gllfHircosd (TV.7.39)
0 0
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Nun ist es bequem, erst die Integration iiber 1}, dann die Integration iiber r auszufiihren:

™

L . ) ei\l_c’fl_c"\rcosﬂ
VE—F) = 27m/ T —

0 ik — K|
— % /oodr (e’(’”i“;’];"” —e’(’“i“;*];l')r)
ik — k| Jo
27k 1 1
ilk— k| \p+ilk—F| p—ilk—#|
—47K
- (IV..7.40)

Damit liefert die erste Bornsche Néherung (IV.7.37) fiir den differentiellen Wirkungsquer-
schnitt sofort den Ausdruck

do m? (47k)?

— = — . IV.7.41
dQ AT |k — k2 + p2)? ( )

k

‘E—l’é’

= 2ksin (&)

Abbildung IV.7: Zur Berechnung des Streuwinkels: Der Streuwinkel « ist der Winkel
zwischen der Richtung des yeinlaufenden” und der des ,auslaufenden“ Teilchens, also

zwischen k und £'. Da die Energie des gestreuten Teilchens erhalten bleibt, gilt zudem
|k = [K].

Da hier elastische Streuung, also Streuung ohne Energieverlust betrachtet wird, hat man
k| = |K'| und |k — k'] = 2ksin 5, wobei a den Streuwinkel bezeichnet, wie in der Abbil-
dung IV.7 skizziert. Wenn man also noch den Wirkungsquerschnitt durch diesen Streu-
winkel ausdriickt, ergibt sich schlieflich

do 4Am? K> 1
dQ ot (4kZsin® 2 + p2)?

- (Qm”)Q ! (IV.7.42)
WS (s g+ (4)°)
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Im Grenzfall verschwindender Abschirmung, also fiir ¢ — 0, reduziert sich das Yukawa-
Potential (IV.7.38) auf ein ,nacktes* Coulomb-Potential; in diesem Grenzfall gilt!!

do k\2 1

(2]
2

Damit stimmt dieses storungstheoretische quantenmechanische Ergebnis genau iiberein
mit dem beriihmten Resultat von Rutherford fiir den exakten differentiellen Wirkungs-
querschnitt fiir einen klassischen Streuprozess im Coulomb-Potential. u

IV.7.2 Beispiel: Harmonisch zeitabhingige Storungen

Eine weitere wichtige Anwendung der Stérungstheorie erster Ordnung ergibt sich fiir har-
monisch zeitabhéngige Storungen, die etwa die Wechselwirkung eines quantenmechani-
schen Systems mit monochromatischem Licht beschreiben. Es sei daher nun

Vo, . .
V(t) =V coswt = 5 (e +e7) ; (IV.7.44)

im Falle der durch Gl. (IV.6.20) ausgedriickten Dipolndherung ist V = —e& - 7, wobei
|&| die Amplitude des oszillierenden elektrischen Feldes angibt.

Diese Wechselwirkung soll wie zuvor in dem Beispiel (IV.7.19) mit einem Faktor e” fiir
t <0 ,langsam“ eingeschaltet werden. Nach Gl. (IV.7.3) erhilt die Ubergangsamplitude
in erster Ordnung fiir diesen Fall die Form

i 1 t ;i / s R V
(it = et [ ap e el BB (G ) (ol Do)
n J_

i ent—}—%(En—Eo—f—hw)t ent-l—%(En—Eo—hw)t 1%
— o nbnt — + —— | (n|5]0)
Ey—FE,—hv+ihn Ey— E, + hw + ihn 2
unter Benutzung von
la+b> = (a+b)(a*+b")
= la|* + |b]* + ab* + ba*
la|®> + [b]* + 2 Re(ab")
folgt daraus die Ubergangswahrscheinlichkeit
e2nt 1 1
nlY)? = —[(n|V|0)|? +
2iwt
+2Re © . (IV.7.45)

(Eo — Ey, — hw + i) (Ey — Ep + hw + iAn)

"Die Schritte in der Umformung (IV.7.40) lassen erkennen, dass die ,, Regularisierung“ des Coulomb-
Potentials mit Hilfe des Abschirmparameters notwendig war, und ein endliches Resultat fiir die Fourier-
Transformierte des Potentials zu erhalten: Die Fourier-Transformierte eines nicht abgeschirmten und
daher langreichweitigen Coulomb-Potentials existiert nicht.
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Betrachtet man die iiber einige Zyklen gemittelte Ubergangswahrscheinlichkeit, so fillt
der oszillierende Interferenzterm weg. Fiir die partielle Ubergangsrate ergibt sich dann

iP —ﬁ 2(g(E, + hw E. — hw V.74
11 Fon = = [V P (9(Bn + ho) + g(Ey — ho) ) (IV.7.46)

wobel wieder

21
(B — Eo)* + (hn)?

g(E) =

die in Gl. (IV.7.23) eingefiihrte Lorentz-Funktion bezeichnet, fiir die nach Gl. (IV.7.24)
im Grenzfall n — 0 die Beziehung

g(E) = 2%5(E — Ey) (IV.7.47)

verwendet werden darf. Damit lautet die partielle Ubergangsrate schlieBlich

_ 27 |[{n|V]0)?

To-n(t) h 4

(6(En — By + hw) + 8(E, — Ey — hw)) . (IV.7.48)
Die beiden ,Komponenten®“ von coswt wirken hier also unabhéngig voneinander: Der
Stérterm proportional zu e ! fiihrt {iber die ,stimulierte Absorption® eines , Energie-
quants hw in einen Endzustand mit der Energie E, = Fy + hw, der Term proportional
zu et! dagegen iiber die ,stimulierte Emission“ eines solchen Energiequants in einen
Endzustand mit der Energie £, = Ey — hw.!?

12Man beachte, dass der Begriff ,, Energiequant“ hier eher bildlich zu verstehen ist, da von einer klassi-
schen zeitperiodischen Stérung des Systems ausgegangen wird, nicht aber von einer Wechselwirkung mit
einem quantisierten elektromagnetischen Feld.
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